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Wstep

W geometrii bada sie struktury podprzestrzeni. Wprowadzajac odpowiednio
relacje incydencji na zbiorze podprzestrzeni ustalonego wymiaru w przestrzeni
afinicznej A, mozemy dostaé¢ przestrzen pekéw albo Grassmannian. W mojej
pracy badam Grassmanniany afiniczne i ich zanurzenia.

W rozdziale pierwszym zajetam sie wprowadzeniem podstawowych defi-
nicji niezbednych w pracy oraz oméwieniem wtasnosci przestrzeni afinicznych.
Pojawia sie tez tu ogdlna posta¢ Grassmannianu afinicznego czyli struktura
postaci:

Gk(gl) = <Subk(9l), Subk+1(22l), C>,

gdzie Suby(2() to zbiér wszystkich k-wymiarowych podprzestrzeni 2.

W kolejnym drugim rozdziale pracy, badam podstruktury odcinkowe. Na
wstepie, wprowadzam nowe pojecia odcinka wtasciwego oraz odcinka réwnole-
ghych (niewtasciwego). Nastepnie sprawdzam czy podstruktura odcinkowa jest
podstruktura w Grassmannianie afinicznym oraz dowodze tutaj twierdzenia,
ktore mowia, ze w zaleznosci od wyboru wyjsciowego odcinka, podstruktura
odcinkowa z doktadnoscia do izomorfizmu jest albo Grassmannianem afinicz-
nym (por. 2.9) albo Grassmannianen rzutowym (por. 2.10). Twierdzenia 2.9,
2.10 oraz 2.12 pokazuja, ze odcinki wtadciwe z niepustym wierzchotkiem od-
powiadaja Grassmannianom rzutowym, natomiast odcinki wtasciwe z pustym
wierzchotkiem (idealy gltéwne) odpowiadaja Grassmannianom afinicznym. W
przypadku odcinkéw réwnolegltych (niewtasciwych) zawsze dostajemy Gras-
smannian afiniczny.

W rozdziale trzecim pokazuje jaka jest postac¢ klik oraz maksymalnych
klik. Istotng role pelia tutaj trojkaty bo wyznaczaja one maksymalne kliki.
W Grassmannianie afinicznym mamy dwa typy trojkatoéw. Twierdzenie 3.14
daje posta¢ analityczng maksymalnych klik. Mamy tutaj trzy typy klik mak-
symalnych: gwiazda wla$ciwa, uktad (tancuch, zbiér wszystkich punktéw na
prostej) oraz gwiazda niewlasciwa. Wazne sg przekroje tych maksymalnych
klik. Jako niepuste przekroje maksymalnych klik otrzymujemy punkty albo
peki. Te ostatnie otrzymujemy w wyniku przecinania gwiazd z uktadami.

Czwarty rozdzial poswiecony jest badaniu kolineacji i zanurzen Gras-
smannianéw afinicznych. Kolineacja to para bijekcji, jedna dziata na zbiorze
punktow, druga na zbiorze prostych tak, ze zachowana jest relacja incydencji
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punktu z prosta. Zanurzenie natomiast jest tak zdefiniowane, aby obraz za-
nurzanej przestrzeni byl podstrukturg domknieta, izomorficzng z wyjsciowa
przestrzenia. Dodajemy takze mocne zalozenie, ze zanurzenia zachowuja peki.

W twierdzeniu 4.1 dowodze, ze kolineacje miedzy Grassmannianami afi-
nicznymi zachowuja typy maksymalnych klik. Twierdzenia 4.3 i 4.6 pokazuja,
ze kazda kolineacja wyznaczona jest przez ztozenie translacji i pétliniowej bi-
jekcji. Ostatnie, najwazniejsze twierdzenie 4.8 mowi, ze obrazem Grassman-
nianu afinicznego przy zanurzeniu w inny Grassmannian afiniczny jest pod-
struktura odcinkowa. W dowodzie wykorzystuje pojecie podstruktury Gras-
smanna. Idea wprowadzenia tego pojecia byta taka, aby w syntetyczny sposob
scharakteryzowaé podprzestrzenie odcinkowe, ktore defniuje sie odwotujac do
przestrzeni afinicznej nad jaka rozwazany jest Grassmannian.



Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

1.1 Przestrzen afiniczna

Zaczynamy od zdefiniowania podstawowego dla naszych dalszych rozwazan
pojecia.

Definicja 1.1. Niech §'i £ beda niepustymi zbiorami. Elementy S nazywamy
punktami, natomiast elementy £ nazywamy prostymi. Niech a € S,k € L,
moéwimy ze punkt a incyduge z prosta k i piszemy a | k. Strukture A = (S, L, |)
nazywamy czesciowq przestrzeniq prostych wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) jeslia,be S, k,le Liab|lktoa=0blub k=1,

(ii) jesli k € L to istnieja a,b € S takie, ze a # bia,b| k.

Niech S = {a,b,c} i L = {k,l,m}, gdzie k = {a,b}, | = {a,c}, m = {b, c},
czyli bierzemy strukture z trzema punktami a, b, c i trzema prostymi k, [, m.
Na kazdej prostej sa po dwa punkty. Proste k, [ maja jeden punkt wspélny a,
proste k, m punk wspélny ¢ oraz proste [, m punkt wspélny b. Ta konkretna
struktura (S, L, €) jest przyktadem czeSciowej przestrzeni prostych.

Od teraz przez A bedziemy oznaczaé czesciowa przestrzen prostych o zbio-
rze punktéw S, o zbiorze prostych L i relacji incydencji |. Méwimy, ze dwa
punkty sa wspétliniowe (potaczalne), gdy incyduja z jedna prosta (leza na
jednej prostej). Dodatkowo dla punktéw a,b € S piszemy a ~ b, gdy a i b
sg wspotliniowe, a prostg przez nie wyznaczong oznaczamy a, b. Dualnie, dwie
proste sa wspolpekowe (przecinaja sie), gdy jest wspélny punkt, z ktorym in-
cyduja (przez ktéry przechodza). Dla takich prostych k,l € £ piszemy wtedy
k ~ 1. Zbiér wszystkich punktéw incydujacych z prosta k € L ({ancuch)
oznaczamy przez k*.

Definicja 1.2. Jesli kazde dwa punkty czesciowej przestrzeni prostych 2 sa
wspotliniowe, wtedy 2 nazywana jest przestrzeniqg prostych.
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Definicja 1.3. Méwimy, ze podzbior X C S jest podprzestrzeniq czescio-
we]j przestrzeni prostych 2, gdy jest domkniety na prowadzenie prostych, to
znaczy, gdy dla dowolnej prostej k € L takiej, ze |[k* N X| > 2 mamy k* C X.

Definicja 1.4. Niech S’ C S, £’ C L. Méwimy, ze (S’, L') jest podstrukturg
struktury (S, L, |), gdy spelnione sa nastepujace warunki:

(i) Vabel) (Vhkel) [(ablk Aatb) = kel
(i) VkleL)(Vacs) [(alklAk#l) = acS

Niech S C S, £ C L. Obciecie czeSciowej przestrzeni prostych 2 do
(S, L) to:
ANS", LY = (S", L' | NS x L.

Definicja 1.5. Méwimy, ze podstruktura (S’ L) czesciowej przestrzeni pro-
stych jest spdjna, jesli dla dowolnych réznych punktéow a, b € S’ istnieje tamana
w tej podstrukturze taczaca a z b. Przez tamang rozumiemy ciag punktow ta-
kich, ze dwa kolejne punkty w tym ciagu sa potaczalne prosta z L', formalnie:
istniejg punkty cg,...,c, € S’ oraz proste ki,...,k, € L' takie, ze ¢y = a,
¢ =boraz ¢;_1,¢; |k dlai=1,... 7.

Definicja 1.6. Podstruktura czesciowej przestrzeni prostych jest mocna wte-
dy i tylko wtedy, gdy kazde dwa jej punkty sa wspotliniowe.

Definicja 1.7. Niech punkty a, b, c bedg parami rézne, parami wspotliniowe
ale niewspotliniowe, tzn. a, b | k oraz a, c | [ oraz b, ¢ | m, dla pewnych prostych
k,l,m. Wtedy mowimy, ze punkty a, b, c wraz z prostymi k, [, m tworza trojkqt
(rys. 1.1).

/ a k b\

Rysunek 1.1: Tréjkat w czeSciowej przestrzeni prostych.

Definicja 1.8. Podzbiér zbioru punktow w czesciowej przestrzeni prostych,
w ktorym kazde dwa punkty sa wspotliniowe nazywamy klikg.
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Klika jest maksymalna, gdy nie istnieje klika wieksza od niej, to znaczy,
gdy dla dowolnej kliki YV takiej, ze X C Y mamy X =Y. Jezeli X jest klika
maksymalng oraz a jest punktem takim, ze a ¢ X, to zbiér X U {a} nie jest
klika.

Definicja 1.9. Rzutowy warunek Veblena:

Moéwimy, ze czeSciowa przestrzen prostych 2 spetnia rzutowy warunek Veblena,
gdy prosta przecinajaca dwa boki dowolnego trojkata w A w dwoch réznych
punktach przecina réwniez trzeci bok tego trojkata (rys. 1.2).

/a \b TN

Rysunek 1.2: Rzutowy warunek Veblena.

Definicja 1.10. Strukture (S, L, |) nazywamy przestrzenig rzutowq, gdy jest
ona przestrzenia prostych, na kazdej prostej leza przynajmniej trzy punkty
oraz spetnia rzutowy warunek Veblena.

Definicja 1.11. Niech (S, L, |} bedzie czeSciowa przestrzenia prostych i niech
|| € £ x L bedzie binarna relacja na zbiorze prostych 2. Relacje || nazywamy
relacja rownolegto$ci, gdy spetnione sa nastepujace warunki:

(i) || jest relacja réwnowaznosci,

(ii) przez kazdy punkt mozemy przeprowadzi¢ doktadnie jedna prosta row-
nolegta do danej, tzn., dla kazdego a € S i k € L istnieje dokladnie jedna
prosta | € L taka, ze a | il || k.

Definicja 1.12. Afiniczny warunek Veblena:

Niech a,b,c € S tworza trojkat w czesciowej przestrzeni prostych z réwno-
legtoscia (S, L,|,||) tzn., a,b,c sa niewspo6tliniowe, ale parami wspotliniowe.
Jedli prosta k € L przecina bok a,c i k || a,b to k przecina bok b, ¢ (rys. 1.3).
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AN

Rysunek 1.3: Afiniczny warunek Veblena.

Definicja 1.13. Warunek uzupetniania do rownolegtoboku:

Niech ki, ko, l1,ly € L w czeSciowej przestrzeni prostych z réwnoleglodcia
(S,L,],|I). Jesli prosta ki przecina proste l; i Iy, prosta [; przecina proste
ki i ke oraz ky || ko ily || l2, to ko przecina ly (rys. 1.4).

/ /

k1

i W "

2

Rysunek 1.4: Warunek uzupetniania do réwnolegtoboku.

Definicja 1.14. Przestrzenig afiniczng nazywamy strukture 20 = (S, L, |, |),
gdy
(i

) (S, L,|) jest przestrzenia prostych,
(ii) ||€ L x L jest relacja réwnolegloscei,
(iii) A speia afiniczny warunek Veblena,
(iv) 2 spelia warunek uzupeiania do réwnolegtoboku.

Definicja 1.15. W przestrzeni afinicznej 2 rozwazmy nastepujace warunki:

(i) punkty a,b, p sa niewspotliniowe,
(ii) punkty a,b, r sa niewspotliniowe,

(iii) o # CL’ b7p7 q7 T? S’
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(iv) punkty o, a,b leza na jednej prostej,
(v) punkty o,r, s leza na jednej prostej,
(vi) punkty o, p, q leza na jednej prostej,

(vii) a,p || b,q oraz p,7 || g, 5.
Méwimy, ze 2 spetnia duZy aksjomat Desarguesa, gdy warunki (i) — (vii) po-
ciagaja za soba p,7 || ¢, s (rys. 1.5).

Rysunek 1.5: Konfiguracja Desarguesa.

Definicja 1.16. W przestrzeni afinicznej 2 rozwazmy nastepujace warunki:

(i) punkty a,b, p sa niewspotliniowe,
(ii) punkty a,b,r sa niewspo6iliniowe,
(iii) a, b s p.g
(iv) a.pllb g,

(v) ar | b,s.
Méwimy, ze 4 spetnia maly aksjomat Desarguesa, gdy warunki (i) — (v) po-
ciagaja za soba p,7 || ¢, s (rys. 1.6).
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r

Rysunek 1.6: Konfiguracja matego Desarguesa.

Przypomnijmy fakt znany w geometrii afiniczne;j.

Twierdzenie 1.17. Jesli przestrzen afiniczna spetnia duzy aksjomat Desar-
guesa 1.15 to spetnia rowniez maty aksjomat Desarguesa 1.16.

Definicja 1.18. Niech A = (S, L, |, ||) bedzie przestrzenia afiniczna. Podprze-
strzenig przestrzeni 2 nazywamy zbior X C S spetniajacy warunki:

(i) X jest podprzestrzenia czeSciowej przestrzeni prostych (S, L, |),

(ii) X jest zamkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych réwnolegtych,
tzn. jesli k,l e L, k* C X, k|| loraz *NX #( to I* C X.

Niech 2 bedzie dowolng przestrzenia afiniczng zdefiniowang jak w 1.14.
Gdy proste w 2 sa co najmniej trzy punktowe, woéwczas jesli podzbiér zbioru
punktow 2 jest domkniety na prowadzenie prostych, to jest rowniez domkniety
na prowadzenie réwnolegtych. Wynika to z afinicznego warunku Veblena.

Przez Sub(2l) bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich podprzestrzeni . Dla
podprzestrzeni U, W € Sub(2) piszemy U C|| W, wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej prostej k takiej, ze k* C U istnieje taka prosta [, ze I* CW ik || [.

Dla prostej k i punktu a w 2 przez a x k oznaczamy prosta [ taka, ze
a | I || k. Analogicznie dla Z,U € Sub(2l) takich, ze Z C|| U, przez Z * U
oznaczamy podprzestrzen U’ € Sub(2l) taka, ze Z C U’ || U.

Dla dowolnych Z,U € Sub(2) przez Z @ U oznaczamy podprzestrzen
W € Sub(2l) rozpieta przez (najmniejsza podprzestrzen zawierajaca) Z i taka
podprzestrzen U’ ze U’ || U i1 U' N Z # (. Przy oznaczeniach kreséw, ktore
wprowadzimy w 1.28 mozna by napisaé¢, ze W = Z LU U’. Dla prostych k,
skoénych k@[ to ptaszczyzna zawierajaca k i prosta rownolegta do [. Gdy na-
tomiast & || [ to k @[ = k. Dla dowolnego punktu a i podprzestrzeni U mamy
a@U =axU. Natomiast dla Z,U € Sub(2(), gdy Z C||U to ZQU = Z x U.
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Niech U € Sub(2() bedzie co najmniej prosta. Dla dowolnych punktéw
a,b € S okreslamy relacje:

a~pyb: <= ﬂg“ U.
Dalej zaktadamy, ze 2 spetnia maty aksjomat Desarguesa.
Lemat 1.19. Relacja =~y jest relacjg rownowaznosci.

DowOD. Niech a, b, ¢ beda punktami 2. Sprawdzamy, czy relacja jest zwrot-
na. Poniewaz a,a = {a} i zawsze {a} C|| U, wiec a =y a, co oznacza, ze nasza
relacja jest zwrotna.
_ Sprawdzamy, czy relacja jest symetryczna. Zalézmy, ze a ~y b. Wowczas
a,b C|| U. Ale a,b = b, a, co oznacza, ze b =~y a.

Sprawdzamy, czy relacja jest przechodnia. Zakladamy, ze a =y bi b~y c.
Woéwezas a,b C|| U i b,c C|| U, Gdy a = b lub b = ¢ lub ¢ = a, to z zalozen
mamy od razu a ~y c¢. Gdy punkty a, b, ¢ sa wspotliniowe, to woéwczas

a,b=>b,c=a,c

i dostajemy a C|| U, co daje a =~y c. Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej
a, b, ¢ tworza niezdegenerowany trojkat (rys. 1.7).

Rysunek 1.7: Zastosowanie malego aksjomatu Desarguesa.

Z zalozenia, niech k bedzie prosta w U taka, ze k || a,b. Obierzmy na niej
dowolny punkt &'. Poniewaz w U jest prosta rownolegta do b,c i U jest pod-
przestrzenia, czyli jest domknieta na prowadzenie rownoleglych, wiec prosta
[ := b b, cjest w U. Z warunku uzupelnienia do réwnolegtoboku proste k oraz

ax*b,V przecinajg sie w pewnym punkcie a’. Podobnie z tego samego warunku

proste [ oraz ¢ * b, b przecinajg sie w pewnym punkcie ¢. W ten sposéb z

matego Desarguesa mamy a | @', ¢ przy czym o/, C U bod,d € U,aU
jako podprzestrzen 2 jest domknieta na prowadzenie prostych. Pokazalismy
w ten sposéb, ze a,c C|| U, czyli a =y c. O
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Gdy k jest prosta to z punktem a przy pomocy relacji /2, utozsamiamy
wszystkie punkty na prostej a * k, to znaczy [a|~, = a * k. Ogélnie, dla pod-
przestrzeni U klasa abstrakcji [a]~, = a % U jest podprzestrzenia réownolegla
do U przechodzacy przez a.

Dla X C S oznaczamy

X/U = X/~y = {lal~, s a € X}, (1.1)

~U

Przy tym oznaczeniu, dla prostych k,, gdy & || [, to k/l mozemy utozsamiaé z
dowolnym punktem prostej k; natomiast, gdy & }f [ to k/l mozemy utozsamiac
z cata prosta k. Dla ptaszezyzny U i prostej [, gdy | C|| U to U/l mozemy
utozsamia¢ z dowolng prosta na U nieréwnolegla do [.

Relacja ~ pozwala mowi¢ o przestrzeni ilorazowej w przestrzeni afiniczne;j.
Niech

A/U = (5" L |, (1.2)

gdzie:

o 5':=S5/U,

o L :={l/U: 1€ L}

o || C L' x L jest taka relacja, ze dla dowolnych k,l € £

k/U|'JU <= kQU | lQU.

P6Zniej w modelu analitycznym (por. 2.7) wykazemy, ze dla Z, Y € Sub(2l),
takich ze Z C|| Y mamy [Z,Y]|* = L(Y/Z), gdzie Y/Z ma strukture przestrze-
ni afiniczne;j.

Fakt 1.20. Niech B bedzie przestrzenig rzutowg. Gdy H jest hiperplaszczyzng
w P, to dla dowolnego U € Sub(P) mamy

U dyUCH

UNH=1" geu e =

hiperplaszczyzna w U,  gdy U € H.

Gdy z przestrzeni rzutowej P usuniemy hiperptaszczyzne H to wraz z nig z
kazdej podprzestrzent U w P usuwamy U N H.

1.2 Zanurzenia

Definicja 1.21. Niech 2 = (S, L,|) i A" = (5, L',|) beda czesciowymi
przestrzeniami prostych. Odwzorowanie F' = (f,g) takie, gdzie f: S — 5,
g: L — L jest kolineacjqg, gdy f,g sa bijekcjami oraz dla a € Sik € L
spelniony jest warunek:

a|k wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) |" g(k). (1.3)

Moéwimy, ze przestrzen 2 jest izomorficzna z A’ i piszemy A = ', gdy istnieje
kolineacja z 2 na 2.
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Kolineacje zdefiniowane jak wyzej majg kilka waznych wtasnosci. Zanotu-
jemy je teraz.

Bezposrednio z definicji wynika, ze gdy F = (f,g) jest kolineacja z 2 na
A to F~1:= (f~1,¢g7) jest réwniez kolineacja z 2 na .

Stwierdzenie 1.22. Niech F' = (f,g) bedzie kolineacjg przy oznaczeniach
2 1.21. Wowczas dla a,b € S i k,l € L zachodzi

(i) a~ b wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) ~ f(b),
(il) k ~ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy g(k) ~ g(I).

DowoOD. Tmplikacje ,, = 7 w obu warunkach wynikajg wprost z (1.3). Nato-
miast w implikacjach w drugg strone istotne jest, ze funkcje g i f, odpowiednio
w warunku (i) oraz (ii), sa ,na” plus zachowywanie incydencji (1.3). O

Stwierdzenie 1.23. Niech F' = (f,g) bedzie kolineacjq przy oznaczeniach
z 1.21.

(i) Jesli IC jest klikg w A, to jej obraz f(K) jest klikg w 2.

(i1) Jesli IC jest maksymalng klikg w A, to jej obraz f(K) jest maksymalng
klikg w 2.

DowODb. (i) Niech af,d), € f(K). Zauwazmy, ze istnieja ay,as € K takie, ze
f(ay) = a1 f(az) = ab. Poniewaz a; ~ ag, wiec zgodnie z 1.21(ii) uzyskujemy
ay ~ al.

(i) Zatézmy, ze f(K)U{a'} jest klikag dla punktu o’ & f(K). Zauwazmy, ze
przeciwobrazem f(K)U{a'} przy f jest KU{a}, gdzie a ¢ K. Przeciwobraz ten
jest klika w 21 z uwagi na (i) zastosowane do F~'. Otrzymujemy sprzeczno$é
z tym, ze K jest maksymalna. O

Definicje zanurzenia dobieramy tak, aby obraz przy zanurzeniu F' = (f, g)
cze$ciowe] przestrzeni prostych 20 w czesciows przestrzen prostych 21, czyli

tn(F) = (£(5),9(£)),
byt podstruktura w 2.

Definicja 1.24. Niech 2 = (S, L,|) i A = (5, L',|) beda czesciowymi
przestrzeniami prostych. Odwzorowanie F' = (f,g) takie, gdzie f: S — 5,
g: L — L' jest zanurzeniem, f i g sa réznowarto$ciowe oraz dla a,b € S i
k,l € L spelnione sa warunki:

(i) a |k wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) | g(k),
(ii) a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) ~ f(b),

(iii) k ~ [ wtedy i tylko wtedy, gdy g(k) ~ g(l).
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Przy definicjach 1.21 oraz 1.24 otrzymujemy, ze jesli F' jest zanurzeniem
przy oznaczeniach z 1.24, to

A = | Tm(F), (1.4)

gdzie
Im(F) = (£(5).g(L)).

Udowodnimy teraz interesujacy nas fakt dotyczacy zanurzen.

Stwierdzenie 1.25. Niech 2 = (S,L,|) i« A" = (5", L',|") bedq czesciowymi
przestrzeniami prostych. Jesli F = (f, g) jest zanurzeniem A w2, to Im(F) =
(f(S),g(L)) jest podstrukturg w A’

DowOD. Sprawdzamy dwa warunki z definicji 1.4.

(i) Wezmy o', 0 € f(S) takie, ze o' # V. Zakltadamy, ze istnieje prosta
K € L' taka, ze o/, U |' k. Sprawdzamy, czy k' € g(L).

Wiemy, ze istnieja a,b € S takie, ze f(a) = da/ oraz f(b) = /. Poniewaz
a v | K, wiec f(a) ~ f(b). F jest zanurzeniem wiec z 1.22(i), wynika ze
a ~ b. Mamy zatem prosta k € L taka, ze a,b | k. Stad oraz z 1.21(i) uzysku-
jemy f(a), f(b) | g(k). Teraz z 1.1(i) wiemy, ze g(k) = k' bo f(a), f(b) | k.
Ostatecznie k' € g(L).

(ii) Wezmy K',lI' € g(L) takie, ze k' # I'. Zakladamy, zZe istnieje punkt
a' € S’ taki, ze o' | k', I'. Sprawdzamy, czy o’ € f(S).

Wiemy, ze istnieja k,l € L takie, ze g(k) = k' oraz g(I) = ['. Poniewaz
a |" KU, wiec g(k) ~ f(l). F jest zanurzeniem wiec z 1.22(ii), wynika ze
k ~ [. Mamy zatem punkt a € S taki, ze a | k, [. Stad oraz z 1.21(i) uzyskujemy
f(a) | g(k),g(l). Teraz z 1.1(i) wiemy, ze f(a) = a' bo f(a) | k¥',I'. Ostatecznie
a e f(9). O

1.3 Analityczna przestrzen afiniczna

Przez V bedziemy oznaczaé przestrzen wektorowa. Piszemy Sub(U) jako zbior
wszystkich podprzestrzeni podprzestrzeni U z przestrzeni V', Subg(U) jako
zbiér wszystkich k-podprzestrzeni z U. Zbiér wszystkich warstw V' oznaczamy
przez

HOV)=V +Sub(V)U{d} ={u+S:ueV,SeSub(V)}u{d}.

Poniewaz dla warstwy U = u + S jej przestrzen kierunkowa S jest wyzna-
czona jednoznacznie, mozemy mowi¢ o wymiarze warstwy; przyjmujemy

dim(U) := dim(S).
Zbiér wszystkich k-wymiarowych warstw to
Hi(V) =V 4+ Subp(V) ={u+S: ueV,S e Sub,(V)}.
Dodatkowo przyjmujemy, ze H_1 (V) = {0}.
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Definicja 1.26. Méwimy, ze warstwa a+ .S jest rdwnolegla (niesymetrycznie)
do warstwy b+ 1" i piszemy

a+SC||b+T, wtedy 1 tylko wtedy, gdy SCT.

Okreslona w ten sposob relacja C|| nie jest symetryczna wiec nie moze by¢
relacjg réwnowaznosci.

Definicja 1.27. Méwimy, ze warstwa a+ .5 jest réwnolegla (symetrycznie) do
warstwy b+ T i piszemy

a+ S| b+T, wtedy i tylko wtedy, gdy S=T.
Zauwazmy, ze dla U, W € H(V) mamy
Ul||W < UC| W oraz W C|| U.

Struktura
A:=AV) =V, H:(V), )

jest przestrzenig afiniczng w sensie definicji 1.14. Nazywamy ja analityczng
przestrzeniq afiniczng.

Definicja 1.28. Dla U, W € H(V) takich, ze U = u+ S, W = w + T, gdzie
u,w €V, S, T € Sub(V) mozna okresli¢ ich kres dolny w nastepujacy sposob:

Unw:=Uunw,
natomiast kres gorny jest zdefiniowany w nastepujacy sposob:
UuW :=u+(S,T,u —w).

Twierdzenie 1.29 (o reprezentacji przestrzeni afinicznych). Niech 2 bedzie
przestrzeniq afiniczng. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) Przestrzen U jest desarquesowska.

(2) Istnieje przestrzen wektorowa V' taka, ze A = A(V).

1.4 Analityczna przestrzen rzutowa
Struktura
P(V) := (Suby(V), Suby(V)) (1.5)

jest przestrzenia rzutowa w sensie definicji 1.10. Nazywamy ja analityczng
przestrzeniq rzutowgq.

Twierdzenie 1.30 (o reprezentacji przestrzeni rzutowych). Niech P bedzie
przestrzeniq rzutowg. Nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(1) Przestrzen B jest desarguesowska.

(2) Istnieje przestrzen wektorowa V' taka, zZe P = P(V).
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1.5 Grassmannian rzutowy

Niech ‘B bedzie przestrzenig rzutowa i niech k£ bedzie liczbg naturalng taka,
ze

0 <k < dim ().

Zbiér wszystkich podprzestrzeni B oznaczmy przez Sub(J3) natomiast zbidr
k-wymiarowych podprzestrzeni P to Subx ().
Grassmannian rzutowy to geometria

Gr(B) = (Subp(B), Subs1(P), C),

w ktérej punktami sa k-wymiarowe podprzestrzenie B, a prostymi (k + 1)-
wymiarowe podprzestrzenie 3. Grassmannian rzutowy jest czesciowa prze-
strzenia prostych.

1.6 Grassmannian afiniczny
Niech 2 = (S, L, ||) bedzie dowolna przestrzenia afiniczna i niech
0<k<n:=dim()
bedzie liczba naturalng. Wowcezas strukture postaci:
G () = (Suby(2A), Subk1(A), C),

nazywamy Grassmannianem afinicznym. Grasmannian afiniczny jest czescio-
wa przestrzenig prostych. Zauwazmy, ze Go(2l) jest przestrzenig afiniczna,
natomiast G,—1(2() to pojedyncza prosta.

Gdy 2 jest analityczng przestrzenia afiniczna, czyli gdy 2 = A(V) dla
pewnej przestrzeni wektorowej V', to

G (&) = (Hi(V), Hi41(V), C).

Dalej bedziemy zaktadaé, ze rozwazana przestrzen afiniczna 2 jest wy-
miaru co najmniej 3. Wtedy jest ona desarguesowska i mozemy zastosowac
twierdzenie o reprezentacji, to znaczy, ze istnieje przestrzen wektorowa V' ta-
ka, ze A = A(V). Tak wiec dalej przyjmujemy, ze

A= A(V).

Fakt 1.31. Jesli Uy, Uy sq réznymi punktamsi, leZgcymi na prostej W w Gy (1)
to W = Uy U U,. Dualnie, jesli Wi, Wy sq roznymi prostymi przechodzgcyma
przez punkt U w Gg(2A) to U = Wi N Wa.

Definicja 1.32. Mowimy, ze dwie rézne podprzestrzenie Uy, Uy przestrzeni 2
sa sgsiednie 1 piszemy Uy ~ Us, gdy dim(U; N Us) + 1 = dim(U;) = dim(Us).
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Zauwazmy, ze dwa punkty Gg(2A) sa wspolliniowe, gdy sa sasiednie lub
rownolegte.

Fakt 1.33. Niech Uy, Uy bedg réznymi punktami w G (). Wowezas Uy, Uy
sq wspdtliniowe wtw., gdy Uy ~ Us, lub Uy || Us.



Rozdziat 2

Podstruktury odcinkowe

Dalej przez V' oznaczamy przestrzen wektorowa i przez A = A (V') przestrzen
afiniczng. Zaktadamy réwniez, ze

0<k<dim(V)—1. (2.1)

2.1 Odcinki

Definicja 2.1. Odcinkiem wlasciwym w przestrzeni afinicznej 2 nazywamy
zbior postaci
Z,Y] ={UeH(V): ZCUCY},

gdzie Z,Y € H(V).

Definicja 2.2. Odcinkiem réwnoleglych (odcinkiem niewlaSciwym) w prze-
strzeni afinicznej 2 nazywamy zbior postaci

(Z,Y]":={UeH(V): ZC|UCY},
gdzie Z,Y € H(V) takie, ze Z jest co najmniej prosta 2.

Z okreslenia relacji C||, zauwazmy, ze jesli Z C|| U, to dim(Z) < dim(U).
W definicji 2.2 jesli Z jest co najmniej prostg to U jest co najmniej prosta.

Definicja 2.3. Odcinkiem wtasciwym indeksu k lub k-odcinkiem wlasciwym
w przestrzeni afinicznej 2 nazywamy zbior postaci

(Z, Y], ={UeH,(V): ZCUCY}=1[ZY|NH(V),
gdzie Z,Y € H(V).

Odcinkiem niewtasciwym indeksu k lub k-odcinkiem niewlasciwym w prze-
strzeni afinicznej 2 nazywamy zbior postaci

Z,Y ] ={UeHp(V): ZC||UCY}=[Z,Y]" NH(V),

16
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Zauwazmy, ze gdy k < dim(Z) lub dim(Y') < k, to
[Zv Y]k = [Zv Y]Z = (2)7

gdy k =dim(2), to [Z,Y ]|y ={Z}, agdy k =dim(Y), to [Z,Y], = [Z, Y]} =
{Y'}. Warto réwniez zauwazy¢, ze

71 || Zo  wtedy i tylko wtedy, gdy [Z1,Y]" = [Zs,Y]". (2.2)
Lemat 2.4. Jesli U C|| W to [U,Y]* D [W,Y]*".

DowODp. Niech X € [W,Y]*. Zatem zachodzi: W C|| X C Y. Wida¢, ze
U C|| W C|| X wigc z przechodnioéci U C|| X. Mamy U C|| X C Y wiec
X e [U, Y] O

Przyktad 2.5 (odcinka wtasciwego [Z,Y]i). Wezmy V := (e, eq,e3) oraz
Z = (e1) 1Y =V, takie ze Z C Y. Wéwczas mamy

(2}, dla k=1,
(Z, Y] = { {{e1,y): y lin. niez. od e;}, dla k=2,
{V}, dla k = 3.

Przyktad 2.6 (odcinka rownoleglych [Z,Y];). Wezmy V := (ey, €9, €3) oraz
Z = (e1) 1Y :=V. Woéwczas mamy

{z+{e1): x €V}, dla k =1,
(Z, Y] = {x +{e1,y): ® € V,y lin. niez. od e;}, dla k=2,
{V}, dla k = 3.

Stwierdzenie 2.7. Dia Z,Y € H(V), takich ze Z jest co najmniej prostq i
Z C||'Y mamy
12, Y]" = L(A(Yo/ %)),

gdzie Zy, Yy to podprzestrzenie kierunkowe odpowiednio Z 1Y .

DowoOD. Niech Z,Y € H(V) i niech Zy, Y, beda podprzestrzeniami kierunko-
wymi odpowiednio Z i Y. Zakladamy, ze Z jest co najmniej prosta i Z C|| Y.
To oznacza, ze istnieje translacja 7 taka, ze 7(Z) C Y. Z (2.2) mamy

12, Y]" = [n(2),Y]"

Skoro Z jest przynajmniej prosta to wezmy z € Z. Niech 75 bedzie translacja
o wektor —z. Wtedy 77 (Z) = Zp 1 2(Y) = Yp. Otrzymujemy zatem

Z,YT = [1(2).Y] 2 [mn(2), (V)] = (20, Y] =
= ({y+U:yeY,U €[Z, Yo}, C) = LIA(Yy/Z0)).
U
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2.2 Wtlasciwa podstruktura odcinkowa

Sprawdzimy teraz, ze odcinki wyznaczaja podstruktury w G (2(). Zaczniemy
od odcinka wtasciwego.

Stwierdzenie 2.8. Niech Z,Y € H(V) takie, Ze dim(Z) < k < dim(Y") oraz
Z CY, wowczas:

([2.Y04[Z. Y] )

jest podstrukturg w G () zgodnie z definicjqg 1.4.

DowOp. (1) Wezmy Uy, Us € [Z,Y ] takie, ze Uy # Us,. Zaktadamy, ze istnieje
prosta W € Hy1(V) taka, ze Uy, Uy C W. Sprawdzamy czy W € [Z,Y]j41.
W tym celu musimy pokazaé, ze:

i) ZCw,
(i) WCy,

(i) dim(W) =k + 1.

Ad. (i): Z zalozen widaé, ze Z C U;,Us C W. Zatem z przechodniodci
relacji porzadku C otrzymujemy Z C .

Ad. (ii): Z faktu 1.31 wiemy, ze W = U; Ul Us. Z elementarnych wlasnosci
kratowych mamy U; WU, C Y. Stad W C Y.

Ad. (iii): Z wyboru W € Hy1(V) mamy dim(W) = k + 1.

(2) Wezmy Wy, Wy € [Z,Y |11 takie, ze Wy # Wy, Zakladamy, ze istnieje
punkt U € Hy (V) taki, ze U C Wy, Ws. Sprawdzamy czy U € [Z,Y]p. W tym
celu musimy pokazaé, ze:

i) zcU,
(i) UCY,

(iii) dimU = k.

Ad. (i): Z faktu 1.31 wiemy, ze U = Wy N Wa. Z zatozen widaé, ze Z C
Wy, Wa. Zatem musi by¢ Z C W, NW, =U.

Ad. (ii): Z zalozen widaé, ze U C Wy, Wy C Y. Z przechodniodci relacji
porzadku widac, ze U C Y.

Ad. (iii): Z wyboru U € Hy(V) mamy dim(U) = k.

Zatem na podstawie (1) i (2) dowdd jest zakonczony. O

Dalej pokazemy jakie wlasnosci ma taka podstruktura. Rozwazajac pod-
strukture wyznaczona przez odcinek [Z,Y] istotne jest czy Z =0, czy Z # 0.

Twierdzenie 2.9. Grassmannian afiniczny obciety do wlasciwej podstruktury
odcinkowej <(Y]k, (Y]k+1>, gdzie Y € H(V) i k < dim(Y) jest, z doktadno-
$cig do izomorfizmu, Grassmannianem afinicznym Gg(A(Yy)), gdzie Yy jest
podprzestrzeniq kierunkowq Y .
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DowOD. Warstwa Y pojawiajgca sie w okreSleniu naszej podstruktury, moze
by¢ traktowana jako: element kraty L(2(), podprzestrzen 2 lub przestrzen
afiniczna. Niech Y, bedzie podprzestrzenia kierunkowa Y. Wowczas Y jako
przestrzen afiniczna jest izomorficzna z A(Yp) i mamy

Gk(Ql)|<(Y]k, (Y]k+1> = <Hk(Yb),Hk+1(Yb), C> = Gr(A(Yp)),
co konczy dowdd. O

Twierdzenie 2.10. Grassmannian afiniczny obciety do wtasciwej podstruktu-
ry odcinkowej <[Z, Yk, [Z, Y]k+1>, gdzie Z,Y € H(V), dim(Z) < k < dim(Y)
oraz Z # 0 jest, z dokladnosciq do izomorfizmu, Grassmannianem rzutowym

Gk‘—dim(Zo) (}/E]/ZO)7
gdzie Zy, Yy sq podprzestrzeniami kierunkowymi odpowiednio Z 1Y .

DowOD. Poniewaz Z to niepusty zbiér wektoréw, wiec wezmy wektor a € Z.
Translacja 7 o wektor —a przeprowadza a na wektor zerowy 6 w V. Wiagzka
prostych i ptaszczyzn przez punkt 6 tworzy przestrzen rzutows

P(V) = (Suby(V),Subs(V), C).

Wiazka prostych i ptaszczyzn przez a jest izomorficzna z P (V).

Niech Zy, Yy beda podprzestrzeniami kierunkowymi odpowiednio Z i Y.
Zauwazmy, ze odcinek [Z, Y] wyznaczajacy nasza podstrukture odpowiada od-
cinkowi [Zy, Yy] w kracie L(V') = (Sub(V), C), to znaczy 7([Z,Y]) = [Zo, Yol.
Z drugiej strony (poréwnaj [2]), w Grassmannianie rzutowym

Gi(V) = (Suby(V), Sub (V), C)

odcinek [Zy, Yy] wyznacza podstrukture izomorficzna z Grassmannianem rzu-
towym

Gi—dim(z0)(Yo/Z0) = <SU-bk—dim(Zo) (Yo/Zy), Subit1—dim(z,)(Yo/Zo), C>-

Ostatecznie
<[Z7 Y]k7 [Z7 Y]k+1> = Gk—dim(Zo)(}/E)/ZO)-

2.3 Niewlasciwa podstruktura odcinkowa

Stwierdzenie 2.11. Niech Z,Y € H(V) takie, ze 1 < dim(Z) < k < dim(Y)
oraz Z C||'Y, wéwczas <[Z, YIi, [ Z, Y]z+1> jest podstrukturg w Gi(2A) w sensie
definicyi 1.4.
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DowOp. (1) Wezmy U,,Us € [Z,Y];, takie ze Uy # Us. Zatem zachodzi:
Z C|| Uy,Uy C Y. Zakltadamy, ze istnieje prosta W € Hi1(V) taka, ze
U,Uy, C W. Sprawdzamy czy W € [Z,Y]; ;. W tym celu musimy pokazac,
ze:

(i) Z<l|w,
(i) WCv,

(iii) dimW =& + 1.

Ad. (i): Z zalozen mamy, ze Z C|| Uy, Uy C W, zatem Z C|| W

Ad. (ii): Z 1.31 wiemy, ze W = U; UUs, oraz Uy UU; C Y, stad W C Y.
Ad. (iii): Z wyboru W € Hy1(V), zatem dim(W) =k + 1.

(2) Wezmy Wy, Wy € [Z,Y];q, Wi # W, Wéwcezas zachodzi Z C||
Wi, Wy C Y. Zaktadamy, ze istnieje punkt U € Hy(V) taki, ze U C Wy, Wh.
Sprawdzamy, czy U € [Z,Y];. Musimy pokazaé, ze:

(i) ZcllU,

(i) UCY,

(i) dimU = k.

Ad. (i): Z zalozen mamy, ze Z C|| Wy, Wy wtedy Z C|| Wi N W, oraz z

1.31 U = Wy N Wy, zatem otrzymujemy, ze Z C|| U.

Ad. (ii): Z zatozen, mamy ze Z C Wy, Wy C Y, zatem U C Y.
Ad. (iii): Z wyboru U € Hy(V) mamy dim(U) = k.

Zatem na podstawie (1) i (2) dowdd jest zakoriczony. O

Twierdzenie 2.12. Grassmannian afiniczny obciety do niewlaSciwej pod-
struktury odcinkowej <[Z, Y, [Z, Y]z+1>, gdzie Z,Y € H(V), 1 < dim(Z) <
k < dim(Y) jest, z doktadnoscig do izomorfizmu, Grassmannianem afinicznym

Gr—dim(z)(A(Yo/Z0)),
gdzie Zy, Yy sq podprzestrzeniami kierunkowymi odpowiednio Z 1Y .

DowOD. Niech Zy, Y, beda podprzestrzeniami kierunkowymi odpowiednio Z
1 Y. Na mocy 2.7 mamy [Z,Y]" = L(A(Yy/%y)). Zauwazmy, ze k-wymiarowe
podprzestrzenie w [Z,Y]* odpowiadaja (k — dim(Z))-wymiarowym podprze-
strzeniom w A(Yy/Zy). Zatem

<[Z, Y12, Y]Z+1> = <Hk—dim(Z)(A(}/0/Z0))’ Hk+1—dim(Z)(A(Y0/ZO))> -
= Gy—dim(2)(A(Yo/Z)),

co konczy dowdd. O



Rozdziat 3
Kliki

3.1 Postac¢ tréjkata

Fakt 3.1. (Zynel J. [4, 1.11]) Jezeli Uy, Uy, Us € Hi(V) sq parami rézne
iUl A~ U2 I U3 I Ul, to dim(Ulngng) =k—1 lub dim(U1|_|U2|_|U3) = k+1

Fakt 3.2. (Zynel J. [4, 1.12]) Jezeli Uy, Uy, Us € Hp(V) sq parami rézne,
U1 || U2 ZUl NUQNUg, to dlm(U1L|U2|_|U3):/€—|—1

Fakt 3.3. Dla parami réznych Uy, Uy, Us € H(V'), jesli dim(Uy N Uy N U3) =
k—1, to
UNUsnNUs=U,NU, =U,NU3 =UsNUj.

Twierdzenie 3.4. Jesli punkty Uy, Us, Us sq wierzchotkami tréjkata w Gy (L),
to zachodzi jedna z dwoch mozZliwosci:

(i) Uy, Us, Us majg wspdlny poprzednik, czyli dim(Uy, Uy, Us) = k — 1 lub
(i) Uy || Uz || Us.
W obu wypadkach dim(U; U Us U Us) = k + 2.
DowOD. Zaltézmy, ze Uy, Us, Us sa wierzchotkami tréjkata w G (). Z defi-
nicji 1.7 wiemy, ze Uy, Uy, Us sa parami rézne, parami wspotliniowe, ale nie

wspolliniowe w G (2(). Zatem z 1.33 punkty Ui, Us, Us sa parami sasiednie
lub rownolegte. Stad otrzymujemy nastepujace mozliwoscei:

LU ~Us~Us U,

[\

. UZ || Uj AY Uk AY Ui, gdzie i,j,]{? - {1,2,3},7é (i,j, ]{3),

w

Ui~ Uy || Ug || Ui, gdzie 4,4, k € {1,2,3}, # (i, 4, k),

W

U | U2 || Us || Uh.

21
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W przypadku 1 z 3.1 wierzchotki Uy, Us, Us maja wspélny poprzednik lub
nastepnik. Druga z tych mozliwosci oznacza, ze punkty Uy, Us, Us lezg na jednej
prostej w G (2), wiec nie moga tworzy¢ trojkata.

W przypadku 2 z 3.2 wierzchotki maja wspélny nastepnik, wiec jako punkty
naszego G (2) leza na jednej prostej, wiec nie tworza trojkata.

Teraz rozwazmy przypadek 3. Przyjmijmy bez ograniczenia ogélnosci, ze:

Uy n~U || Us || Uy

Poniewaz Uy, Us, Us sa jednakowych wymiaréw, wiec z przechodnio$ci relacji
réwnolegtosci mamy Uy || Usy. To przeczy zalozeniu, ze Uy ~ Uy. W ten sposob
pokazalismy, ze przypadek 3. nie zachodzi.

Zatem ostatecznie zachodza tylko dwie zadane mozliwosci. O

3.2 Peki wtasciwe i peki réwnoleglych

Rozwazane tutaj pojecia mogag wydaé sie sztuczne z punktu widzenia geo-
metrii Grassmannianu afinicznego Gy (2(). Przy ich definicji odwolujemy sie
do otaczajacej przestrzeni afinicznej 2. Pojawia sie one jednak pézniej jako
przekroje klik.

Definicja 3.5. Dwie rézne podprzestrzenie H, B przestrzeni 2, takie ze
H C B, dim(H)+1=Fk=dim(B) — 1,
wyznaczaja k-pek wiasciwy, to znaczy zbioér postaci
P(H,B)={U e Hx(V): HC U C B},

gdzie B nazywamy podstawqg, a H wierzchotkiem. Przez Pi(2l) oznaczamy
zbiér wszystkich k-pekow wlasciwych w 2.

Zauwazmy, ze P(H, B) = [H, B]\{H, B}, czyli pek to ,krétki” odcinek bez
koncow. Mozemy zatem traktowaé¢ odcinki wtasciwe jako uogolnienie pekow
wiasciwych.

Definicja 3.6. Podprzestrzenie U, B przestrzeni 2, takie ze
U C| B, dim(U) = k = dim(B) — 1,
wyznaczaja k-pek rownolegtych (k-pek niewlasciwy), tzn. zbidr postaci
p (U B):={W e Hp(V): U || W C B}.

Podprzestrzen U nazywamy kierunkiem, a B podstawq. Przez P;(2) oznacza-
my zbiér wszystkich k-pekow niewtasciwych w 2.
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Zbior punktéw na prostej w przestrzeni 2 formalnie spetnia zatozenia za-
rowno peku wtasciwego jak i peku rownolegtych.

Podprzestrzenie U; i U, przestrzeni A sa wspotpekowe, gdy leza w jednym
peku (peku wlasciwym lub peku réwnolegltych). Z wezesniejszych definicji i
okreslenia réwnolegtoéci wynika, ze wspotpekowe podprzestrzenie przestrzeni
afinicznej 2 maja ten sam wymiar.

Fakt 3.7. Jesli, dwie rézne podprzestrzenie Uy, Uy przestrzeni 2, sq sqsiednie,
to dim(U,UU2) —1 = dim(U;) = dim(Us) @ wyznaczony przez nie pek wlasciwy
to

Ul, U2 = P(U1 M UQ, U1 L Ug)

Fakt 3.8. Jesli dwie rézine podprzestrzenie Uy, Uy przestrzeni A, sq rownole-
gte, to dim(U; U Uy) — 1 = dim(U;) = dim(Us) @ wyznaczony przez nie pek
rownolegtych to

Ul, U2 = p*(Ul, U1 L UQ)

Fakt 3.9. Jesl Uy, Uy sq podprzestrzeniami przestrzeni afiniczne; A takima,
ze

dll’Il(Ul LJ Ug) —1= dll’Il(Ul) = dlm(Ug) oraz U1 [l U2 % (Z),
to dim(U; MUy) 4+ 1 = dim(U;) = dim(Us), a tym samym Uy ~ Us.

Whniosek 3.10. Jesl Uy, Uy sq podprzestrzeniami przestrzeni afiniczne; A ta-
kima, Ze
to sq rownolegle lub sgsiednie, czyli zawsze sq wspolpekowe.

Dla wygody i skrocenia notacji, przyjmijmy teraz oznaczenie na zbior
punktéw wspotliniowych z ustalonym punktem U w Gy (2):

U~ = {W € Hy(V): W ~ U}

Lemat 3.11. Niech B € Hy 1 (V) 1 U € H (V). Jesli punkt U nie lezy na
prostej B w Gi(21) i mamy dwa rézne punkty Uy, Uy na prostej B wspétliniowe
z U, to

P(UNUy, B), gdy Uy ~ Us,

U"N(B|, =
(Bl {p*<U,B>, gdy Uy || Ua.

DowOD. Rozwazmy sytuacje, gdy Uy ~ Us. Niech H := U; N Us. Mamy
dim(H) = k — 1. Z zalozenia punkty Uy, Us, U tworza tréjkat. Z 3.4 musi by¢

H=UnUnNU. (3.1)
-C" Wezmy W € U™ N (B]y. Zatem

W C B. (3.2)
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Nie moze by¢ jednoczesnie W = U; i W = U,. Przyjmijmy wiec bez straty
ogoélnosci, ze W # U,. Zauwazmy, ze W, U, U, tworza trojkat. A wiec z 3.4
mamy

dm(WNUNU,) =k — 1.

Z (3.1)i33mamy H=UNU =WNUNU;. Stad H C W, co razem z (3.2)
daje
W e p(H,B).

»2" Wezmy teraz W € P(H, B). Zatem H C W C B. Z drugiej inkluzji
wynika, ze W € (B|y. Zauwazmy, ze z (3.1) mamy H C U, W. Zatem W ~ U
z 1.33.

Teraz rozwazmy sytuacje, gdy Uy || Us.

»C” Wezmy W € U~ N (B]g. Podobnie jak wyzej w dowodzie ,C” mamy
trojkat W, U, Uy, ale tym razem W || U || U;. To wystarczy by stwierdzié, ze

W e p*(U, B).
,2” Niech W € p*(U, B). Wtedy U || W C B. Z tego, ze U || W mamy
W ~ U, azinkluzji W C B mamy, ze W € (B];. O

Lemat 3.11 moze stuzy¢ jako definicja pojecia peku w jezyku wewnetrznym
Grassmannianu afinicznego. Nie daje on jednak mozliwosci odroznienia pekow
wtasciwych od niewtasciwych. Rozréznienie na dwa typy daje twierdzenie 3.4.
Precycyjne odréznienie typéw dadza dowodzone podzniej twierdzenia o tym
jaka geometrie niosg maksymalne kliki Grassmannianu afinicznego.

3.3 KIliki wyznaczone przez odcinki

Lemat 3.12. Odcinki:
(i) [H,Y]x, gdzie H € Hi_1(V), Y € H(V),

(i) [Z, Bk, gdzie B € Hyp1(V), Z € H(V),

(iii) [U,Y];, gdzie U € Hip(V), Y € H(V),
sq klikami w G (21).

DowOD. Wystarczy pokazaé, ze we wszystkich trzech przypadkach, kazde
dwa, rézne punkty z odpowiednich odcinkéw sa wspotiniowe w Gy (21).

(i) Wezmy Uy, U, € [H,Y | takie, ze Uy # Uy. Wowezas H C U; C Y dla
i=1,2. Stad H C U;NU,. Poniewaz H € Hy_1(V) oraz dim U; = dim Uy = k
oraz Uy # Uy, otrzymujemy, ze H = U;NUs,. Zatem skoro dim(U;NUs) = k—1,
to z 1.32 mamy U; ~ Us. Zatem z 1.33 Uy, U, sa wspo6tliniowe w G (21).

(i) Teraz wezmy Uy, Uy € [Z, Bly, takie, ze Uy # Uy. Wowczas Z C U; C B
dla i = 1,2. Zatem Uy, Uy sa punktami z prostej B w Gy (21).

(iii) Wezmy Uy, U € [U, Y]} takie, ze Uy # U,y. Woéwezas mamy, ze U C|| Uy
oraz U C|| Uy. Poniewaz dim Uy = dim Uy = k = dim U wigc Uy || U || Us oraz
Uy || Uy z przechodniodci ||. Zatem z 1.33 Uy, Uy sa wspoétliniowe w G (). O
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Zauwazmy, ze w powyzszym lemacie w przypadku (ii) warstwa B jest
prosta w G (), zatem elementy odcinka [Z, B]; sa punktami prostej B.
Przy Z # () uzyskujemy “kawalek” prostej, natomiast dla Z = () odcinek
[Z, Blx = [0, By jest zbiorem wszystkich punktéw na prostej B.

Lemat 3.13. Jezeli K jest niepustq klikg w G(21), to zachodzi co najmniej
jedna z trzech moZliwosci:

(i) istnieje H € Hi—1(V) takie, Ze dla kazdego U € K, mamy H C U;
(ii) istnieje B € Hy1(V) takie, Ze dla kazdego U € K, mamy U C B;

(iil) istnieje Uy € Hyp(V) takie, ze dla kazdego U € K, mamy Uy || U.
Gdy |K| =1 to zachodzq wszystkie trzy mozliwosci,
gdy |KC| = 2 to zachodzq albo (i) oraz (i), albo (ii) oraz (iii),
gdy |K| = 3 i K nie zawiera tréjkqta, to zachodzi (ii),
gdy K zawiera trajkat to zachodzi dokladnie jedna z dwu moZliwosci (i) i (iit).

DowOp. Gdy |K| =1, poniewaz 0 < k < dim(V'), wiec tatwo mozemy znalezé
odpowiednie H, B, U,.

Rozwazmy przypadek || = 2. Przyjmijmy, ze K = {Uy,Us}. Z 1.33 albo
Uy ~ Uy albo Uy || Us. W pierwszej sytuacji bierzemy H := U; N Uy oraz
B := Uy U Us,. Zatem spelnione sa (i) oraz (ii). W drugiej sytuacji podobnie
B := U, U U,, natomiast Uy := U;. Wtedy spelnione sa (ii) oraz (iii).

Pozostaje przypadek || > 3. Gdy wszystkie punkty z K leza na jednej
prostej to mamy przypadek (ii).

Zalozmy teraz, ze w K sg trzy niewspotliniowe punkty Uy, Us, Us. Z 3.4 sa
dwie mozliwosci:

Odim(UlﬁU2ﬂU3):k—1
Przyjmijmy, ze H := U; N Uy N Us i wezmy dowolny U € K. Gdy U jest
jednym z Uy, Uy, Us to H C U. Zatézmy wiec, ze U # U; dla i = 1,2,3.
Poniewaz U, Uy, Us,, Us sa elementami kliki, wiec U jest potaczalny z Uy, U,
i Us. Punkty Uy, Us, Us tworza tréjkat, mozemy zatem wybra¢ U;, U;, gdzie
i,j € {1,2,3} oraz i # j, tak aby U, U;, U; nie lezaly na jednej prostej. Mamy
zatem trojkat U, U;, U;. Zgodnie z 3.4 musimy rozpatrze¢ dwa przypadki:

(1) dlm(UﬂUZﬁUj) = ]{7—1, WtedyH: UiﬁUj = UiﬂUﬁUj Z3.3,
zatem H C U, wiec zachodzi (i).

(2) U || U; || Uj, wtedy z zatozenia ze Uy, Us, Us sa parami rézne mamy,
ze U; NU; = 0. Z zatozenia ze Uy, Us, Us maja wspélny poprzednik U; N U; =
H # (0, wigc dostajemy sprzecznosé, co oznacza, ze nie moze byé¢ U || U; || U;.

e Uy || U2 || Us
Przyjmijmy, ze Uy := U; i wezmy dowolny U € K. Pokazemy, ze Uy || U.
Gdy U jest jednym z Uy, U,,Us to Uy || U. Zatézmy wiec, ze U # U; dla
i = 1,2, 3. Podobnie jak wczedniej mozemy wybrac U;, U;, gdzie 4, j € {1,2,3}
oraz i # j, tak aby U, U;, U; tworzyly trojkat. Zgodnie z 3.4 musimy rozpatrze¢
dwa przypadki:
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(1) dim(UNU; NU;) = k— 1, wtedy dim(U; NU;) = k — 1. Z tego wynika,
ze U;NU; # 0, co daje nam sprzeczno$é bo z zalozenia U; || U;. Tak wige ten
przypadek nie jest mozliwy.

(2) U || U; || Uj, wtedy z przechodniosci widzimy, ze U | Uy, a wiec
zachodzi (iii). O

3.4 KIliki maksymalne

Twierdzenie 3.14. K jest maksymalng klikg w Gi(21) wtw., gdy zachodzi
jedna z trzech mozliwosci:

(i) K= [H)k, gdzie H € Hk_l(V),
(ii) K= (B]k, gdzie B € Hk+1(V),
(ili) K =[U);, gdzie U € Hi(V).

DowOD. Implikacja ,=" zachodzi na mocy 3.13, Pokazemy, ze implikacja
odwrotna ,<"” réwniez zachodzi.

Z 3.12 K jest klikg. Przypus$émy, ze istnieje klika K taka, ze K C K.
Z 3.13 K’ musi by¢ jak w (i). Najwiekszy odcinek tej postaci to [H,Ulg, a
wiec K = K'. Zatem K jest klika maksymalna. Dowdd (ii) i (iii) przebiega
analogicznie. O

Kliki (i) z 3.14 bedziemy nazywali gwiazdami (wlasciwymi), natomiast
kliki typu (iii) bedziemy nazywaé¢ gwiazdami réwnoleglych (gwiazdami niewla-
Sciwymi).

Klika typu (iii) to zbiér wszytskich punktéw na prostej B, czasem taka klike
nazywamy ukiadem.

Przy naszych zalozeniach w 2.1 zawsze mamy przynajmniej dwie gwiazdy
wtasciwe i dwie gwiazdy niewlasciwe, kazda z gwiazd zawiera trojkat.
Zobaczymy teraz jakie geometrie niosg maksymalne kliki w Gg(21).

Twierdzenie 3.15. Niech H € Hy,_(V). Podstruktura ([H )y, [H)xs1) jest,

z doktadnoscig do izomorfizmu, przestrzeniq rzutowg. Gdy dim(V) =n < oo,
to wymaar tej przestrzent rzutowej wynosi n — k.

DOWOD. 7 2.8 ([H)i, [H)j1) jest podstruktura w G(2). Z 2.10
G (W) ([H)i [H)i1) = Gy (V/ Ho) = P(V/Hy),
gdzie Hy to podprzestrzen kierunkowa H. Mamy
dim(V/Hy) = dim(V) — (k — 1) = dim(V) — k + 1,

co wystarczy jako uzasadnienie. O
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Twierdzenie 3.16. Niech U € Hy (V). Podstruktura <[U),’;, [U),’;+1> jest, z

doktadnoscig do izomorfizmu, przestrzeniq afiniczng. Gdy dim(V) = n < oo,
to wymiar tej przestrzeni afinicznej wynosi n — k.

DowOD. Z 2.11 <[U)Z, [U)Z+1> jest podstrukturg w G (). Z 2.12

Gr@)([0)i, [0)ia1) = G k(A (V/Ty)) = A(V/Ty),
gdzie Uy to podprzestrzen kierunkowa U. Mamy
dim(V/Uy) = dim(V') — k

i dowdd jest zakonczony. O

3.5 Przekroje klik maksymalnych

Zbadamy teraz jak moga sie przecina¢ maksymalne kliki w Gy (21). Niech
H, Hl,Hg € Hk_l(V), U, U, Uy € Hk(V) oraz B,Bl,Bg € Hk+1(V) Wow-
czas

[H7B]k7 ngHgB,

0, w przeciwnym przypadku.

[H)i 0 (Blx = {

U, Bli, edy UC| B,
0, w przeciwnym przypadku.

[U)ZW(B]kz{

Tylko w tych dwoch przypadkach mozemy uzyskac¢ pek w przekroju. W kaz-
dym innym, jak zobaczymy, najwyzej zbiér jednoelementowy.

Z definicji operacji * wynika, ze dim(U) = dim(Z * U), oczywiscie gdy
Z % U istnieje, to znaczy, gdy Z C|| U.

. J{H U}, edy HC|U,
[H)r N [U)), = -
0, w przeciwnym przypadku,

Dla Hl 7é H2

{H1 L HQ}, gdy d1m(H1 L HQ) = ]{Z,

0, w przeciwnym przypadku

[H1)e N [Ha)i = {

Dla Bl 7& Bg
{Bl N Bg}, gdy dll’Il(Bl N BQ) = ]{?,

0, w przeciwnym przypadku.

(Bl N (Ba)i = {

Zauwazmy, ze powyzszy fakt stwierdza w istocie (co juz i tak wiemy), ze
Grassmannian afiniczny jest czesciows przestrzenia prostych.
Dla U 1 ,H' U2
[U1) 0 [Ua)f, = 0.



Rozdziat 4

Zanurzenia

Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi. Rozwazmy przestrzenie afinicz-
ne A = A(V) oraz 9 = A(W). Ustalamy liczy naturalne k, m takie, ze

0<k<dim(V)—1 i 0 <m < dim(W) — 1. (4.1)
Dalej przez F' = (f, g) oznaczamy kolineacje G (%) na G,,(9M), czyli

frH(V) = Hin (W), 9: M1 (V) = Hipar (W),
Stwierdzenie 4.1. Kolineacja F' zachowuje typy maksymalnych klik.

DowOD. Z definicji kolineacji 1.21 obrazem prostej jest zawsze prosta.

7 1.23 obrazem gwiazdy przy kolineacji F' moze by¢ gwiazda, prosta lub
gwiazda niewtasciwa. Z 3.15 wiemy, ze gwiazda wyznacza przestrzen rzutowa,
zatem jej obraz przy kolineacji musi wyznaczaé tez przestrzen rzutows, oraz
obrazem gwiazdy musi by¢ gwiazda.

7 3.16 wiemy, ze gwiazda niewlasciwa wyznacza przestrzen afiniczna, za-
tem jej obraz przy kolineacji F' musi wyznaczaé przestrzen afiniczng, zatem
obrazem gwiazdy niewtasciwej jest gwiazda niewlasciwa. O

Lemat 4.2. Kolineacja F indukuje kolineacje F' (h, f) z Gg—1 (1) na

Gt (M) takg, e dla U € Hy(V) i Hy, Hy € Hp_1(V)

DowOD. Gwiazdy sa jednoznacznie wyznaczone swoimi wierzchotkami, tak,
ze gwiazde [H); mozemy utozsamiaé¢ z H. Z 4.1 obrazem przy f gwiazdy
[H)r w Gi(21) jest pewna gwiazda [H'),, w G,,(9). Zatem dostajemy nowa
bijekcje

h: Hi—1(V) = Hper (W)

taka, ze
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Aby odwzorowanie F” byto kolineacja musi spelnia¢ warunek (1.3). Dlate-
go musimy go teraz sprawdzi¢. Rozwazmy w tym celu punkt H i prosta U w
G—1(2). Inkluzja (incydencja) H C U oznacza, ze U € [H )y, gdzie H traktu-
jemy jako wierzchotek gwiazdy, a U jako punkt w G (2(). To jest réwnowazne
z tym, ze f(U) € f([H)r) = [R(H))m. Z definicji gwiazdy mamy réwnowaznie
h(H) C f(U).

Zaktadamy teraz, ze U = H; U H,. To znaczy, ze gwiazdy wyznaczone
przez Hy, Hy maja wspOlny punkt U w G (), czyli

[H1)e O [H2)r = {U}.
Poniewaz f i h to bijekcje wiec mamy
{F(U)} = f(H)) N f([H2)k) = [R(H1))m OV [(H2))m = {h(H1) Uh(H)},
co konczy dowdd. O
Przypomnijmy znany z geometrii, klasyczny fakt.

Twierdzenie 4.3. Jesli f jest kolineacjq przestrzeni afinicznej A(V') na A(W),
to istnieje potliniowa bijekcja o: V-— W oraz translacja 7: W — W, taka ze

flu) =To(u)
dlaueV.
Stwierdzenie 4.4. Jesli Gx(2) = G, (M), to dim(V) = dim(W) i m = k.
DowOD. Rozwazmy, gwiazde S w G (2(). Na mocy 3.15 gwiazda S jest izo-
morficzna z przestrzenig rzutowa wymiaru dim (V) —k. Z 4.1 jej obraz f(S) tez
jest gwiazda w G,,,(9M), a odpowiadajaca jej przestrzen rzutowa ma wymiar
dim(W) — m. Zatem musi by¢
dim(V) — k = dim(W) — m. (4.3)
Teraz rozwazmy prosta B w Gy (2(). Mozemy przyjaé, ze
B=a+ <61>62a .- 'aek-i-l)?
dla pewnych a, ey, e, ..., 651 € V. Niech
Ui =a+ <617 €2+ -5 €i—1,6i415- -+, ek+l>‘
Zauwazmy, ze U;, i = 1,2...,k + 1 to punkty z prostej B takie, ze U; ~ U;
dla ¢ # j oraz zadne 3 z nich nie leza w jednej gwiezdzie bo
dim(U;nU; NU) =k —2

dla # (i,7,1). Obrazy f(U;) tworza analogiczny ,sympleks” na prostej g(B)
w G, (9MN). To oznacza, ze k < m. Poniewaz f i g to bijekcje wiec mozemy
rozumowaé podobnie zaczynajac od wybrania m + 1 punktéw na prostej w
G,,(9M) i badac¢ ich obrazy przy f~'. Wéwczas dostaniemy m < k. To razem
z (4.3) daje zadane réwnosci. O
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Twierdzenie 4.5 (Bennett M.K. [1, Rozdz. 9.1, Tw. 5]). Niech ¢ bedzie koli-
neacjg miedzy przestrzeniami afinicznymi A 1A', ktorych kraty podprzestrzeni
to odpowiednio L i L'. Wowczas istnieje izomorfizm kratowy f: L — L' taki,
Ze f obciete do zbioru atomdéw L jest kolineacjq ¢. Odwrotnie, jesli f: L — L'

jest izomorfizmem kratowym, to f obciete do zbioru atomoéw L jest kolineacjg
A na A'.

Twierdzenie 4.6. Kolineacja F' indukuje pétliniowq bijekcje ¢ V- — W oraz
translacje T: W — W takq, Ze f(U) = 17o(U) dla U € H(V) oraz g(U) =
To(U) dla U € Hii1 (V).

DowODp. Niech Fy = (f,gx) := F. Korzystajac k razy z 4.2 otrzymujemy
ciag kolineacji

Fr. = (frs 9x),
Fr1 = (fr—1, g—1 = [fr),

Fi = (fi,91 = fo),
Fo = (fo,90 = f1).

takich, ze dla U € H;1(V), Hy, Hy € H;(V)

gdzie 1 =0,1,...k.

Zauwazmy, ze Fy jest kolineacja z przestrzeni afinicznej Go(2A) = A(V) na
przestrzen afiniczna Go(9t) = A(W). Tak wiec na mocy 4.3 mamy pétiniowa
bijekcje p: V' — W oraz translacje 7: W — W taka, ze

fola) =71p(a) dlaaeV,
90(U) =719(U) dlaU € Hy(V).

Wiemy, ze f1 = go. Wezmy dowolne U € Hy (V). Dobieramy H;, Hy € Hyi(V)
tak, aby U = H; U H,. Nastepnie z 4.4 oraz 4.5 otrzymujemy, ze

g1(U) = fi(H1) U fi(Hz) = go(H1) U go(H2) =
To(Hy) UTp(Hy) = T(Hy U Hy) = 1(U).

Postepujac analogicznie dla poszczegolnych indeksow ¢ = 2,3, ..., k otrzymu-
jemy, ze:

fU) = fiu(U) =7oU) dlaU € Hy(V),

gU) =gr(U) =79(U) dlaU € Hya(V),

co konczy dowdd. O

Definicja 4.7. Niech S C Hi(V) oraz L C Hyy1(V). Podstrukture (S, L) w
G () nazywamy podstrukturg Grassmanna, gdy:
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(A1) dla kazdych dwoch réznych punktéw Uy, Uy € S i punktu Us takiego,
ze Uy, Uy, Us tworza trojkat, kazdy punkt prostej Uy, Uy wspotliniowy
z Uz nalezy do S,

(A2) podstruktura (S, L) jest spdjna,

(A3) jesli S jest gwiazda, wlasciwa lub niewlasciwa, i 7 jest zbiorem
wszystkich punktéw na prostej takim, ze SNT # 0, [SNS| > 21
7 NS|>2,toalbo SNSNT =0,alboSNT CS.

Warunek (Al) w powyzszej definicji oznacza, ze podstruktura (S, L) jest
domknieta na peki.

Niestety potrzebujemy dodatkowego zalozenia o zanurzeniu. Zanurzenie
F w sensie 1.24 zachowuje peki, gdy obrazem peku przy F' jest pek. Pojecie
peku mozna wyrazi¢ w terminach cze$ciowej przestrzeni prostych, gdy sg w niej
przynajmniej dwa rozréznialne typy maksymalnych klik, jako co najmniej 2
elementowe przecigcie dwoch maksymalnych klik réznych typow.

Lemat 4.8. Jesli F' jest zanurzeniem Gg(2A) w G,,,(9M), zachowujgcym peki
to Im(F') jest podstrukturg Grassmanna.

DowOD. Aby pokazaé, ze

tm(F) = (f(He(V)), g (Hira(V)))

jest podstrukturg Grassmanna, na mocy 1.25, wystarczy sprawdzi¢ warunki
z definicji 4.7.

(A1) Niech U,Uj € Im(f), U] # Uy i U, € Hp(W). W Gg(2) mamy
rozne, wspotliniowe punkty Uy, Us takie, ze f(Uy) = Uy i f(Usz) = Uj. Punkt
Ul z zatozen do (A1) jest uzupetnieniem Uj, U) do tréjkata. Bez zmniejszania
og6lnosci mozna przyjaé, ze U = f(Us), gdzie Us uzupelnia Uy, U, do tréjkata.

Zgodnie z 3.11 mamy pek p := U N (U WU, (whasciwy lub niewtasciwy)
w Gg(20). Z naszego dodatkowego zalozenia o F' obraz tego peku f(p) to pek
w G,,(9N). Z drugiej strony

f(p) = f(WUs)™ 0 (f(U) U f(U2)le = Us™ N (Uy U Usl,

a wiec zbiér punktéw z prostej Uy, Uj wspotliniowych z Ul zawarty jest w Im(f).
(A2) Grassmannian afiniczny jest spéjny, wiec na mocy definicji zanurze-
nia 1.24 oraz faktu 1.25, ktéry méwi ze Im(F') jest podstruktura w G, (),
otrzymamy spdjnosé Im(F).
(A3) Niech S bedzie gwiazda wlasciwa i niech 7 bedzie zbiorem wszystkich
punktéow na prostej B w G,,,(9M). Zaktadamy, ze

(a) [SNIm(f)] =2, (b) |7 NIm(f)]>2, (c) Im(f)NSNT #0. (4.5)
Z (4.5)(c) mamy punkt U’ € Im(f) N SN 7. Niech U := f~1(U").
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Na mocy (4.5)(a) mozemy wzia¢ punkt D' € S N Im(f) taki, ze D' # U'.
Niech D := f~4(D’). Z (4.1) w G4(2) mozemy punkty D,U uzupemié¢ do
trojkata A. Wezmy

So:={R e He(V): R~ A}.
Zbior Sy jest gwiazda (wlasciwa lub niewlasciwa). Zauwazmy, ze f(A) C S, a
wiec

S={R e H,(W): R ~ f(A)}.
Stad mamy

f(So) ={f(R) e Hn(W): R~ A} =
={R € Im(f): R' ~ f(A)} =S NIm(f),
€O 7ZNnaczy, ze
f(&) €S. (4.6)

Na mocy 1.25 obraz Im(F) jest podstruktura w G,,,(9). Zatem z (4.5)(b)
mamy B € Im(g). Mozemy wigc wziaé¢ prosta By := ¢ '(B) w Gg(2). Niech
7o := (Bylx. Skoro g(By) = B i na mocy 1.24 para odwzorowan (f, g) zacho-
wuje incydencje to zachodzi:

f(T) CT. (4.7)

Zauwazmy, ze U € Sy N 7y, wiec Sop N 7y jest pekiem. Stad oraz z (4.6) i
(4.7) otrzymujemy

f(SoNTo) = f(So)N f(To) =SNT.

bo obrazem peku przy F jest pek. To oznacza, ze SN7T C Im(f) i dowdd jest
zakonczony. O

Twierdzenie 4.9 (Misiewicz P. [3]). Niech X bedzie podstrukturg w Gy(2).
X jest podstrukturg odcinkowq wtw., gdy X jest podstrukturg Grassmanna.

Twierdzenie 4.10. Jesli F' jest zanurzeniem G(2) w G, (9N) zachowujgcym
peki to k < m i istniejg Z,Y € H(W), takie Ze:

(Y]m’ (Y]m+1>a gdy k =m,

Im(F):{ YT 2. Y nt), gdy k<.

DowOD. Generalnie z (1.4) mamy
Gi(2) 2 G,,(9M)| Im(F). (4.8)

7 4.8 oraz 4.9 mamy trzy mozliwosci, ktore rozpatrzymy kolejno.
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(1) m(F) = ((V]e, (V] ),
gdzie Y € H(V), k < dim(Y). Z 2.9 prawa strona w (4.8) to Grassmannian
afiniczny

G (A(Y0)),
gdzie Yy to podprzestrzen kierunkowa Y w W. Z 4.4 dostajemy k = m.
(2) m(F) = ([Z,Y], [Z,Y]es),

gdzie Z £ 0, Z,Y € H(V) oraz dim(Z) < k < dim(Y"). Na mocy 2.10 z pra-
wej strony w (4.8) otrzymujemy Grassmannian rzutowy. Czesciowa przestrzen
prostych nie moze by¢ jednoczesnie Grassmannianem rzutowym i afinicznym
bo przy (4.1) ten drugi zawiera kliki niosace geometrie afiniczna, a pierwszy
takich nie zawiera. Tak wiec ten przypdek nie jest mozliwy.

(3) m(F) = ([Z, Y]}, [Z.Y]i41),
gdzie Z,Y € H(V) oraz 1 < dim(Z) < k < dim(Y). Z 2.12 prawa strona w
(4.8) to Grassmannian afiniczny

Gm—dim(Z) (A(YE]/ZO))v

gdzie Yy, Zy to podprzestrzenie kierunkowe odpowiednio Y, Z w W. Z 4.4 do-
stajemy k =m —dim(Z) < m. O
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