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Wstep

7 algebry wiemy, ze, nieco upraszczajac, podgupa jest grupa, podcialo jest cia-
tem, a podprzestrzen przestrzeni wektorowej tez jest przestrzenia wektorowa.
Liste te mozna wydtuzac¢ o kolejne przyktady nie tylko z algebry. Nasuwa sie
pytanie: jak jest w geometrii? Konkretnie, czy podprzestrzen afinicznej prze-
strzeni pekow tez ma strukture afinicznej przestrzeni pekow? Aby odpowie-
dzie¢ na to pytanie konieczne jest doktadniejsze zbadanie geometrii afinicznych
przestrzeni pekow.

Afiniczna przestrzen pekéow A to struktura incydencyjna, gdzie punkty to
ustalonego wymiaru k podprzestrzenie przestrzeni afinicznej 2, a proste to
peki tych podprzestrzeni. Dwie k-podprzestrzenie (co najmniej proste) w 2,
ktére leza w (k4 1)-podprzestrzeni (inaczej méwiac maja wspolny nastepnik)
maja wspolny poprzednik albo sa réownolegte. To powoduje, ze mamy dwie
rodziny k-pekoéw, odpowiednio: peki wlasciwe 1 peki niewlasciwe (peki réwno-
leglych). Widaé tutaj, ze wygodne jest stosowanie elementéw teorii krat.

Podprzestrzen odcinkowa w A to zbior punktow A lezacych w odcinku kra-
ty podprzestrzeni 2. Podobnie jak w przypadku k-pekéw, ktore sa szczegol-
nymi k-odcinkami (najmniejszymi, nietrywialnymi k-odcinkami), mamy dwie
klasy podprzestrzeni odcinkowych: wilasciwe i niewlasciwe (odcinki réwno-
leglych). Dowodze twierdzenia, ktére méwia, ze afiniczna przestrzen pekéw
obcieta do swojej podprzestrzeni odcinkowej, w zaleznosci od wyboru wyj-
sciowego odcinka, z doktadno$cig do izomorfizmu, jest afiniczng przestrzenia
pekéw (por. 2.4, 2.6), albo rzutowa przestrzenia pekéw (por. 2.5). Nie jest
to jeszcze pelna odpowiedz na postawione na poczatku pytanie, ale wiemy
juz wiecej. Teraz pytanie jest takie: czy podprzestrzenie odcinkowe w A sg
jedynymi, ktore majg strukture afinicznych przestrzeni pekow? Aby udzielié
odpowiedzi trzeba zbadaé obraz zanurzenia jednej afinicznej przestrzeni pekow
w drugg.

W badaniu kolineacji oraz zanurzen przestrzeni pekéw istotng role graja
mocne podprzestrzenie, czyli takie gdzie kazde dwa punkty sa wspolliniowe.
Takie podprzestrzenie wyznaczane sa przez trojkaty. W A mamy trzy typy
trojkatéw, co pokazuje w twierdzeniu 3.1 (por. rys. 3.1, 3.2, 3.3). Sa takze
trzy typy maksymalnych mocnych podprzestrzeni: gwiazdy wiasciwe, ukiady
oraz qwiazdy niewtasciwe. Ich opis analityczny jako odcinkéow podaje w twier-
dzeniu 3.6. Sprawdzam réwniez, ze niepustymi przekrojami gwiazd i uktadow
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sa peki. Ciekawa jest geometria mocnych podprzestrzeni i tak w twierdze-
niu 3.7 pokazuje, ze uktad jest (z doktadnoscia do izomorfizmu) przestrzenia
rzutowg z usunietym punktem, gwiazda wtasciwa jest przestrzenia rzutowa,
a gwiazda niewtasciwa jest przestrzenia afiniczng.

Kolineacja w moim rozumieniu to bijekcja zbioru punktéw zachowujgca
trojargumentows wspotliniowosé w obie strony. Od zanurzenia wymagam, aby
obraz przy nim byt podprzestrzenia izomorficznag z zanurzang przestrzenia.
W literaturze, na przyktad w [4], takie zanurzenia nazywa sie full. W twier-
dzeniu 4.6 dowodze, ze kolineacje afinicznych przestrzeni pekéw zachowuja
typy mocnych podprzestrzeni, natomiast w 4.10 dowodze, ze takie kolineacje
wyznaczone sa ztozeniami translacji i potliniowych bijekcji, tak jak kolineacje
przestrzeni afinicznych. W ostatnim, gtéwnym twierdzeniu pracy (tw. 4.16),
dowodze, ze obrazem przy zanurzeniu afinicznej przestrzeni pekéw w dru-
gg jest podprzestrzen odcinkowa wtasciwa z zerowym poczatkiem, lub nie-
wlasciwa. W dowodzie wykorzystuje pojecie podprzestrzeni Grassmanna (por.
def. 4111 tw. 4.13), ktére daje geometryczny opis podprzestrzeni odcinko-
wych (w jezyku struktury incydencyjnej, bez odwotan do zewnetrznej kraty
podprzestrzeni).



Rozdziat 1

Podstawowe definicje

1.1 Czesciowa przestrzen prostych

Zaczynamy od zdefiniowania podstawowych pojeé¢ dla naszych dalszych roz-
wazan.

Definicja 1.1. Niech S bedzie niepustym zbiorem oraz niech £ C 2°. Ele-
menty S nazywamy punktami, natomiast elementy £ nazywamy prostymi.
Strukture 2 = (S, L) nazywamy czeSciowq przestrzeniq prostych wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy:

(i) £#9,
(ii) jesli k,l € L oraz |[kNI| > 2, to k =1,
(iii) jesl k € L, to |k| > 2.

Niech S = {a,b,c} (|S| = 3) 1 L = {k,l}, gdzie k = {a,b}, | = {a,c},
czyli bierzemy strukture z trzema punktami a, b, ¢ i dwiema prostymi k,[. Na
kazdej prostej sa po dwa punkty. Proste k,[ maja jeden punkt wspolny a. Ta
konkretna struktura (S, L) jest przykladem czesciowej przestrzeni prostych.

Od teraz przez 2 bedziemy oznaczaé czesciowa przestrzen prostych o zbio-
rze punktow S i zbiorze prostych £. Méwimy, ze dwa punkty sg wspotliniowe
(potaczalne), gdy leza na jednej prostej. Dla punktéw a,b € S piszemy a ~ b,
gdy a i b sa wspoltliniowe. Jesli mamy przypadek, ze a # b, to prosta przez a
i b oznaczamy przez a,b. Dwie proste przecinajq sie, gdy posiadajg wspolny
punkt.

Definicja 1.2. Klikg w 2 nazywamy kazdy podzbior X C S w ktorym kazde
dwa punkty sa wspolniowe.

Definicja 1.3. Jesli kazde dwa punkty czesciowej przestrzeni prostych 2 sa
wspotliniowe, wtedy 2 nazywana jest przestrzeniqg prostych.

Definicja 1.4. Czesciowa przestrzen prostych (S, L), w ktorej jest spelniony
warunek:
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none-one-or-all : dla dowolnego punktu p € S i dowolnej prostej [ € L
punkt p nie jest wspotliniowy z zadnym punktem na prostej [, jest wspot-
liniowy z dokladnie jednym punktem z prostej [ lub jest wspotliniowy
ze wszystkimi punktami prostej [;

jest przestrzenig gamma.

W przestrzeni gamma jesli punkt p jest wspotliniowy z dwoma réznymi
punktami prostej [ to p jest wspotliniowy ze wszystkimi punktami prostej [.

Trogkgtem nazywamy uktad trzech parami réznych punktow zwanyh wierz-
chotkami oraz trzech parami roznych prostych zwanych bokami takich, ze boki
przecinaja sie parami w wierzchotkach (dualnie wierzchotki parami potaczone
sa bokami).

Definicja 1.5. Niech X C S. Méwimy, ze X jest podprzestrzeniq czesciowej
przestrzeni prostych A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej prostej k € L
takiej, ze [k N X| > 2 mamy k C X.

Czasem moéwimy krotko, ze podzbiér X jest domkniety na prowadzenie
prostych majac na mysli warunek z powyzszej definicji.

Definicja 1.6. Méwimy, ze podprzestrzen X przestrzeni 2A jest mocna, gdy
kazde dwa punkty z X sa wspoétliniowe.

Definicja 1.7. Podprzestrzen H C S nazywamy hiperptaszczyzng w 2, gdy
dla dowolnej prostej k € £ mamy: albo £ C H albo k przecina H w punkcie.

Definicja 1.8. Moéwimy, ze podzbior X zbioru S jest spdjny, jesli dla do-
wolnych réznych punktow a,b € X istnieje tamana zawarta w X taczaca
a 7 b. Przez tamang rozumiemy ciag punktéw takich, ze dwa kolejne punkty
w tym ciggu sg wspodtliniowe, formalnie: istnieja punkty co, ..., c. € X takie,
zecy=a,c.=borazc,_1 ~c dlar=1,...,r.

Dla zbioru punktow X C S w 2 obciecie przestrzeni A do zbioru X to
AX = (X, L(X)),

gdzie
LIX)={keLl:|knX]|>2}

Zauwazmy, ze L(X) ={k € L:k C X}, gdy X jest podprzestrzenia 2.

1.2 Przestrzen rzutowa

Definicja 1.9. Rzutowy warunek Veblena (PVC):

Jezeli prosta przecina dwa boki trojkata w doktadnie dwoch réznych punktach,
to przecina ona tez trzeci bok tego trojkata, gdzie trojkat rozumiemy, jako trzy
proste parami roézne i parami przecinajace si¢ nie w jednym wspolnym punkcie.
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/a \ b T

Rysunek 1.1: Rzutowy warunek Veblena (PVC).

Definicja 1.10. Strukture B = (S, £) nazywamy przestrzenig rzutowq gdy:
(i) ‘B jest przestrzenig prostych,

(ii) na kazdej prostej leza przynajmniej trzy rézne punkty,

(ili) B spenia (PVC).

1.3 Analityczna przestrzen rzutowa

Przez V' bedziemy oznacza¢ przestrzen wektorowa. Jej wektor zerowy to 6, a
podprzestrzeni zerowa to ©. Dla podprzestrzeni U w V' przez Sub(U) ozna-
czamy zbiér wszystkich podprzestrzeni U, Sub(U) jako zbiér wszystkich k-
wymiarowych podprzestrzeni (k-podprzestrzeni) z U.

Niech dim (V') > 2. Struktura

P(V) = <Sub1(V), Subg(V), C>

jest przestrzenia rzutowa zgodnie z 1.10 i nazywamy ja analityczng przestrze-
nig rzutowgq.

Interesuja nas przestrzenie rzutowe wymiaru co najmniej 3. Takie prze-
strzenie sa desarguesowskie. W takim razie mozemy zastosowaé twierdzenie
o reprezentacji mowiace, ze dla przestrzeni rzutowej 8 istnieje przestrzen wek-
torowa V taka, ze

B=P(V).

1.4 Rzutowa przestrzen pekéow

Niech B oznacza przestrzen rzutowa zgodnie z 1.10. Podobnie jak dla prze-
strzeni wektorowej uzywamy symboli Sub, Suby dla oznaczenia odpowiednich
rodzin podprzestrzeni przestrzeni rzutowej .
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Definicja 1.11. Niech Z 1Y beda podprzestrzeniami . Odcinkiem o koncach
Z,Y nazywamy zbior

Z,Y]:={U € Sub(B): Z CU C Y}
W szczegdlnosci zbior

nazywamy k-odcinkiem. Koniec Z nazywamy wierzchotkiem, a Y nazywamy
podstawg odcinka lub k-odcinka.

Definicja 1.12. Niech k bedzie liczba naturalna taka, ze 0 < k < dim(B).
Jedli B jest (k+ 1)-podprzestrzenia P oraz H jest (k — 1)-podprzestrzenia B,
wtedy

P(H, B) := [H, Bl

nazywamy k-pekiem o wierzchotku H i podstawie B. Przez Py (B) oznaczamy
rodzine wszystkich k-pekdéw w przestrzeni .

Definicja 1.13. Niech 0 < k£ < dim(B). Geometrie:

Pi(P) = (Subk(B), Pr(B))

z k-podprzestrzeniami P jako punktami wraz z k-pekami jako prostymi nazy-
wamy rzutowq przestrzeniq pekow.

P.(P) jest czesciowa przestrzenia prostych w sensie definicji 1.1. W skraj-
nych przypadkach k£ tzn. dla & = 01 k = dim(8) — 1 jest ona przestrzenig
rzutowa. Gdy 0 < k < dim(3) —1, to P (*P) jest wlasciwa czesciowa przestrze-
nia prostych, to znaczy, ze sa wtedy tam niewspotliniowe punkty. Uzyskamy
to gdy przestrzen rzutowa 8 ma wymiar przynajmniej 3. Wtedy P moze by¢
traktowana jako analityczna przestrzen rzutowa.

Dla przestrzeni wektorowej V' mozemy powtorzy¢ definicje 1.11, 1.12; 1.13.
Gdy przyjmiemy, ze B = P(V), to wowczas

P(B) = P (V).

Stwierdzenie 1.14 (Sadowski P. [6]). Rzutowa przestrzen pekéw jest spdjna.

1.5 Przestrzen afiniczna

Definicja 1.15. Niech (S, £) bedzie czesciowa przestrzenia prostych i niech
|IC L x L bedzie binarna relacja na zbiorze prostych L. Relacje || nazywamy
relacja rownolegto$ci, gdy spetnione sa nastepujace warunki:

(i) || jest relacja réwnowaznosci,
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(ii) przez kazdy punkt mozemy przeprowadzi¢ doktadnie jedng prosta réw-
nolegta do danej, tzn., dla kazdego a € S i k € L istnieje dokladnie jedna
prosta | € L taka, ze a € i1 || k.

Definicja 1.16. Afiniczny warunek Veblena (AVC):
Niech a,b,c € S tworza niezdegenerowany tréjkat tzn., a,b,c sa nie wspotli-
niowe, ale parami wspoétliniowe. Jesli prosta k € £ przecina bok a,cik || a,b

to k przecina bok b, c.

VARN

Rysunek 1.2: Afiniczny warunek Veblena (AVC).

Definicja 1.17. Warunek uzupeiniania do réwnolegloboku (PCC):
Niech ki, ko, 11,15 € L. Jesli prosta ko przecina proste [y i s, prosta [y przecina
proste kq i ko oraz ky || k2 11y || ls to ke przecina ls.

// // k1
-

~

I Iy

Rysunek 1.3: Warunek uzupelniania do réwnolegtoboku (PCC).

Definicja 1.18. Przestrzenig afiniczng nazywamy strukture 24 = (S, L, ||),
gdy
(i) (S, L) jest przestrzenia prostych,

(ii) ||C L x L jest relacja réwnolegtosci,

(iii) 2A spemia (AVC),
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(iv) 2 speia (PCC).

Definicja 1.19. Niech 20 = (S, L, ||) bedzie przestrzenig afiniczna. Podprze-
strzeniq przestrzeni 2 nazywamy zbiér X C S spetniajacy warunki:

(i) X jest podprzestrzenig czesciowej przestrzeni prostych (S, L),

(ii) X jest zamkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych réwnolegtych,
tzn. jesli k,le L, kC X Jk||lorazlNX #(Dtol C X.

Fakt 1.20 (wzajemne poloZenie prostych i plaszczyzn).

(i) Dwie proste na plaszczyinie sq réwnoleglte lub majg dokladnie jeden
punkt wspolny.

(ii) Duwie proste w przestrzeni trojwymiarowej sq réwnolegte lub majg do-
ktadnie jeden punkt wspolny lub sq skosne, tzn. sq nierownolegle i rozlgczne.

(iii) Dwie plaszczyzny w przestrzeni tréjwymiarowej sg réwnolegle lub ich
czesciq wspolng jest prosta.

(iv) Prosta i plaszczyzna w przestrzeni tréjwymiarowej sq réownolegle lub
majq dokladnie jeden punkt wspolny.

Niech 2 bedzie dowolna przestrzenia afiniczna zdefiniowang jak w 1.18.
Poprzez Sub(2) bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich podprzestrzeni 2. Dla
U, W € Sub(2l) piszemy U C|| W, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej prostej
k C U istnieje taka prosta | C W, ze k || [.

Dla prostej k i punktu a w 2 przez a * k oznaczamy prosta [ taka, ze
a € || k. Analogicznie dla Z,U € Sub(2l) takich, ze Z C|| U, przez Z x U
oznaczamy podprzestrzen U’ € Sub(2l) taka, ze Z C U’ || U.

1.6 Analityczna przestrzen afiniczna
Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa, n = dim (V') i niech
H(V)={a+U:aeV,UeSub(V)}u{d}

bedzie rodzing wszystkich warstw w V' uzupetniong o zbiér pusty. Przyjmuje-
my, ze wymiar warstwy to wymiar jej przestrzeni kierunkowej czyli

dim(a + 5) = dim(95).

Niech
Hi,(V)={a+U:ae€V,U € Sub(V)}

bedzie rodzing wszystkich k-wymiarowych warstw w V.
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Mowimy, ze warstwa U = a + S jest réwnolegta do warstwy W = b+ T
i piszemy U C| W wtedy i tylko wtedy, gdy S C T. Tak okreslona rela-
cja rownoleglosci nie jest symetryczna i nie spelnia warunkéw definicji 1.15.
Zauwazmy, ze gdy U C|| W to dim(U) < dim(W). Symetryczna réwnole-
gloé¢ warstw tego samego wymiaru U = a+ S, W = b+ T, gdzie a,b € V,
S, T € Sub(V'), definiuje si¢ tak

Ul|Wi <= S=T,

czyli dwie warstwy U, W sg rownolegte, gdy ich kierunki S, 7T sa réwne. Za-
uwazmy, ze

U||W < UC|W oraz W C|U.

Struktura
AV) == (V,;H (V), D),

jest przestrzenia afiniczng w sensie definicji 1.18. Nazywamy ja analityczng
przestrzeniq afiniczng.
Dla dowolnych warstw

U=a+ S5 oraz W=0b+T,
z H(V') wprowadzamy operacje kresu dolnego
Unw:=Unw

i kresu gérnego
UuW =a+ (S, T,a—"b),

gdzie (S,T,a — b) jest najmniejsza podprzestrzenia w V zawierajaca (pod-
przestrzenia generowana przez) S UT U {a — b}.

Dalej zaktadamy, ze wymiar rozwazanej przestrzeni afinicznej 2 zdefinio-
wanej w 1.18 jest co najmniej 3. Zatem jest ona desarguesowska i korzystajac
z twierdzenia o reprezentacji wnioskujemy, ze istnieje przestrzen wektorowa V'
taka, ze

A2 AV).

Fakt 1.21. Jezeli Z,Uy,Us sq podprzestrzeniami A takimi, ze Z C|| Uy, Us
Z.UlﬂUQ%w, toZQH UlﬂUg.

Fakt 1.22. Jezeli Uy, Us,Y sq podprzestrzeniami 24 takimi, ze Uy, Uy C|| Y
Z.UlﬂUg%w, to U1|_|U2 §|| Y.

1.7 Afiniczna przestrzen pekow

Niech k bedzie liczba naturalng taka, ze

0<k<n:=dim(V).
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Definicja 1.23. Podprzestrzenie H, B przestrzeni 2, takie ze
H C B, dim(H)+ 1=k =dim(B) — 1,
wyznaczaja k-pek wilasciwy, tzn. zbidr postaci
P(H,B):={U e Hy(V): HCUC B}.

Podprzestrzen B nazywamy podstawg, a H wierzcholkiem. Przez Py, () ozna-
czamy zbior wszystkich k-pekow wlasciwych w 2.

Definicja 1.24. Podprzestrzenie U, B przestrzeni 2, takie ze
U C| B, dim(U) = k = dim(B) — 1,
wyznaczaja k-pek rownolegltych (k-pek niewlasciwy), tzn. zbiér postaci
p'(UB)={ReHi(V):U| RC B}.

Podprzestrzen U nazywamy kierunkiem, a B podstawq. Przez Pji(2l) oznacza-
my zbiér wszystkich k-pekow niewtasciwych w 2.

Wiemy, ze usuwajac z przestrzeni rzutowej B jej hiperptaszczyzne H do-
staniemy przestrzen afiniczna. Jesli wierzchotek peku rzutowego nie lezy na
H, to po usunieciu H otrzymamy afiniczny pek wtasciwy. Jesli natomiast ten
wierzchotek lezy w H, to otrzymamy afiniczny pek réownoleglych. Zauwazmy
tutaj, ze w pierwszej sytuacji nic z peku rzutowego nie usuwamy, natomiast
w drugiej usuwamy jeden jego element (punkt rzutowej przestrzeni pekow).

Mozna by zatem powiedzie¢, ze pek réwnoleglych to pek z niewtasciwym
wierzchotkiem.

Definicja 1.25. Geometrie
P(2) = (He(V), Pr() U P ()

z k-podprzestrzeniami 2 jako punktami i k-pekami wlasciwymi i niewtasciwy-
mi jako prostymi nazywamy afiniczng przestrzeniq pekow.

Zauwazmy, ze Po(2l) jest przestrzenig afiniczna.

Dwie proste na plaszczyznie afinicznej albo przecinaja sie (sa sasiednie),
albo sa réwnolegte. Tak czy inaczej zawsze sg one wspotpekowe. Tak samo jest
dla hiperptaszczyzn w . Zatem P,_1(2) jest przestrzenia prostych. Mozna
powiedzie¢ wiecej, to jest przestrzen rzutowa z usunigtym punktem (por. [4]
i3.7).

Dalej zaktadamy, ze

O0<k<n-1
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Definicja 1.26. Mowimy, ze dwie r6zne podprzestrzenie U, W przestrzeni 2
sq sgsiednie 1 piszemy U ~ W, gdy dim(U M W) + 1 = dim(U) = dim(W).

Zauwazmy, ze dwa punkty U, W w Py () sa wspéiliniowe wtedy i tylko
wtedy, gdy U ~ W lub U || W.

Fakt 1.27. Jesli, dwie rézne podprzestrzenie U, W przestrzeni A, sq sqsiednie,
to dim(UUW) —1 = dim(U) = dim(W) i wyznaczony przez nie pek wlasciwy
to

UW=pUnNWwW,UUW).

Fakt 1.28. Jesli dwie rozne podprzestrzenie U, W przestrzeni 2 sq rownole-
gle, to dAim(U U W) — 1 = dim(U) = dim(W) i wyznaczony przez nie pek
rownolegtych to _

UW =p*(UUUW).

Fakt 1.29. Jesli U W sq podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej A takimi,
ze dim(UUW)—1 = dim(W) = dim(U) oraz UNW # 0, to dim(UNW)+1 =
dim(U) = dim(W), a tym samym U ~ W.

Whniosek 1.30. Jesli U, W sq podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej A ta-
kimi, ze dim(U U W) — 1 = dim(U) = dim(W), to s¢ one réwnolegle lub
sgsiednie, czyli zawsze sq wspolpekowe.

Twierdzenie 1.31. Afiniczna przestrzen pekow Pr(2A) jest spojna.
DowObp. Niech U, W beda punktami w Py (), tzn. U, W € Hy (V). Zatem

U=a+S, W=0b+T, dlapewnych a,beV, S /T & Suby(V).

Zauwazmy, ze S € Hi(V) 1S || U. Dlatego tez S i U sa wspoipekowe w P ().
WeZzmy wiec Py := U i P, := S. Poniewaz S,T € Subg(V'), wiec na mocy 1.14
mozna je potaczy¢ tamana o wierzchotkach P;, gdzie i = 1,...,r dla pewnego
naturalnego r. Poniewaz Suby (V') C Hy(V) i wspéipekowosé w Py (V') impli-
kuje wspotpekowosé w Py (21), otrzymujemy wiec tamang o wierzchotkach P,
w Py (), gdzie t = 0,...,r. Wezmy jeszcze P.1 := W. Zauwazmy, ze W || T,
awiec P, =T i P..1 = W sa wspolpekowe w P (2l). Lamana o wierzchotkach

P, gdzie i=0,...,r+1

taczy punkty U, W, a zatem afiniczna przestrzen pekéw P (2l) jest spdjna. O



Rozdziat 2

Podprzestrzenie odcinkowe

Dalej V' jest przestrzenia wektorowa, a 2 = A(V') badana przestrzenia afi-
niczna.

2.1 Odcinki

Niech Z,Y € H(V'). W przestrzeni afinicznej 2 wyrézniamy dwa typy odcin-
kow:

odcinek wiasciwy

(Z,Y] ={UeH(V): ZCUCY},
odcinek réwnoleglych (odcinek niewlasciwy)

Z,Y]"={UeH(V): ZC||UCY}.

Koniec Z odcinka wtasciwego nazywamy wierzchotkiem, odcinka réwnole-
gtych kierunkiem, natomiast koniec Y w obu przypadkach nazywamy podstawqg
Jesli chodzi o odcinki rownoleglych to maja one sens, gdy Z jest co najmniej
prosta z przestrzeni A, czyli gdy Z € Hy (V) dla k > 1. Dopiero wtedy upraw-
nione jest nazywanie konca Z kierunkiem.

W kontekscie afinicznej przestrzeni pekéw beda nas interesowaé zbiory
punktéw wyznaczone przez wyzej zdefiniowane odcinki. Dla Z,Y € H(V)
k-odcinkiem wilasciwym nazywamy zbidr postaci

(Z, Y], = [Z, Y] NHi(V),

natomiast k-odcinkiem réwnoleglych (k-odcinkiem niewla$ciwym) nazywamy
zbior postaci
(Z,Y], = [Z,Y]" N H(V).

Stwierdzenie 2.1. k-odcinek wlasciwy [Z,Y ]y jest podprzestrzenig w Py(2A).

12
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DowoOD. Niech p bedzie prosta w Py (21) przecinajaca odcinek [Z, Y], w dwdch
roznych punktach Uy, Uy. Wowcezas Z C Uy, U, C Y. Rozwazamy dwa mozliwe

typy peku p.
Zalézmy, ze p jest pekiem wilasciwym, a wiec p = P(H, B) dla pewnych
H, B. Zgodnie z 1.27, dla wszystkich U € p mamy

ZCUNU,=HCUCB=U,UU,CY,

a wiec p C [Z,Y]y.

Niech teraz p bedzie pekiem réwnoleglych, czyli p = p*(Uy, B). Tak wiec
Up || Uy || Us. Zauwazmy, ze w tej sytuacji nie moze by¢ Z # O, gdyz mieliby-
smy wtedy U; = U,, co przeczy naszemu zatozeniu. Zatem Z = ©. Tak wiec,
podobnie jak wyzej, dla wszystkich U € p mamy

Z=0CUCB=U,UU,CY,
istad p C [Z,Y]. O
Stwierdzenie 2.2. k-odcinek niewlasciwy [Z, Y], jest podprzestrzeniq w Py (2A).

DowOD. Niech p bedzie prosta w Py (1) przecinajaca odcinek [Z, Y]; w dwoch
réznych punktach Uy, Uy. Wéwezas Z C|| Uy, Uy C Y.
W przypadku peku whasciwego p = P(H, B) z 1.211 1.27 dla U € p mamy

ZC|UiNUy=HCUCB=U,UU,CY,

wiec p C [Z,Y];.
Gdy p jest pekiem rownolegtych, czyli gdy p = p*(Uy, B), to Uy || Uy || Us.
Zauwazmy, ze dla wszystkich U € p, z przechodniosci || i z 1.28 mamy

ZC| U || Uy |UCB=UuU, CY.
W ten sposéb pokazalismy, ze p C [Z,Y];. O

Powyzsze fakty 2.1 1 2.2 pozwalaja nazwaé k-odcinki w Py () podprze-
strzentami odcinkowymi.

Twierdzenie 2.3 (Zieziula E. [7]). Jesli Z,Y € H(V), Z C|| Y i Z jest co
najmmnie] prostq, to
2, Y] =LA(Y'/Z)),

gdzie Z',Y" to podprzestrzenie kierunkowe odpowiednio Z 1Y w V.
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2.2 Geometrie niesione przez odcinki

Twierdzenie 2.4. Afiniczna przestrzen pekéw Pr(2A) obcieta do wlasciwej
podprzestrzeni odcinkowej [0, Y], = (Y] jest, z dokladno$cig do izomorfizmu,
afiniczng przestrzeniq pekow Pr(A(Y")), gdzie Y’ to podprzestrzen kierunkowa
YwV.

DowoOD. Niech y € Y. Rozwazmy translacje 7 o wektor —y. Wowczas mamy
7(y) = 6. Przesunimy nasz odcinek translacja 7. Wtedy mamy 7((Y];) =
Hi(Y'), gdzie Y’ = 7(Y') jest podprzestrzenia V' a doktadnie podprzestrzenia
kierunkowa Y. Zauwazmy, ze:

PL() | (V] = (He(Y"), Pu(A(Y) UPL(A(Y))) = Po(A(Y).
]

Twierdzenie 2.5. Afiniczna przestrzen pekow Pp(A) obcieta do wlasciwej
podprzestrzeni odcinkowej [Z,Y |y, gdzie Z # 0, jest, z dokladno$cig do izo-
morfizmu, rzutowq przestrzeniq pekow Py_gimzn(Y'/Z"), gdzie Z', Y to pod-
przestrzenie kierunkowe odpowiednio Z,Y w V.

DowoOD. Poniewaz Z to niepusty zbiér wektorow w V', wiec wezmy wektor
a € Z. Rozwazmy wiazke podprzestrzeni afinicznych w 2 przez punkt a.
Przy pomocy translacji mozemy ja utozsamic¢ z wigzka przez poczatek uktadu
wspotrzednych V| czyli przez 0. Wiemy, ze proste i ptaszczyzny w tej wiazce
odpowiadaja punktom i prostym przestrzeni rzutowej P (V). Zauwazmy, ze
odcinek [Z, Y] odpowiada jednoznacznie odcinkowi [Z', Y|, gdzie Z', Y to
podprzestrzenie kierunkowe odpowiednio Z,Y w V. Z drugiej strony w rzuto-
wej przestrzeni pekéw Py (V) = (Subg(V), Pr(V)) odcinek [Z’, Y] wyznacza
nastepujaca przestrzen pekéw (por. [6])

Piaim(z)(Y'/2") = (Subk_aim(zn)(Y'/Z), Pr—aim(z)(Y'/2') );

ostatecznie
Pu() | [Z,Y]e 2 Pr_aimzy(Y'/Z)).

O

Twierdzenie 2.6. Afiniczna przestrzen pekéw P (20) obcieta do niewlasciwej
podprzestrzeni odcinkowej [Z, Y]}, gdzie dim(Z) > 1, jest, z doktadno$cig do
izomorfizmu, afiniczng przestrzeniq pekow Pr_qimzn(A(Y'/Z")), gdzie Z'Y"
to podprzestrzenie kierunkowe odpowiednio Z,Y w V.

DowOD. W pracy [7] dowiedziono, ze odcinek [Z, Y]* jest izomorficzny z krata
afiniczna L(A(Y'/Z")), gdzie Z', Y’ to podprzestrzenie kierunkowe odpowied-
nio Z,Y w V (patrz 2.3). Podprzestrzenie k-wymiarowe z [Z, Y|* odpowiadaja
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podprzestrzeniom (k—dim(Z))-wymiarowym w przestrzeni Y'/Z’. Ze wzgledu
na izomorfizm kratowy uzyskujemy

P.() | [Z,Y]} = Pr_aimzn (AY'/Z")),

co konczy dowdd. O



Rozdziat 3

Mocne podprzestrzenie

3.1 Postac¢ tréjkata

Stwierdzenie 3.1. Jesli punkty Uy, Uy, Us sq wierzchotkami trojkgta w Py(2L),
to zachodzi jedna z trzech mozliwosci:

() Uy~ Us ~ Us ~ Us,
(i) Ui |U; ~ U ~ U, gdzie i, 5,1 € {1,2,3} oraz # (3, 4,1),
(iii) Uy || Uz || Us.

DowOD. 7 definicji trojkata wiemy, ze Uy, Uy, Us sg parami rézne oraz wspol-
pekowe w P(2(). Zatem z okreslenia pojecia wspotpekowosci Uy, Uy, Us parami
sa sasiednie lub réwnolegte. Stad otrzymujemy nastepujace mozliwosci:

1. Uy ~n Uy~ Us ~ Uy
2. U || Uj ~ Uy ~ U, gdzie 1, 5,1 € {1,2,3}, # (i,7,1);
3. Uin Uj | Uy || U, gdzie i, 5,k € {1,2,3}, # (i, 4, k);
4. Uy || Uy || Us.
Rozwazmy przypadek 3. Przyjmijmy bez ograniczenia ogdlnosci, ze
Uy~ Us || Us || Uy.

Z przechodniosci relacji réwnoleglosci mamy U; || Us i jednoczesnie Uy ~ Us.
Dostajemy sprzecznosé. W ten sposéb pokazalidémy, ze przypadek 3 nigdy nie
zachodzi. O

Zgodnie z 3.1 w afinicznej przestrzeni pekow mamy trzy typy trojkatow
(por. rys. 3.1, 3.2, 3.3). Bedziemy je tak wladnie nazywaé, zgodnie z numeracja
warunkow w 3.1.

16
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U- 3 U2

/ U,

Rysunek 3.1: Trojkat typu 1 w Py (21).

Uj Ui

/ !

U
Rysunek 3.2: Trojkat typu 2 w P (21).

Us
U, Us

Rysunek 3.3: Trojkat typu 3 w Py (21).

Fakt 3.2. (Zynel J. [8, 1.11]) Jezeli Uy, Uy, Us € Hi(V) sq parami rézne
iUl A~ U2 A~ U3 Y Ul, to dim(Ulngng) =k—1 lub dim(U1|_|U2|_|U3) = k+1

Powyzszy fakt i obserwacja, ze trojkaty w afinicznej przestrzeni pekow
P.(2) powstaja z tréjkatéow w rzutowej przestrzeni pekow Pr(V) poprzez
usuniecie hiperptaszczyzny z V', pozwala doprecyzowa¢ 3.1 i podaé¢ warun-
ki wymiarowe, co robimy w kolejnym twierdzeniu. Trojkat typu 1 powstaje
z trojkata rzutowego tak, ze nie jest usuwany kres dolny wierzchotkow. Troj-
kat typu 2 powstaje z trojkata rzutowego rozpinajacego uktad przez usuniecie
jednego z trzech poprzednikow wierzchotkow. Trojkat typu 3 powstaje z troj-
kata rzutowego rozpinajacego gwiazde przez usuniecie wspolnego poprzednika
wierzchotkéw.
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Lemat 3.3. Jesli punkty Uy, Uy, Us sq wierzcholkami tréjkgta w Py (L), to dla
poszczegdlnych typow trojkgtow (numeracja z 3.1) mamy:
(i) albo dm(U; NUs NU3) = k —1 i dim(U; U U, U Uz) = k + 2, albo

(11) Ulngngzwidim(U1UU2UU3):k5+1,
(111) Ulngngzwidim(U1UU2UU3):k5+2.

3.2 Kiliki

Stwierdzenie 3.4. Odcink::
(i) [H,Y]k, gdzie H € Hi_1(V),

(ii) [Z, B]k, gdzie B € Hk+1(V),
(i) [U, Y]}, gdzic U € Hy(V),

s¢ mocnymi podprzestrzeniami w P ()

DowOD. Na mocy 2.1 1 2.2 wystarczy pokazaé, ze we wszystkich trzech przy-
padkach, kazde dwa elementy Wy, W5 odcinka sa wspoétpekowe. Poniewaz zbior
pusty oraz jednoelementowy jest mocng podprzestrzenia, mozemy przyjac, ze
Wy # Ws.

(i) Poniewaz dim(H) = k — 1, dim(U;) = dim(U,) = k, U, # U, oraz
H c Uy,U,, wiec H =U; NUs, czyli Uy ~ Us, co oznacza, ze Uy ~ Us,.

(ii) Mamy tutaj Z C U; C B dla i = 1,2. Zatem U; U Uy C B. Poniewaz
B € Hk+1(V) oraz dlm(Ul) = dlm(U2> =ki U1 % UQ, WIQC U1 LJ U2 = B.
7 1.30 mamy Uy ~ Us.

(iii) Mamy U C|| Uy, Us,. Poniewaz dim(U;) = dim(Uy) = k = dim(U),
wiec Uy || Us, co konezy dowdd. O

Stwierdzenie 3.5. Jesli X jest mocng podprzestrzenig w Pr(2), to zachodzi
jedna z trzech mozliwosci:

(i) istnieje H € Hi—1(V') takie, ze dla U € X mamy H C U,
(i) istnieje B € Hy41(V) takie, Ze dla U € X, mamy U C B,
(iii) ustnieje Uy € Hi (V) takie, Ze dla U € X, mamy Uy || U.

DowoODp. Niech X bedzie mocng podprzestrzenia w Py (21).

Jesli X =0, to dowolne H € Hy_1(V) speia (i).

Jesli | X| =1, to H € Hp_1(U), gdzie {U} = X, spelnia (i).

Jedli | X| > 2, to X jest co najmniej prosta, bo X jest mocna podprze-
strzenig. Gdy X jest prosta, czyli pekiem wlasciwym lub réwnolegltych, w obu
wypadkach mamy B € Hy1(V') speliajace (ii).
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Zalozmy wiec, ze w X zawarta jest jakas prosta i punkt nie lezacy na niej.
Stad w X istnieja trzy punkty Uy, Us, Us tworzace trojkat. Zgodnie z 3.1 mamy
(bez zmniejszenia ogdlnosei) jedng z nastepujacych sytuacji:

1. Ui~ U~ Us & Uy,
2. Uy~ Us n Us || U,
3. Uy | Uy || Us || Uy

Rozwazmy sytuacje 1. Z 3.2 Uy, Us, U3 maja wspolny poprzednik H lub wspo6l-
ny nastepnik B.

Przyjmijmy, ze istnieje poprzednik H. Niech U € X. Pokazemy, ze H C U.
Gdyby UeU,U, lub U € UQ,Ug lub U € Us, Uy, to H € U, bo U, Uy =
P(H,U; U Uy) itd.. Zalézmy wiec, ze tak nie jest. Wowczas mamy trzy na-
stepujace trojkaty: U, Uy, Uy, U,Us,Us i U, Us,Uy. Uszystkie te trojkaty sa
typu 1 lub 2. Przypusémy, ze zaden z nich nie ma wspdlnego poprzednika.
Zatem z 3.3 U,U;, Uy majg wspolny nastepnik, U, Us, U3 maja wspolny na-
stepnik, U, Us, U; maja wspolny nastepnik. Niech B = U; U U,. Zauwazmy,
ze B jest nastepnikiem U. Rozwazmy U, Us, Us. B musi by¢ nastepnikiem Us.
Pokazalismy, ze H C Uy,U,,Us C B, a wiec Uy, Uy, Us leza w jednym peku,
co przeczy zatozeniu, ze Uy, Uy, Us tworzg trojkat. Stad wierzchotki jednego
z trojkatow U, Uy, Us, albo U, Uy, Us, albo U, Us, U; maja wspolny poprzednik
H. W kazdym z trzech przypadkéw H C U.

Teraz zaktadamy, ze Uy, U,, Us maja wspélny nastepnik B. Rozumujac jak
poprzednio pokazemy, ze U C B dla wszystkich U € X.

W sytuacji 2, zgodnie z 3.3, punkty Uy, Us, Us maja wspélny nastepnik
B. Niech U € X. Pokazemy, ze U C B. Gdyby U € U;,U; lub U € U,, Us
lub U € Us, Uy, to U C B. Zalézmy wiec, ze punkt U nie lezy na zdanym z
bokéw naszego tréjkata o wierzchotkach Uy, Uy, Us. Znowu mamy trzy tréjkaty:
U, Uy, Uy, U Uy, UsiU,Us,U,. Pierwsze dwa moga by¢ typu 1 lub 2, a ostatni
typu 2 lub 3. Z 3.3 tylko gdy

UnUinNUy=H=UNUyNUs

(dwa pierwsze trojkaty sa typu 11 w obu wierzchotki maja wspdlne poprzed-
niki) oraz U || Us || Uy (ostatni trojkat jest typu 3) to nie mamy U C B, ale
mamy tu sprzeczno$¢ bo U réwnolegle i sasiednie z Us.

Pozostaje do rozpatrzenia sytuacja 3. Wezmy Uy := Uy i dowolny U € X.
Pokazemy, ze U, || U. Tutaj, gdy U lezy na ktérymkolwiek boku trdjkata
Uy, Us, Us, to mamy od razu Uy || U. Zaktadamy wiec, ze nie lezy i mamy trzy
nowe trojkaty: U, Uy, Us, U,U,,Us i U, Us, Uy. Kazdy z nich moze by¢ typu 2
lub 3. Gdy chociaz jeden jest typu 3, to mamy koniec dowodu z przechodnio$ci
relacji ||. Gdyby wszystkie byly typu 2, to oznaczatoby, ze Ui, Us, Us maja
wspolny nastepnik, co nie jest mozliwe. W ten sposoéb dowdd jest zakonczony.

]
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Twierdzenie 3.6. X jest maksymalng mocng podprzestrzenig Pr(2A) wtw.,
gdy zachodzi jedna z trzech moZzliwosci:

(i) X =[H, V] =[H)k, gdzie H € Hy_1(V),
(i) X =10, Blx = (B, gdzie B € Hy41(V),
(i) X =[U, V] =1[U);, gdzie U € Hi(V).
DowOD. Konsekwencja 3.4 1 3.5. O

Powyzsze twierdzenie charakteryzuje mocne podprzestrzenie w P (21) i po-
dana jest postaé¢ analityczna tych mocnych podprzestrzeni. Podprzestrzenie
postaci (i) bedziemy nazywaé gwiazdami wlasciwymi, postaci (i) ukladami, a
postaci (iii) gwiazdami niewlasciwymi albo gwiazdami réwnoleglych. Trojkat
typu 1 wyznacza gwiazde wtasciwg lub uktad, trojkat typu 2 wyznacza uktad,
natomiast trojkat typu 3 wyznacza gwiazde niewlasciwa.

Sprawdzimy jakie warunki musza by¢ spetnione, aby mocne podprzestrze-
nie zawieraly trojkaty.

Wezmy gwiazde [H, V], i zalézmy, ze zawiera ona trojkat o wierzchotkach
Uy, Us, Us. To znaczy, ze Uy, Us,Us € [H, V] 1 Uy ~ Uy ~ Uz ~ Uy. Zatem

HCU NU,NUs CULUU,UU; CV.

Stad i z 3.3 musi by¢
k+2 < dim(V).

Teraz wezmy uktad [(), B]i. Jesli zawiera on trojkat, to nie moze by¢ zbio-
rem punktoéw na prostej. To oznacza, ze

1<k

Rozwazmy teraz gwiazde niewlasciwa [U, V], gdzie dim(U) = k. Podprze-
strzen U musi by¢ conajmniej prosta, wiec 1 < k. Gdy gwiazda ta zawiera
trojkat Uy, Us, Us, to musi by¢ Uy WU, U U3 C V. Stad k+ 1 < dim(V).

Teraz sprobujmy odpowiedzie¢ kiedy maksymalna mocna podprzestrzen
danego typu jest tylko jedna. Dla k = 0 jedyna gwiazda [, V] to cala prze-
strzen. Dla k = dim (V') —1 jest tylko jeden uktad [}, V], czyli cata przestrzen.
Jedyne ograniczenie w przypadku gwiazd niewtasciwych postaci [U, V]; jest
takie, by U bylo co najmniej prosta, czyli 1 < k. Dla k& = 0, czyli w przestrzeni
afinicznej gwiazdy niewlasciwe nie majg sensu.

Podsumowujac, jesli chcemy aby w Py (21) istniaty wszystkie typy mocnych
podprzestrzeni i aby zawieraly one tréjkaty, to musimy zatozy¢, ze

1<k <dim(V)—2. (3.1)
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3.3 Przekroje mocnych podprzestrzeni

Niech H,Hl,Hg € Hk_l(V), U, Ul,UQ € Hk(V) oraz B,By,By € Hk+1(V)
Wowcezas:

0, w przeciwnym wypadku.

[H, V], N[0, Bl = {

[, V]e 0 [U, VI

{H U}, gdy HC| U,
0, w przeciwnym wypadku.

p*(U,B), gdy U C|| B,

0, w przeciwnym wypadku.

0, Bl N [U,V]; = {

Dla H1 #HQI

{Hl L HQ}, gdy d1m(H1 L HQ) = ]{Z,

[Hlav]km[HQaV]k‘: .
0, w przeciwnym wypadku.

Dla Bl % B2 .

{Bl N BQ}, gdy dnn(Bl N Bg) = ]{Z,

0, w przeciwnym wypadku.

0, By], N [0, Bay, = {

Dla Uy }f U :
U, V] N [U2, V] = 0.

Zauwazmy, ze
P(H,B) = [H, B], = [0, Bl N [H, V].

Zatem pek wlasciwy rozszerza sie jednoznacznie do gwiazdy i uktadu. Dla
peku réwnolegtych mamy natomiast:

p*(U, B) = [U> B]Z = [Q)’ B]k A [U’ V]Z
Tak wiec pek rownolegtych rozszerza sie jednoznacznie do uktadu i gwiazdy
niewtasciwej.
3.4 (Geometria mocnych podprzestrzeni

Z 2.4, 2.5 oraz 2.6 otrzymujemy takie oto twierdzenie (por. [2], [4]).

Twierdzenie 3.7.
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(i) Uklad, czyli odcinek [0, Blg, gdzie B € Hy1(V), jest, z dokladnosciq

do izomorfizmu, (k+1)-wymiarowq przestrzeniq rzutowq z usunietym punktem.

(ii) Guwiazda, czyli odcinek [H,V ]y, gdzie H € Hy_1(V), jest, z dokladno-
$cig do izomorfizmu, (n — k)-wymiarowq przestrzeniq rzutowq.

(i) Guiazda niewlasciwa, czyli odcinek [U, Vi, gdzie U € Hi(V), jest,
z dokladnoscig do izomorfizmu, (n — k)-wymiarowq przestrzeniqg afiniczng.

DowoOD. (i) W twierdzeniu 2.4 za Y podstawmy B. Uzyskamy wtedy, ze
P.(2) | (Blx = Pr(A(B"),

gdzie B’ to podprzestrzen kierunkowa warstwy B. Z prawej strony jest afinicz-
na przestrzen pekéw indeksu £ nad k 4+ 1 wymiarowa przestrzenia afiniczna
A(B'). Rozwazmy domkniecie rzutowe B przestrzeni A (B’) i taka hiperptasz-
czyzne D (utworzong przez kierunki A(B’)) w B, ze usuwajac D z B odzy-
skamy A (B’). Zauwazmy, ze punkty P, (2() odpowiadaja jednoznacznie hiper-
plaszczyznom w B, k-peki wlasciwe odpowiadaja k-pekom hiperplaszczyzn
(w sensie 1.12), a k-peki niewlasciwe k-pekom wtasciwym zawierajacym D.
Innymi stowy wszystkie peki niewtasciwe w Py (2() powstaja z pekéw hiper-
plaszczyzn w B poprzez usuniecie wierzchotka wraz z hiperplaszczyzng D.
Wiemy tez, ze
Pw(B) = Pi(B) = P(B),

co konczy rozumowanie.
(ii) W twierdzeniu 2.5 za Z bierzemy H, a za Y bierzemy V' i otrzymujemy

Pr(2) | [Z, Yk = Pr_aimr)(V/H'),

gdzie H' to podprzestrzen kierunkowa H. Uwzgledniajac wymiary, z prawej
strony mamy rzutowa przestrzen pekéw indeksu 1 nad n — k + 1 wymiarowa
przestrzenig wektorowa, ponadto

P(V/H) = P(V/H'),

czyli uzyskujemy przestrzen rzutowa wymiaru n — k.
(iii) W twierdzeniu 2.6 za Z podstawiamy U, a za Y podstawiamy V' i w ten
sposob uzyskujemy

Pi() | [U, V] = Preaimw) (A(V/U)) = Po(A(V/U")),

gdzie U’ to podprzestrzen kierunkowa U. O



Rozdziat 4

Kolineacje i zanurzenia

4.1 Postac¢ kolineacji

Zaczniemy od ogolnych, podstawowych definicji i faktow.

Definicja 4.1. Niech % = (S, £) i A = (5", L’) beda czesciowymi przestrze-
niami prostych. Odwzorowanie f: .S — S’ jest kolineacjg 2 na A, gdy
(i) f jest bijekcja,

(ii) jesli punkty a,b, c sa wspétiniowe w A, to f(a), f(b), f(c) sa wspotli-
niowe w 2,

(iii) jedli punkty o', ¥, ¢ sa wspotiniowe w 2, to f~(a’), f7L1(), f1(c)
sa wspotliniowe w 2.

Lemat 4.2. Niech 2 i " bedq czesciowymi przestrzeniami prostych i niech f
bedzie kolineacjg A na 2A'.

(i) Jesli X jest podprzestrzenig w A to f(X) jest podprzestrzenig w 2A'.

(i1) Jesli X jest mocng podprzestrzeniq w2 to f(X) jest mocng podprze-
strzenig w A’

Dowop. (i) Niech X C S. X jest podprzestrzenia w 2 wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnej prostej k € L, takiej ze |k N L] > 2 mamy k C X. Niech
k' € L'. Zaktadamy, ze | K'N f(X) |> 2. Zatem mamy punkty o', b’ w A’ takie,
ze a/,b € K'N f(X). Z 4.1 (iii)) mamy a,b € X takie, ze a # b, f(a) =
f(b) =0 ia ~ b Niech k := a,b. Poniewaz X jest podprzestrzenia w 2 to
k C X. Zatem f(k) C f(X). Zauwazmy, ze o',V € f(k), k' zatem f(k) =k i
dowdd jest zakonczony.

(ii) Z (i) f(X) jest podprzestrzenia. Wystarczy pokazaé, ze jest mocna.
Wezmy w tym celu dwa punkty o', b € f(X). Mamy a,b € X takie, ze f(a) =
a', f(b) = b'. Poniewaz X jest mocna to a ~ b. Z 4.1 (ii) mamy o' = f(a) ~
f(b) =¥, co konczy dowdd. O

23
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Definicja 4.3. Odwzorowanie f, przy oznaczeniach z 4.1, jest zanurzeniem A
w ', gdy Im(f) jest podprzestrzeniag w 2" i f jest kolineacja 2 na 2| Im(f).

Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi odpowiednio nad cialami
Fy, Fy. Rozwazmy dwie przestrzenie afiniczne %A = A(V), M = A(W) i ustal-
my liczby naturalne &, m takie, ze

1<k <dim(V) -2, 1<m<dim(W) — 2. (4.1)

Przypomnijmy znane z algebry pojecie i fakt z geometrii.

Definicja 4.4. Niezerowe odwzorowanie ¢: V — W jest potliniowe, jesli ist-
nieje taki izomorfizm p: Fy, — Fyy, ze

(1) o(u+w) = p(u) + p(w);
(i) p(Au) = p(X)e(u).

dla dowolnych wektorow w,w € V oraz A € Fy. Méwimy takze, ze ¢ jest
pu-potliniowe.

Twierdzenie 4.5. Jesli f jest kolineacjq przestrzeni afinicznej A(V') na A(W),
to istniejqg potliniowa bijekcja p: V. — W oraz translacja 7: W — W, takie Ze

f(u) =7p(u)
dlaueV.

Dalej badamy afiniczne przestrzenie pekow P (2A) oraz P, (90). Niech
[ Hey(V) = Hp (W)
bedzie kolineacja Py () na P,,(9).

Twierdzenie 4.6. Kolineacja f zachowuje typy mocnych podprzestrzeni, to
znaczy przeksztatca qwiazdy wlasciwe na gqwiazdy wtasciwe, uktady na uktady
oraz qwiazdy niewlasciwe na gwiazdy niewlasciwe.

DowOD. Z 4.2 wynika, ze obrazem mocnej podprzestrzeni przy f jest mocna
podprzestrzen. Twierdzenie 3.7 daje nam geometryczne rozroznienie trzech
typow mocnych podprzestrzeni jakie na mocy 3.6 sg mozliwe w afinicznej
przestrzeni pekow Py (21). Kolineacja f musi te typy zachowywaé, co wystarczy
jako uzasadnienie w tym dowodzie. O

Stwierdzenie 4.7. Jesli P() jest izomorficzna z P, (M), to m = k oraz
dim (V) = dim(W).
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DowOD. Rozwazmy uklad 7' w Py (). Wowcezas T = [0, B]y, dla pewnego
B € Hi1(V). Zgodnie z 3.7 (takze z [2] 1 [4]), X ma strukture przestrzeni
rzutowej wymiaru k+1 z usunietym punktem. Obraz uktadu f(7") w P,,,(9) to
tez uktad zgodnie z 4.6 posiadajacy strukture (m+ 1)-wymiarowej przestrzeni
rzutowej z usunietym punktem. Stad £+ 1 =m + 1, co dowodzi, ze k = m.

Teraz rozwazmy gwiazde wlasciwa S w Pr(20). Rozumujac analogicznie,
z 3.7 wynika, ze S wyznacza przestrzen rzutowa wymiaru dim(V') — k, a z 4.6
obraz f(S) ma wymiar dim(W) — m. Zatem

dim(V) —m = dim(V) — k = dim(W) — m,
co konczy dowdd. O

Gdy m =k =0 to P() i P,,,(9) sa przestrzeniami afinicznymi. Moze-

my wowczas skorzystaé z twierdzenia 4.5 i dostaniemy analityczng postaé f
jako ztozenia translacji z potliniowa bijekcja. Dalej udowodnimy to samo dla
dowolnego, sensownego k.
Konstrukcja 4.8 (przestrzeni pekow Py () w Pr(2A)). Gdy k£ = 1, to
przestrzen afiniczna Py(2) definiujemy biorac jako punkty gwiazdy wlasciwe
z P1(2), a jako proste punkty P;(2(). Dwie nowe proste sa réwnolegle, gdy
jako punkty leza w peku niewlasciwym w Py (21).

Zaktadamy, ze 2 < k. Gwiazde wtasciwa [H) w Pj(2) mozna utozsamiaé¢
z jej wierzchotkiem H, czyli z punktem w Pj;_1(21). Rozwazmy uktad postaci

Il = [Z, B,

gdzie Z € Hy_o(V), B € Higs1(V). Z 2.5 jest on izomorficzny z plaszczyzng
rzutowa. Wezmy U € II. Definiujemy pek wlasciwy gwiazd

P(U,II) := {S — gwiazda: U € S'1 SNII jest prosta}.

Taki pek odpowiada zbiorowi {H € Hy_1(V): H CU i Z C H C B}, czyli pe-
kowi wtasciwemu P(Z,U) w Pr_1(21).
Zauwazmy, ze dla Hy, Hy € Hy_1(V), U € Hi(V) z 1.29

H, || Hy <= Hy, H, C U inie istnieje Z # () takie, ze Z C Hy, Hy
bo prawa strona mowi, ze Hy, Hy maja wspolny nastepnik U i przecinaja sie
pusto. Mozemy zatem dla ustalonej gwiazdy Sy = [Hy)x i punktu U w P ()
zdefiniowa¢ pek niewlasciwy gwiazd

p*(So,U) :={S — gwiazda: U € S i nie istnieje II takie, ze Sy, S € P(U,1I)}.

Ten pek odpowiada zbiorowi {H € Hy_1(V): H C U i H || Ho}, czyli pekowi
niewtasciwemu p*(Hp, U) w Pj_1 (). O
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Lemat 4.9. Kolineacja f wyznacza kolineacje f' 2 Pr_1(2A) na Pj_1 (M) takg,
ze dla U € Hk(V), Hl,HQ - Hk_l(V)

]68/12 U= H1 (] HQ, to f(U) = f/(Hl) LJ f/(Hg) (42)
DowOD. Na podstawie 4.8 1 4.6 mamy zadang kolineacje
f’i Hk_l(V) — Hk_l(W)

taka, ze
F(IH)) = [£(H)),.

Wystarczy sprawdzi¢ warunek (4.2). Zatézmy wiec, ze U = HyUH,. To znaczy,
ze gwiazdy wyznaczone przez Hy, Hy maja wspélny punkt U w Py (), czyli

[H1)e N [Ha)r = {U}.
Poniewaz f i f' to bijekcje wiec mamy
{£(U)} = f([H)K) N F([Ha)w) = [f'(HD))e O (Ho))e = {f'(Hy) U f'(Ha)},
co koticzy dowéd. O

Twierdzenie 4.10. Istnieje potliniowa bijekcja ¢: V. — W oraz translacja
7: W — W taka, ze f(U) = 1p(U) dla U € Hg(V).

DowOD. Z 4.9 mamy ciagg kolineacji fo, f1,..., fx = f takich, ze
fir Hi(V) — H(W).
Dla U € H;11(V), Hi, Hy € Hi(V)
jeSi U= Hy+ Hy, to fi1(U) = fi(Hy)+ fi(H2), (4.3)

gdzie i =0,1,...k — 1.

Odwzorowanie f; jest kolineacja przestrzeni afinicznych. Z 4.5 istnieje pot-
liniowa bijekcja ¢: V' — W oraz translacja 7: W — W taka, ze fo(u) = 7o(u)
dla u € V. Wezmy teraz dowolne U € H;(V). Mozemy dobra¢ v,w € V tak,
aby U = v U w. Wéwczas

filU) = fo(v) U fo(w) = T(v) Utp(w) = To(U)
z (4.3) dla i = 0. Stosujac (4.3) kolejno dla i = 1,2, ..., k, otrzymujemy, ze
f(U) = feU) = ¢(U)
dla U € Hg(V), co koficzy dowdd. O

Powyzsze twierdzenie méwi, ze kolineacja afinicznej przestrzeni pekow wy-
znaczona jest ztozeniem potliniowej bijekcji z translacja, podobnie jak koline-
acja przestrzeni afinicznych.
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4.2 QObraz przy zanurzeniu

Definicja 4.11. Podprzestrzen X w Py () jest podprzestrzenig Grassmanna,
gdy:
(i) X jest spdjna,

(ii) jesli [ jest prosta, S jest gwiazda (wlasciwa lub niewlasciwa), a T
uktadem w Py (1) takimi, ze [ = S N T oraz przekroje X NS 1 X NT sa co
najmniej prostymi (réwnowaznie | X N S|, | X NT| > 2), to albo X N1 = 0,
albo ! C X.

W przypadku struktur incydencyjnych, gdzie proste nie sg zbiorami punk-
tow, na przyktad w Grassmannianach rzutowych i afinicznych, méwi si¢ o
podstrukturach, a nie podprzestrzeniach Grassmanna. W definicji podstruktu-
ry Grassmanna zada si¢, aby byta ona domknigta na peki, co w naszej sytuacji
oznacza, ze jest ona podprzestrzenia. Zatem oba te pojecia w kontekscie naszej
przestrzeni pekéw sa réwnowazne.

Stwierdzenie 4.12. Podprzestrzen odcinkowa w Py(2A) jest podprzestrzenig
Grassmanna.

DowOD. Sprawdzimy warunek (i) w 4.11. Podprzestrzen odcinkowa w P (2)
ma jedng z trzech postaci:

(i) [0,Y]x jest spéjna z 2.4 1 1.31,
(i) [Z,Y]g, gdzie Z # () jest spojna z 2.5 i wynikéw pracy [5],

(i) [Z,Y]; jest spdjna z 2.6 1 1.31.
Teraz sprawdzamy warunek (ii). Rozwazmy k-odcinek [Z, Y]y, gdzie Z,Y €
H(V). Mamy do rozpatrzenia dwie postacie prostej [.

Niech | = P(H, B) bedzie pekiem wlasciwym, ktory rozszerzamy do gwiaz-
dy S = [H)y i uktadu T' = (B]. Z zalozen do 4.11(ii) mamy, ze

jest co najmniej prosta, wiec Z C H oraz
Z, Y], N (Bl =[Z,Y N B

jest co najmniej prosta wiec B C Y. Stad | = [H, By C [Z,Y]s.

Niech teraz | = p*(U, B). Rozszerzamy go do gwiazdy niewlasciwej S =
[U); i uktadu T' = (B]y. Z zatozen do 4.11 mamy B C Y jak wyzej i musi by¢
Z = () bo inaczej przekrdj naszego odcinka i gwiazdy niewlasciwej jest pusty.
Wtedy

i mamy [ = [U, B]; C [0, Y];.
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Pozostaje do rozpatrzenia odcinek [Z, Y], gdzie Z jest co najmniej pro-
sta w 2. Gwiazda wtasciwa moze przecinaé taki odcinek najwyzej w jednym
punkcie, wiec zaktadamy, ze [ = p*(U, B) i bierzemy S = [U)}, T = (B|y. Z
zatozen do 4.11(i1) mamy Z C||Ui1 B CYiwtedy | = [U,B]; C[Z,Y];. O

Twierdzenie 4.13 (Misiewicz P., [5]). Niech X bedzie podprzestrzenig w P ().
Podprzestrzen X jest podprzestrzeniq odcinkowq wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
podprzestrzenig Grassmanna.

Lemat 4.14. Niech f bedzie zanurzeniem Pr(2L) w P, (9N) i X' maksymalng
mocng podprzestrzenig w P, (9N). Jesli | X' N Im(f)| > 2, to w Pr(A) istnieje
maksymalna mocna podprzestrzen X taka, Ze f(X) = X' NIm(f).

DoOwWOD. Z zalozenia, ze | X' NIm(f)| > 2, mozna wziaé prosta p’ taka, ze
P C X' NIm(f). Niech p := f~(p). Rozszerzamy prosta p do gwiazdy S
i uktadu T, czyli p = S NT. Z naszych zatozen wymiarowych (4.1) gwiazda
S zawiera trojkat Ag i uktad T' tez zawiera tréjkat Ap. Wezmy S’ := f(5)
i T := f(T). Sa to kliki rozpiete przez trojkaty odpowiednio f(Ag) i f(Ar).
Poniewaz tréjkat jednoznacznie wyznacza maksymalna mocng podprzestrzen,
wiec albo S” C X’ albo T" C X', ale nie zachodza obie inkluzje jednoczesnie.
Powiedzmy, ze S’ C X'. A wiec S’ C X' NIm(f). Zauwazmy, ze

S={UeMu(V): U~ Ag}.
Poniewaz f(Ag) € ' C X', wiec
X' ={U eHn(W): U ~ f(As)}.
Zobaczmy, 7e

F(8)={f(U) e Hn(W) : U ~ Ag} =
— {(U' e Im(f) : U’ ~ f(Ag)} = X' N Im(f).

W tym przypadku szukanym X jest S. Analogicznie postepujemy, gdy 77 C X’
i bierzemy X := T, co konczy dowdd. O

Lemat 4.15. Jesli f jest zanurzeniem Pp(A) w P, (M) to Im(f) jest pod-
przestrzenig Grassmanna w P, (90).

DowOD. Musimy sprawdzi¢ dwa warunki z 4.11. Z 1.31 i definicji zanurzenia
obraz Im(f) jest spdjny.

Teraz niech [ bedzie prosta, S gwiazda, T' uktadem w P,,(9) takimi, ze
[ = SNT. Zaktadamy, ze |Im(f)NS| > 2 i |Im(f)NT| > 2. Dodatkowo,
przyjmujemy, ze Im(f) N1 # (). Musimy wykazaé, ze [ C Im(f).

Niech U’ € Im(f) Nl. Mamy U := f~1(U’). Na mocy 4.14 mamy w P (%)
gwiazde Sy i uktad Tj takie, ze

f(So) = SNIm(f) oraz  f(Tp) =T NIm(f).
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Z tego, ze U € Sy N Ty przekrdj Sy N Ty jest prosta. Co wiecej

f(SoNTo) = f(So) N f(To) = Im(f) N1

Obrazem prostej przy zanurzeniu f jest prosta, wiec Im(f)NI jest prosta. Stad
musi by¢ [ C Im(f). O

Twierdzenie 4.16. Jesli f jest zanurzeniem P(2A) w P, (9M) to k < m oraz
istniejg Z,Y C H(W) takie, Ze

Z,Y] gdy k < m.

W drugim wypadku Z jest co najmniej prostg w M.

DowODp. Niech fy: Hi(V) — Im(f) taka, ze fo(U) = f(U) dla U € Hy(V).
Z 4.15 1 4.13 Im(f) jest podprzestrzenia odcinkowa w P,,(9), wiec fo jest
kolineacja Py (2() na P,,(9)| Im(f), czyli

P, (%) = P,, ()] Im( ). (4.4)

Tak wiec, na mocy 2.4, 2.5 1 2.6 nie jest mozliwe, aby podprzestrzen odcinkowa
Im(f) byla wtasciwa podprzestrzenia odcinkowa postaci [Z, Y],,, gdzie Z # 0.
Tak wiec pozostaja dwa zadane przypadki.

Wezmy Im(f) = [Z,Y];, gdzie Z jest co najmniej prosta w 9. Wowcezas
z (4.4) oraz 2.6 mamy

P(A) = Pr_gimzn(Y'/Z'),
gdzie Z', Y’ to podprzestrzenie kierunkowe odpowiednio Z 1Y w V. W zwigzku
z tym k= m — dim(Z) czyli otrzymalismy, ze k < m.
Teraz wezmy Im(f) = [0, Y]x. Z (4.4) i 2.4 mamy
P,.(20) =P, (Y,

gdzie Y’ to podprzestrzen kierunkowa Y w V. Zatem k = m.
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