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Wstep

Przestrzenie pekéw, czasem zwane tez przestrzeniami Grassmanna, nader cze-
sto pojawiajg sie w literaturze, w roznych kontekstach, tam gdzie badana jest
struktura podprzestrzeni ustalonego wymiaru. Nas interesowaé¢ bedg rzutowe
przestrzenie pekow, to znaczy, takie gdzie jako punkty bierzemy k-wymiarowe
podprzestrzenie ustalonej przestrzeni rzutowej. Dla wygody pracujemy w mo-
delu analitycznym nad przestrzenia wektorowa.

Dwa odwotania do literatury wydaja sie by¢ konieczne w tym miejscu. Tal-
lini w [2] podaje aksjomatyczny opis rzutowych przestrzeni pekéw, natomiast
Pankov w swojej ksiazce [4] bada problem bardzo wszechstronnie.

W swojej pracy prébujemy odpowiedzie¢ na dwa pytania dotyczace rzuto-
wych przestrzeni pekow:

1. jakie podprzestrzenie przestrzeni pekéw niosa strukture przestrzeni pe-
kow,

2. jaka jest posta¢ zanurzen przestrzeni pekéw w przestrzenie pekow.

Czesciowa odpowiedz na pierwsze pytanie daje twierdzenie 2.9, ktére mo-
wi, ze obciecie przestrzeni pekéw do podprzestrzeni odcinkowej jest izomorficz-
ne z pewng przestrzenig pekéw. Aby dowie$¢ zdanie odwrotne potrzebujemy
zbadaé zanurzenia jednej przestrzeni pekéw w druga. Tak wiec, jak widaé, po-
stawione w pracy problemy sg ze sobg $cidle zwigzane. Rezultat, ktory glosi,
ze obrazem przy zanurzeniu jednej przestrzeni pekow w druga jest odcinek,
jest sformutowany i dowodzony w 4.13. Wynik ten w istotny sposéb zale-
zy od przyjetej definicji zanurzenia. My zaktadamy, ze zanurzenie jest pelne
(ang. full) to znaczy przestrzen zanurzana i jej obraz sa izomorficzne, obraz
jest podprzestrzenia i zachowywana jest trojargumentowa wspotliniowosé w
obie strony (por. definicje 1.9 i 1.10). Ostateczna odpowiedz na pytanie 1 da-
je twierdzenie 4.14 ktore méwi, ze podprzestrzenie odcinkowe to jedyne takie
podprzestrzenie w przestrzeni pekow, ktore niosa strukture przestrzeni pekow.

Badajac zanurzenia znajdujemy w pracy rowniez ich posta¢ analityczna.
Istotna role w naszych rozwazaniach pelnia mocne podprzestrzenie. W prze-
strzeni pekow, mamy dwie rodziny mocnych podprzestrzeni, a mianowicie
gwiazdy i uktady (por. 3.12). Sa to specyficzne podprzestrzenie odcinkowe.

Generalnie mamy dwa rodzaje kolineacji i zanurzen w naszym wypadku:
te, ktore zachowuja i te, ktore zamieniaja typy mocnych podprzestrzeni (por.
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ZANURZENIA PRZESTRZENI PEKOW 2

twierdzenie 4.5). Kolineacje zachowujace typy mocnych podprzestrzeni wyzna-
czone sa pétliniowymi bijekcjami (por. twierdzenie 4.7), podobnie jak kolinacje
przestrzeni rzutowych. Natomiast kolineacje zamieniajace typy mocnych pod-
przestrzeni dane sg péttoraliniowymi formami (por. twierdzenie 4.9).



Rozdziat 1

Podstawowe definicje

Zanim wglebimy sie¢ w gtowny temat tej pracy, nalezy zwréci¢ uwage na kil-
ka istotnych poje¢, z ktérych w dalszym rozumowaniu bedziemy korzystac.
Jedna z podstawowych definicji, mozna by powiedzie¢ niezbedna do naszego
rozumowania jest definicja czeSciowej przestrzeni prostych.

1.1 Czesciowa przestrzen prostych

Definicja 1.1. Niech S bedzie niepustym zbiorem oraz niech £ C 2°. Ele-
menty S nazywamy punktami, natomiast elementy £ nazywamy prostymi.
Strukture A = (S, L) nazywamy cze$ciowq przestrzeniq prostych wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy:

i) L#£0
(ii) jesli k,l € L oraz |[kNI| > 2, to k =1,
(iii) jesli k € £, to [k| > 2.

Niech S = {a,b,c} (|S| = 3) 1 L = k,l, gdzie k = {a,b}, | = {a,c},
czyli bierzemy strukture z trzema punktami a, b, ¢ i dwiema prostymi k,[. Na
kazdej prostej sa po dwa punkty. Proste k,[ maja jeden punkt wspolny a. Ta
konkretna struktura (S, L) jest przykladem czeSciowej przestrzeni prostych.
Od teraz przez 2 bedziemy oznaczaé czesciowa przestrzen prostych o zbiorze
punktéw S i zbiorze prostych L. Moéwimy, ze dwa punkty sa wspotliniowe
(potaczalne), gdy leza na jednej prostej. Dodatkowo dla punktéw a,b € S,
piszemy a ~ b, gdy a i b s wspotliniowe. Jedli mamy przypadek, ze a # b,
to prosta przez a i b zapisujemy przez ab. Dwie proste przecinajg sie, gdy
posiadaja wspolny punkt.

Definicja 1.2. Zbiér punktow K C S w czesciowej przestrzeni prostych 2
nazywamy klikqg, gdy kazde dwa punkty w IC sg wspotliniowe.

Definicja 1.3. Jesli kazde dwa punkty czesciowej przestrzeni prostych 2 sa
wspotliniowe, wtedy 2 nazywana jest przestrzeniqg prostych.
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Definicja 1.4. Niech X C §. Méwimy, ze X jest podprzestrzeniq czesciowej
przestrzeni prostych A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej prostej k € L
takiej, ze |k N X| > 2 mamy k C X.

Czasem méwimy krotko, ze podzbiér X jest domkniety na prowadzenie
prostych majgc na mysli warunek z powyzszej definicji.
Niech X C S bedzie podzbiorem zbioru punktow 2A. Wowczas

A|X = (X, L(X))

gdzie
LX)={keL:|knX]|> 2}

Zauwazmy, ze L(X)={k € L: k C X}, gdy X jest podprzestrzenia.

Fakt 1.5. Gdy X jest podprzestrzenig 2, to UA| X jest czesciowq przestrzenig
prostych.

Podprzestrzen czesciowej przestrzeni prostych jest mocna gdy kazde dwie
jej punkty sa wspotliniowe. Zauwazmy, ze gdy X jest mocng podprzestrzenia
w 2, to A| X jest przestrzenig prostych.

Definicja 1.6. Méwimy, ze podzbior X zbioru S jest spdjny, jesli dla do-
wolnych réznych punktéw a,b € X istnieje tamana zawarta w X taczaca a
z b. Przez tamang rozumiemy ciag punktéw takich, ze dwa kolejne punkty w
tym ciggu sg wspotliniowe, formalnie: istniejg punkty co,...,c, € X takie, ze
co=a,c.=borazc;_1~¢cdlai=1,...,r.

Trojkgtem nazywamy uktad trzech parami réznych punktéw zwanych wierz-
chotkami oraz trzech parami roznych prostych zwanych bokami takich, ze boki
przecinaja sie parami w wierzchotkach (dualnie wierzchotki parami potaczone
sa bokami).

Definicja 1.7. Méwimy, ze czesciowa przestrzen prostych 2 spetnia rzutowy
warunek Veblena, gdy prosta przecinajaca dwa boki dowolnego trojkata w2 w
dwoch réznych punktach przecina réwniez trzeci bok tego tréjkata (rys. 1.1).

/a \b TN

Rysunek 1.1: Rzutowy warunek Veblena.
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Definicja 1.8. Strukture P = (S, L) nazywamy przestrzenig rzutowq, gdy:
P jest przestrzenia prostych, na kazdej prostej leza przynajmniej trzy punkty
oraz ‘P spetnia rzutowy warunek Veblena.

1.2 Kolineacje i zanurzenia

Definicja 1.9. Niech 2 = (S, L), ' = (S, L’) beda czesciowymi przestrze-
niami prostych. Odwzorowanie f: S — S’ jest kolineacjg 2 na A, gdy
(i) f jest bijekcja,

(ii) jesli punkty a, b, ¢ sa wspotliniowe w A, to f(a), f(b), f(c) sa wspotli-
niowe w 2,

(iii) jedli punkty a', ¥, sa wspotiniowe w ', to f~1(d), f~1(b), f1(c)
sa wspotliniowe w 2.
Definicja 1.10. Odwzorowanie f, przy oznaczeniach z 1.9, jest zanurzeniem
A w A, gdy Im(f) jest podprzestrzenia w 2’ 1 f jest kolineacja 2 na 2’| Im( f).

Niech f bedzie kolineacja czesciowych przestrzeni prostych, z A = (S, L)
na A = (5", L').

Stwierdzenie 1.11. Jezeli X jest podprzestrzenig w A, to f(X) jest podprze-
strzenig w A’

DowODp. Zaltézmy, ze |f(X)NI'| > 2 dla prostej I’ € £'. Mamy zatem dwa
rézne punkty o', 0 € S’ takie, ze a/, 0’ € f(X),l'. Zgodnie z 1.4 mamy poka-
za¢, ze I' C f(X). Wezmy dowolny punkt ¢ € I'. Mamy zatem trzy punk-
ty o', 0/, € l'. Korzystajac z warunku (iii) w 1.9 otrzymujemy, ze punkty
a,b,c € S takie, ze f(a) = d', f(b) =V, f(c) = ¢, leza na pewnej prostej
[ € L. Poniewaz a’ # b’ i f jest bijekcja, wiec a # b. Ponadto a,b € X bo
a' b € f(X).Z zatozenia X jest podprzestrzeniag 2, wiec [ C X. Zatem ¢ € X
istad f(c) € f(X), a wiec ¢ € f(X) i dowdd jest zakonczony. O

Stwierdzenie 1.12. Jezeli X jest maksymalng mocng podprzestrzenig w A,
to f(X) jest maksymalng mocng podprzestrzenig w A’

DowOD. Z uwagi na 1.11 wiemy, ze f(X) jest podprzestrzenia 2’. Pokazemy,
ze f(X) jest mocna. Niech o', b € f(X). Wowczas mamy o' = f(a) i b = f(b)
dla pewnych a,b € X. Poniewaz X jest mocna to a ~ b. Z warunku (ii) w
1.9 mamy f(a) ~ f(b) i ta czes¢ dowodu jest skonczona. Tak wiec, f(X) jest
mocna w . Przypu$émy, ze nie jest maksymalng mocna podprzestrzenia, to
znaczy, ze istnieje w 21 mocna podprzestrzen X' taka, ze f(X) C X' (f(X) #
X'). Zgodnie z przyjeta definicja kolineacji w 1.9 mamy, ze f~1(X’) jest mocng
podprzestrzenia w 2 i X C f~}(X’). Poniewaz X jest maksymalng mocng
podprzestrzenia to musi by¢ X = f~1(X’), ale f(X) # X', czyli X # f~1(X")
i mamy sprzecznos¢. Tak wiec nasze przypuszczenie byto falszywe, co konczy
dowdd. O
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1.3 Przestrzen rzutowa i przestrzen pekéow

Przez V bedziemy oznaczaé przestrzen wektorowa. Piszemy Sub(U) jako zbior
wszystkich podprzestrzeni podprzestrzeni U z przestrzeni V', Suby(U) jako
zbiér wszystkich k-podprzestrzeni z U. Podprzestrzen zerowa w V' oznaczamy
przez O.

Definicja 1.13. Struktura
P(V) := (Suby(V), Suby(V)) (1.1)

jest przestrzenia rzutows w sensie definicji 1.8. Nazywamy ja analityczng prze-
strzenig rzutowq.

Dalej ustalamy liczbe naturalng £ taka, ze
0 <k <dim(V).

Definicja 1.14. Niech H bedzie (k — 1)-podprzestrzenia V' i niech B bedzie
(k + 1)-podprzestrzenia V' taka, ze H C B. Wtedy zbi6r

P(H,B) ={U € Suby(V): H C U C B}

nazywamy k-pekiem o wierzchotku H i podstawie B. Przez Pi(V') oznaczamy
rodzine wszystkich k-pekow w przestrzeni V.

W kazdym k-peku sa co najmniej 3 elementy. Ze wzgledu na wymiary H
i B oraz inkluzje H C B mamy taki rozktad

B=H® (u) ® (w),

dla pewnych wektoréow u,w € B\ H. Zauwazmy, ze podprzestrzenie H @& (u),
H & (w), H® (u+ w) sa parami réznymi elementami peku P(H, B).

Definicja 1.15. Geometrie
P(V) = (Subk(V), Pu(V))

z k-podprzestrzeniami z przestrzeni V jako punktami wraz z k-pekami jako
prostymi nazywamy przestrzeniq pekéw, albo przestrzenig Grassmanna.

Zauwazmy, ze dla k = 1 lub k = dim(V') — 1 przestrzeni pekow jest prze-
strzenig rzutowa. Dla k # 11 k # dim (V') — 1 przestrzen pekow jest wlasciwg
czesciows przestrzenig prostych, czyli taks, w ktorej istnieje para niewspotli-
niowych punktéw.

Lemat 1.16. Jesli U, W sq réznymi i wspotliniowymi punktami w Py(V), to

UW =p(UnNW,U+W).
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DowOD. Z zatozenia mamy prosta w Py (V') rozpieta przez punkty U i W,
tzn. mamy k-pek
UW =Pp(H, B)

dla pewnych H € Suby_1(V), B € Suby,1(V) takich, ze H C B oraz
HCUWCB.

Zauwazmy, ze H C U NW oraz U + W C B. Poniewaz U # W oraz U, W €
Subg (V') to musi by¢

H=UnNW oraz B=U+W,

co konczy dowdd. O
Stwierdzenie 1.17. Przetrzen pekow P(V) jest spdjna.

DowODp. Niech A, B beda punktami w Py (V), gdzie A, B € Subg(V'). Wezmy
Z = AN B. Zatem
A= Z@ <CL1,CL2,...,GT>

oraz
B = ZEB <b1,b2,...,b7«>
dla pewnych a;,b; € V,i=1,2,...,r, gdzie k = r 4+ dim(Z).
Rozwazmy ciag

P(] = A,
P1 Z:Z@<b17arv”’7a7">7
Py:=Z & (bi,bs, ..., ar),

Pr—l =7 D <b1, c. .,ar_l,ar>,
P..=B.

Zauwazmy, ze dim(P; N Pi11) = k — 1, zatem P; i P,y sa wspdtpekowe dla
t =0,...r — 1. Tak wiec istnieje wymagana tamana A = Py, P,,...,P. =B
zawarta w Pg (V). O



Rozdziat 2

Podprzestrzenie

2.1 Podprzestrzenie odcinkowe
Dalej V' jest przestrzenia wektorowsg i k liczbg naturalna taka, ze
0 <k < dim(V).

Definicja 2.1. Niech Z i Y beda podprzestrzeniami V. Odcinkiem o koncach
Z,Y nazywamy zbior

(Z,Y] ={U eSub(V): ZCUCY}
W szczegdlnosci zbior
[Z, Y], == [Z,Y] N Subg(Y)

nazywamy k-odcinkiem. Podprzestrzen Z nazywamy wierzcholkiem, a Y na-
zywamy podstawg odcinka lub k-odcinka.

Stwierdzenie 2.2. Niech Z,Y € Sub(V). Kazdy k-odcinek [Z,Y |y jest pod-
przestrzenig w Pr(V)

DowObp. Niech X = [Z,Y]; oraz p = P(H, B) dla pewnych H € Suby_1(V),
B € Suby,1(V) takich, ze H C B. Zgodnie z 1.4 zaktadamy, ze | X Np| > 2.
Trzeba pokazaé, ze p C X.

7. zalozenia mamy dwa rézne i wspotliniowe punkty U, W takie, ze

UWeXnp.
Z 1.1 mamy, ze p = UW.Z 1.16 mamy
p=PUNW, U+ W), (2.1)

czyli H=UNW i B =U+W. Aby wykaza¢, ze p C X wezmy punkt D € p.
Zgodnie z (2.1) mamy
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UNW cDCU+W. (2.2)

Poniewaz U, W € X, czyli
Z CUWCY,

a wiec
ZCUNW oraz U+W CY,

co znaczy, ze (2.2) mozemy zapisaé¢ w nastepujacy sposéb
ZCUNWCDCU+WCY
czyli, ze D € X. W ten sposob pokazalismy, ze p C X. O

Uzasadnione jest w takim razie nazywanie k-odcinkoéw podprzestrzeniami
odcinkowymi w kontekscie przestrzeni pekow.

2.2 Podprzestrzenie nieodcinkowe

Niech ¢ bedzie niezdegenerowana forma dwuliniowa na V. Zaktadamy, ze
forma £ jest refleksywna, to oznacza, ze {(u,w) = 0 wtedy i tylko wte-
dy, gdy {(w,u) = 0 dla dowolnych w,w € V. Méwi sie, ze podprzestrzenie
U, W € Sub(V) sa prostopadie i pisze sie U L W, gdy £&(U, W) = 0, to znaczy
£(u,w) = 0 dla wszystkich v € U, w € W. Ortouzupelnienie podprzestrzeni
U € Sub(V) to podprzestrzen

Ut ={weV:&w,U)=0}

Podprzestrzenie izotropowe to te, ktore sa prostopadle same do siebie. Za-
uwazmy, ze U L U wtedy i tylko wtedy, gdy U C U*'. Zbioér wszystkich
podprzestrzeni izotropowych oznaczamy przez Q(§), natomiast

Qr(§) = Q&) N Suby(V).
Zanotujemy kilka niezbednych dalej faktow.
Fakt 2.3. i) UCW = Wt cCU,
i) UCW i W1LW = ULU,
(ii)) (U+W)r=U+nw+,
(iv) (UNW)t DUt +wt.

Méwimy, ze forma & jest symplektyczna, gdy &(u,u) = 0 dla wszystkich
ueV.
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Lemat 2.4. Niech & bedzie formg symplektyczng i niech p bedzie k-pekiem.
Jesli [p N Qr(&)] = 2, to p € Qr(&).

DowoOD. Niech p = P(H, B) dla odpowiednich H, B. Zatézmy, ze Uy, Us sa
réznymi izotropowymi punktami na prostej p w Py(V). Poniewaz H C U
wiec z 2.3(ii) podprzestrzen H tez jest izotropowa. Z 2.3(i) mamy Ui C H+,
co razem z U; C Ui daje

B=U+U, C H. (2.3)
Kazdy punkt U z k-peku p mozna przedstawié¢ jako sume prosta
U=H®& (u)

dla pewnego v € U \ H. Z (2.3) mamy (u) C H*. Ponadto (u) C (u)* bo &
jest symplektyczna. Z 2.3(i) mamy H C (u)*. Zatem w oparciu o 2.3(iii)

U=Ho @ CH N =(Ho W) =U"
O

Powyzszy lemat dowodzi, ze Qx(§) jest podprzestrzenia w Py (V). Jest to
przyktad podprzestrzeni w Py (V'), ktéra nie jest odcinkowa.

2.3 Obciecie do odcinka

Fakt 2.5 (Bennet M.K. [1, Roz. 8.6, Tw. 15]). Dla dowolnej przestrzeni wek-
torowej V', jej krata podprzestrzeni L(V) = (Sub(V'), C) jest modularna to
znaczy, ze dla U, W, X € Sub(V),

jesti UCW, to U+(XnNnW)=U+X)NnW.

Lemat 2.6. Jesli Z,Y,W € Sub(V) sq takie, Ze ZOW =0 oraz Z+W =Y
to odwzorowanie

(Z,Y]52U —UNW € Sub(IW)
jest izomorfizmem odcinka [Z,Y] i kraty L(W).

DowOD. Niech Z,Y, W beda podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V' ta-
kimi, ze Y = Z & W. Wezmy dwa odwzorowania

12, Y|2U—UNW € Sub(W) oraz
g: Sub(W)sU —U+Z € [Z,Y].

Rozpatrzmy dowolna podprzestrzen U w W. Wtedy

(fog)U)=(U+2)NW =U+ (ZNW),
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bo krata L(W) jak wiemy z 2.5 jest modularna. Poniewaz z zalozenia mamy
ZNW =0, wiec (fog)(U)=U, czyli

Jog=idsuw) -
Teraz wezmy U € [Z,Y]. Wtedy
(go HU)=UNW)+Z=Un W+ Z2),

bo, podobnie jak wyzej z 2.5, L(V') jest modularna. Na poczatku zalozylismy,
ze W+ Z =Y, tak wiec

(goHIU)=UN(W4+2Z)=UNY =U

bo U CY. Czyli
g @) f = id[zy} .
Pokazali$my, ze f~1 = ¢. Zatem f i g s3 wzajemnie odwrotnymi bijekcjami.
7 okreslenia f i g wynika, ze zachowuja one porzadek C. Zatem f i g realizuja
izomorfizm [Z,Y] = L(W). O
Lemat 2.7. JesliY = Z & W oraz U € [Z,Y], to
{u+Z:vueUnW}=U/Z
DowOD. ,,C” Oczywiste, gdyz UNW C U.
»2" Rozwazmy warstwe u+ 7 € U/Z, gdzie u jest wektorem z U. Zauwaz-
my, ze u € Y, bo U CY. Mamy wiec, ze
u=z4+w dlapewnych z€Z i welW (2.4)
na podstawie tego, ze Y = Z & W. Stad
u+Z=z+w+Z=w+7, (2.5)

bo z jest pochlaniane przez Z. Mamy w € U, bo w = u — z na mocy (2.4) i
tego, ze u € U oraz z € Z C U. Tak wiec w € U NW i w rezultacie, z uwagi
na (2.5) otrzymujemy

ut+Z=w+Zec{u+Z:ueclUnNW},

co konczy dowdd. O

Lemat 2.8. Jesli Z,Y € Sub(V) i Z C Y, to wtedy odwzorowanie
(Z,Y] 3 U U/Z € Sub(Y/Z2)

jest izomorfizmem odcinka [Z,Y] i kraty L(Y/Z).
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DowOD. Niech Z CY C V. Wezmy W € Sub(V) takie, ze Y = Z & W.
Z 2.6 mamy izomorfizm

[ 12,Y]2U — (UNW) € Sub(W).
WezZmy ponadto standardowy izomorfizm
h: Sub(W)sU —{u+Z:uecU} € Sub(Y/Z)

pomiedzy kratami L(W) oraz L(Y/Z). Rozwazmy zlozenie ho f. Uwzgledniajac
2.7 mamy
(ho YU)={u+Z:ueUnNW}=U/Z.

Zatem, to ztozenie jest szukanej postaci izomorfizmem pomiedzy kratami [Z, Y]
oraz L(Y/Z). O

Twierdzenie 2.9. Niech Z,Y € Sub(V), Z CY orazdim(Z) < k < dim(Y).
Przestrzen pekéw Py(V') obcieta do k-odcinka [Z,Y ]y jest, z dokladnoscig do
izomorfizmu, rzutowq przestrzeniq pekow

Pi—aim(z)(Y/Z).

DowOD. Z lematu 2.8 mamy izomorfizm f pomiedzy naszym k-odcinkiem
[Z, Y], oraz krata rzutowa L(Y/Z).
Dla dowolnego punktu U € [Z, Y], mamy, ze

dim(f(U)) = dim(U/Z) = dim(U) — dim(Z) = k — dim(Z).

Zatem
f([Z, Y]k) = Subk_dim(z) (Y/Z)

Odwzorowanie f jest izomorfizmem krat, czyli w szczegdlnosci zachowuje po-
rzadek C. Oznacza to, ze obrazem prostej P(H, B) lezacej w [Z, Y] jest pek
P(H/Z,B/Z). Tak wiec

P.(VZ, Y]k = Pi_aimz)(Y/Z).



Rozdziat 3

Mocne podprzestrzenie

3.1 Postac¢ tréjkata

Rozwazmy krate podprzestrzeni przestrzeni wektorowej V'
L(V) = (Sub(V), S).
7 2.5 wiemy, ze jest to krata modularna.

Definicja 3.1. W dowolnej kracie L z relacjg porzadku < méwimy, ze a jest
poprzednikiem b, gdy dla dowolnego ¢ € L, spetniona jest implikacja:

a<c<b = a=clubc=0b.
Czasem element b nazywamy nastepnikiem elementu a.

Definicja 3.2. Rézne elementy a, b w kracie nazywamy sgsiednimi i piszemy
a ~ b, gdy maja wspolny poprzednik i nastepnik.

W kracie modularnej istnienie wspélnego poprzednika dla dwédch réznych
elementow jest rownowazne z istnieniem ich wspoélnego nastepnika.

Zauwazmy, ze dla réznych i sasiednich elementéw Uy, Uy w L(V), ich wsp6l-
ny poprzednik to U; N Us, a ich wspélny nastepnik to U; 4+ Us. Oznaczenie re-
lacji sasiednioSci przez ~ nie jest przypadkowe, bo w przestrzeni pekéw Py (V)
pokrywa sie ona z relacja wspétiniowosci (por. 1.16).

Fakt 3.3 (Zynel M. [6, Tw. 1.9]). Jesli Uy, Uy, Us sq parami sqsiednimi ele-
mentami L(V'), to posiadajg one albo wspdlny poprzednik albo nastepnik.

Whiosek z 3.3 jest nastepujacy.

Whiosek 3.4. Jezeli Uy, Us,Us sq wierzcholkami tréjkgta w Pr(V), to albo
dlm(U1 N U2 N Ug) =k—1 albo d1m(U1 + U2 + Ug) =k + 1.

Powyzszy wniosek charakteryzuje tréjkaty w P (V') i podaje ich analitycz-
ng postac.

13
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3.2 Gwiazdy i uktady

Definicja 3.5. Niech H € Suby_1(V). Wtedy
[H) :=[H,V], ={U € Subi(V) : H C U}
nazywamy gqwiazdg.
Zauwazmy, ze gdy k = 1, to H = O jest jedynym H € Suby_1(V') i woéwczas
[©)) = Subg (V).
Definicja 3.6. Niech B € Suby (V). Wtedy
(Bl := [0, Bl = {U € Suby(U) : U C B}
nazywamy uktadem.
Gdy k =dim(V) — 1 to, B =V jest jedynym B € Suby1(V') i woéwezas
(V] = Subg(V).

Tak wiec badanie gwiazd i uktadéw w przestrzeni pekow Py(V) ma jedynie
sens, gdy
1 <k<dim(V) -1,

czyli gdy P (V') nie jest przestrzenig rzutowa i to wlasnie dalej zaktadamy.
7 2.2 wiemy, ze gwiazdy i uktady jako szczegodlne odcinki sg podprzestrze-
niami w P (V). Z 3.4 trojkat we wlasciwej przestrzeni pekéw wyznacza albo
gwiazde, albo uktad.
Teraz zbadamy przekroje gwiazd i uktadow.

Lemat 3.7. Niech S; = [H)y dla H; € Suby_1(V), i = 1,2. Wowczas jesli
SlﬂSQ#@ 151#52 to

S1 NSy = {Hl + Hg}
DowOD. Z teorii krat wiemy, ze
S1N Sy = [Hy, V)N [He, V] = [H + Ha, V.

Z naszego zaltozenia, ze S1NSy # () musi by¢ U € Suby (V) takie, ze U € S1NSs.
Z uwagi na to, ze S; # So, a wiec Hy # Hy mamy dim(H,+ Hs) > k. Poniewaz
H, + Hy C U, wiec z uwagi na wymiary musi by¢ dim(H; + Hy) = k, co daje
teze. 0

Lemat 3.8. Niech T; = (B dla B; € Subgy1(V), i = 1,2. Wowczas jesli
TlﬁTQ;é@ ZTl#TQ to

TyNTy = {B, N B,}.
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DowOD. Dowdd przebiega dualnie do dowodu 3.7. O

Lemat 3.9. Niech S = [H)y i T = (B, dla H € Subg_1(V), B € Subg41(V).
Jesli SN'T # 10, to
SNT=|[H, B, =P(H,B).

DowOD. Podobnie jak w dowodzie 3.8, mamy
SNT=[HV],N[0,Bl,=[H+6,VNB|,=[H Bl.

Sa dwie mozliwosci: albo H C B albo H ¢ B. W drugim wypadku [H, B];, = 0,
co przeczy naszemu zalozeniu, ze SNT # (). Tak wiec z 1.14 mamy teze. O

Zauwazmy ze, gdy mamy prosta p w P(V), czyli p = P(H, B), dla pew-
nych H, B, to mozemy ja jednoznacznie rozszerzy¢ do gwiazdy i uktadu w
nastepujacy sposob:

Tak wiec kazda prosta w P (V') jest jednoznacznie zwiazana z pewna gwiazda
i uktadem, w ktérych lezy (jest zawarta).
7 drugiej strony w kazdej gwiezdzie i w kazdym uktadzie lezy jakas prosta.
Oznacza to, ze kazda gwiazda i kazdy uktad sa co najmniej 3-elementowe.
Dalej badamy mocne podprzestrzenie w Py (V).

Lemat 3.10. Jesli X jest mocng podprzestrzenig w Pr(V) to
X C[H)g
dla pewnego H € Suby_1(V) lub

X C (B

dla pewnego B € Subg1(V).

DowOD. Gdy X = () lub | X| = 1 to teza jest trywialna. Zal6zmy wiec, ze
|X| > 21 wezmy Uy, Us € X takie, ze Uy # Us. Poniewaz X jest mocna, wiec
U1 ~ U2. Niech

H=UNU, i B=U,+Us.

7 1.16 mamy
dim(H)=k—-1 i dim(B) = k + 1.

Zauwazmy, ze P(H, B) C X bo X jest podprzestrzenia.
Mamy dwie mozliwosci: albo w X jest punkt poza prosta P(H, B), albo
nie. W drugim przypadku X to zbiér punktéw na prostej, wiec X = P(H, B).
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Rozwazmy teraz przypadek, gdy Us € X jest punktem poza P(H, B).
Woéwcezas Uy, Uy, Us tworza tréjkat. Wtedy z 3.4 mamy albo

H=UnUyNUs (3.1)

albo
B=U,+U;+ Us. (3.2)

Niech U € X. Punkt U jest wpoétliniowy z wierzchotkami trojkata Ui, Us, U
bo X jest mocna podprzestrzenia. W pracy [5] znajduje sie dowdd, ze w takiej
sytuacji albo H C U, gdy zachodni (3.1), albo U C B, gdy zachodzi (3.2).

Z dowolnosci wyboru U otrzymujemy teze. O

Stwierdzenie 3.11. Gwiazda [H )y dla H € Suby_1(V) oraz uktad (B dla
B € Suby,1(V), sq¢ maksymalnymi mocnymi podprzestrzeniami w Py (V).

DowOD. Oznaczmy X := [H);. Z 2.2 wiemy, ze X jest podprzestrzenia
P, (V). Zalézmy, ze Uy, Uy € X, Uy # Us. Wowezas H jest wspdlnym poprzed-
nikiem Uy, Uy co wystarczy by twierdzié, ze sa one wspotliniowe w Py (V). Z
dowolnosci wyboru tych punktéw X jest mocng podprzestrzenia.

Przypusémy teraz, ze X nie jest maksymalna. To oznacza, ze istnieje taka
mocna podprzestrzen X', ze X C X' (podkreslmy X' # X). Z 3.10 pod-
przestrzen X' jest podzbiorem albo pewnej gwiazdy, albo pewnego uktadu. Z
uwagi na 3.9 druga sytuacja nie moze mie¢ miejsca bo przekr6j X’ N X bylby
najwyzej prosta. Zatem z 3.7 musi by¢ X’ C [H); i mamy sprzecznosé.

Dla uktadéw dowdd biegnie dualnie. O

Twierdzenie 3.12. Jesli X jest maksymalng mocng podprzestrzenig w Py(V)
to albo
X =[H)g

dla pewnego H € Suby_1(V') albo
X = (Blk
dla pewnego B € Sub1(V).

DowOD. Z 3.11 wiemy, ze gwiazda [H); i uktad (B]x to maksymalne mocne
podprzestrzenie w Py (V). Z 3.10 nasza maksymalna mocna podprzestrzen X
jest zawarta albo w takiej gwiezdzie, albo w takim uktadzie. Z maksymalnosci
otrzymujemy réwnosc. O

Stwierdzenie 3.13. Przestrzen pekow spetnia warunek Veblena.

DowOD. Niech Uy, Uy i Us bedg wierzchotkami tréjkata, natomiast W, oraz
W3 bedg réznymi punktami przeciecia odpowiednio bokéw UsUs i U, Us, przez
prosta p jak na rys. 3.1. Pokazemy, ze p przecina jednoczesnie bok U,Us,.
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Us

Wa W

/'Ul ‘\UQ O\

Rysunek 3.1: Rzutowy warunek Veblena.

7 3.4 nasz trojkat o wierzchotkach Uy, Us, Us wyznacza albo gwiazde, albo
uktad. Przyjmijmy, ze

H=UNUyNU; oraz dim(H) =k — 1.
7 1.16 mamy, ze
UiUy, = P(H, By) oraz  p=W1W, =P(H,By).

Wiemy tez, ze By = U; + Uy i By = Wy 4+ W, Musimy policzy¢ wymiar
dim(B; N By). W tym celu wykorzystujemy réwnosé:

Nastepnie piszemy

Jako, ze Ujz jest punktem przeciecia sie prostych U;W; oraz UsW, mozemy
napisac, ze

(U, + Wh) N (Uy + Wy) = Us.
Otrzymujemy:
dim(B; + B,) =

—k4+1+k+1—k=Fk+2

Wracajac do naszego wezesniejszego rownania (3.3) otrzymujemy, ze

=k+1+k+1—(k+2)=k.
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Ponadto H C B; N By, zatem
Bl N Bg - U1U2 N p,

a wiec By N By jest szukanym punktem, co konczy dowodd przy zatozeniu, ze
trojkat Uy, Uy, Us rozpina gwiazde. Gdy ten trojkat rozpina uktad, to dowod
przebiega dualnie. H

Fakt 3.14. Mocna podprzestrzen w Py (V') to, z dokladnoscig do izomorfizmu,
przestrzen rzutowa.

DowODp. Niech X bedzie mocna podprzestrzenia w Pr (V). Z 1.5 wiemy, ze
M := Py(V)| X jest przestrzenig prostych. Z 3.13 wiadomo, ze Py (V) spelnia
warunek Veblena, a ilo$¢ elementéw w peku P(H, B), czyli ilo$¢ punktéw na
prostej w Px(V) jest co najmniej 3. To wystarczy by twierdzi¢, ze I jest
przestrzenia rzutowa zgodnie z 1.8. U

Twierdzenie 3.15. Niech dim(V') = n.

(i) Jesli H € Subk_1(V), to [H) jest, z dokladnoscig do izomorfizmu,
przestrzeniq rzutowg wymiaru n — k.

(ii) Jesli B € Subgi1(V), to (B]i jest, z dokladno$ciq do izomorfizmu,
przestrzeniq rzutowq wymiaru k.

DowoOD. (i) Przyjmujac w 2.9 Z := H i Y := V otrzymujemy
PL(V)|[H)e = Py (V/H) = Pr(V/H).
7 prawej strony mamy przestrzen rzutowa wymiaru
dim(V/H) —1=dim(V) —dim(H) —1=n—(k—1)—1=n—k.
(ii) Podobnie, przyjmujac w 2.9 Z := © 1 Y := B, mamy
Pr(V)I(Blr = Pro(B/©) = Pi(B).

Zauwazmy, ze k = dim(B) — 1, a wiec Py(B) jest przestrzenia rzutowa. Po-
nadto
P(B) = P1(B%)

gdzie B*, to przestrzen dualna do B, izomorficzna z B ze wzgledu na jej
skoniczony wymiar k + 1. Wymiar przestrzeni rzutowej P (B*) wynosi

dim(B*) — 1 =dim(B) — 1 = k.



Rozdziat 4

Zanurzenia

Niech V' i W bedg przestrzeniami wektorowymi, odpowiednio nad niekoniecz-
nie przemiennymi ciatami Fy i Fy. Dalej rozwazamy kolineacje (izomorfizm)

f: Subg(V) — Sub,, (W),
z Pp(V) na P,,(W).

Definicja 4.1. Niezerowe odwzorowanie ¢: V — W jest potliniowe, jesli ist-
nieje taki izomorfizm p: Fy, — Fyy, ze

(1) ¢(u+w) = p(u) + p(w);
(i) p(hu) = p(A)p(u).

dla dowolnych wektorow w,w € V oraz A € Fy. Méwimy takze, ze ¢ jest
pu-potliniowe.

Gdy P (V) jest przestrzenia rzutowa, to P, (V) tez musi by¢ przestrzenia
rzutowa. Nasze twierdzenie mowiace o postaci f, ktore bedziemy tutaj dowo-
dzi¢, staje sie wéwczas podstawowym twierdzeniem geometrii rzutowej (por.
[1, Th. 17]), ktére méwi, ze:

Twierdzenie 4.2 (Podstawowe twierdzenie geometrii rzutowej). Jesli f jest
kolineacjg P(V') na P(W), to istnieje taka p-pétliniowa bijekcja p,: V. — W,
ze f(U) =¢,(U) dla U € Sub (V).

Gdy f jest wyznaczone rowniez inng o-pothiniowq bijekcjg vy V-— W, to
Y, jest proporcjonalne do ¢, to znaczy, ze istnieje takie A € Fy, ze

Uolu) = pu(\u) oraz (@) = p(rar”)
dla kazdego uw € V i o € Fy.

Tak wiec dalej zaktadamy, ze

1 <k<dim(V) -1, (4.1)

19
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czyli Pi(V) nie jest przestrzenia rzutowa. Przypomnijmy takze, ze woéwczas
mamy w P (V) rézne gwiazdy i rézne uklady, a kazda z mocnych maksymal-
nych podprzestrzeni zawiera tréjkat.

Moéwimy, ze odwzorowanie dziatajace pomiedzy przestrzeniami pekow, za-
chowuje typy mocnych podprzestrzeni, gdy obrazem kazdej gwiazdy jest gwiaz-
da, a uktadu uktad. Odworowanie takie zamienia typy mocnych podprzestrze-
ni, gdy obrazem kazdej gwiazdy jest uktad i obrazem kazdego uktadu jest
gwiazda.

Lemat 4.3. Jesli gwiazda S ma wspdlng prostg z uktadem T, to f(S) i f(T)
sq roznych typow.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze zar6wno f(S) i f(T) sa gwiazdami. Dla
uktadéw, dowod bedzie dualny. Ewidentnie, obrazy S i1 sg rézne. Zauwazmy,
Ze zZawsze

F(SNT) C f(S)n f(T).

Poniewaz S N T jest prosta w Pr(V), a f jest kolineacja, wiec f(SNT) jest
prosta w P, (W). Zatem dwie gwiazdy f(S) i f(T') maja wspdlna prosta
f(SNT). Zatem z 3.8 1z 1.12

Poniewaz f jest bijekcja, to S = T co nie jest mozliwe. Tak wiec nasze przy-
puszczenie, ze f(S)1 f(T) sa gwiazdami jet falszywe, a wiec f(S)1 f(T') musza
by¢ réznych typow, co konczy dowdd. O

Lemat 4.4. Jesli dwie maksymalne mocne podprzestrzenie X; i Xy sq tego
samego typu oraz ich przeciecie jest zbiorem niepustym, to f(X1) i f(X3) sq
tego samego typu.

DowoOD. Bez zmniejszenia ogdlnosei przyjmijmy, ze X, X, sa gwiazdami. Dla
uktadéw dowdd jest dualny. Niech U bedzie punktem przeciecia X; i Xy oraz
T bedzie uktadem zawierajacym U. Na podstawie 3.9, gwiazda X; oraz T' maja
wspoélna prosta. Najpierw stosujemy 4.3 do X; i 7', a nastepnie do X5 i T, co
wystarczy do zakonczenia dowodu. O

Twierdzenie 4.5. Kolienacje przestrzeni pekéw zachowujg lub zamieniajg
typy mocnych podprzestrzeni.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze istnieje taka gwiazda S oraz taki uktad T
w Pr(V), ze ich obrazy f(S) oraz f(T) sa tego samego typu. Wybierzmy
po jednym punkcie Ugs € S oraz Ur € T. Ze spojnosci P(V) mamy ciag
punktow Uy, ..., U, € Sub(V), taki, ze Us = Uy, Ur = U, oraz U;_y ~ U,
dla wszystkich i € {1,...,r}. Kazda prosta U;_1U; mozemy rozszerzy¢ do
gwiazdy S; dla i € {1,...,r}. Mozemy zastosowa¢ 4.4 bo sasiednie w tym
ciagu gwiazdy S;_1 i S; maja wspélny punkt U; ;. Zatem wszystkie obrazy
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f(S;) sa tego samego typu co f(S). Ostatnia w ciagu gwiazda S, oraz uklad
T maja prosta wspélna na mocy 3.9 bo maja wspoélny punkt U,.. Do S, i
T stosujemy 4.3 skad wynika, ze f(S,) i f(7T) maja rézne typy, co przeczy
naszemy zaltozeniu na poczatku dowodu. O

Lemat 4.6. Jesli f zachowuje typy mocnych podprzestrzeni, to m = k. Gdy
dodatkowo 2 < k, to istnieje taka kolineacja ' 2z Pr_1(V) na Pr_1(W), Ze dla
punktow U € Subg (V') oraz Hy, Hy € Suby_1 (W)

jesli U=H,+Hy, to f(U)=f(H)+f(H).

DowoOD. Kolineacja f przeksztatca uktady na uklady. Uktad w Pp(V) z 2.9
jest k-wymiarowa przestrzenia rzutowa, natomiast uktad w P,, (W) jest m-

wymiarowa przestrzeniag rzutowa. Zatem musi by¢ m = k.
Niech
II:= [Z y B] k

dla pewnych Z € Suby_o(V) i B € Subgy1(V) takich, ze Z C B. Z 2.9 11
jest przestrzenig rzutowa wymiaru (geometrycznego) 2, czyli jest plaszczyzna
rzutowa, z doktadnoscia do izomorfizmu. Zauwazmy tez, ze gwiazdy z Py(V)
przecinaja IT albo pusto, albo w prostych. Konkretnie, gwiazda [H ) przecina
IT w prostej wtedy i tylko wtedy, gdy Z C H C B. Dla dowolnej takiej
plaszczyzny i punktu U w Py (V') okreslamy pek gwiazd:

P(U,II) := {S — gwiazda: U € S, SNII — prosta}.

Zauwazmy, ze [H), € P(U,11) wtedy i tylko wtedy, gdy Z C H C U.

Gwiazdy z Py (V) mozemy utozsamia¢ z punktami w Pj_;(V'), natomiast
peki postaci P(U, II) z prostymi w Px_1(V). Innymi stowy przy pomocy moc-
nych podprzestrzeni izomorficznych z ptaszczyznami rzutowymi i gwiazd w
P (V) mozemy zdefiniowaé strukture Pj_;(V). Analogicznie mozemy posta-
pi¢ w Pp(W).

Nasza kolineacja f z zalozenia przeksztalca gwiazdy na gwiazdy i uktady
na uktady, a wiec wyznacza kolineacje

f': Subg_1(V) — Suby_1 (W)
z Pr_1(V) na Py_1(WW). Posiada ona nastepujaca wlasnosé:
F([H)) = F([H, V) = [£ ), W] = [f(:). .

Roéownos¢ U = Hy, + H,, dla U, Hy, H, jak w zatozeniach naszego lematu,
oznacza, ze U € [Hy), N [Ha)g. W konsekwencji, mamy

f(U) € |f(H)) N[f(H)),

co konczy dowdd. O
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Stwierdzenie 4.7. Jesli f zachowugje typy mocnych podprzestrzeni, to istnieje
potliniowa bijekcja p: V. — W taka, Ze f(U) = @(U) dla U € Subg (V).

DowoOD. Z 4.6 mamy ciag kolineacji {fi}, ;< takich, ze
fi: Sub;(V') — Sub;(W).
Dla U € Sub;1(V), Hy, Hy € Sub;(V)
jeSi U= Hy+ Hy, to fi1(U)= fi(Hy)+ fi(H2), (4.2)

gdzie i =1,...,k— 1. Ponadto f, = f.
Odwzorowanie f; jest kolineacja przestrzeni rzutowych, a co za tym idzie,
zgodnie z 4.2 istnieje potliniowa bijekcja

p: VoW

taka, ze f1(U) = p(U) dla U € Suby (V). Wezmy teraz dowolne U € Suby (V).
Mozemy dobra¢ Hy, Hy € Suby(V) tak, aby U = Hy + Hy. Wowezas

f2(U) = fi(H1) + fi(Hz) = p(H:1) + ¢(Hz) = ¢(U)

z (4.2) dla i = 1. Stosujac (4.2) kolejno dla i = 2,3,4, ..., k, otrzymujemy, Ze

F(U) = fiuU) = o(U)
dla U € Subg(V), co konczy dowdd. O

Definicja 4.8. Niech odwzorowanie &: V X V* — Fy, gdzie V* jest prze-
strzenig funkcjonatow liniowych 6: V' — Fy,, dualna do V', bedzie okre$lone w
nastepujacy sposob

§(v,0) = d(v).

Odwzorowanie £ jest forma dwuliniowa zwana standardowg formgq dwuliniowq
na V. Wyznacza ona odwzorowanie

h: Sub(V) — Sub(V™)
w ten sposob, ze
hU)={0€V*: &U,6) =0} ={5 € V*: §(U) = {0}}.

Gdy dim(V) = n < oo wowczas V 1 V* sg izomorficzne i h przeksztalca
k-podprzestrzenie V' na (n — k)-podprzestrzenie V*. Odwzorowanie h jest ko-
lineacja Px(V) na P,,_(V*), ktéra przeksztatca gwiazdy na uktady, a uktady
na gwiazdy i dlatego nazywamy je standardowq kolineacjq zamieniajgcq typy
mocnych podprzestrzeni.
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Stwierdzenie 4.9. Jesli f zamienia typy mocnych podprzestrzeni, wowczas
dim(V) = dim(W) = k 4+ m i istnieje niezdegenerowana forma péttoraliniowa
n:Vx W — EFy taka, ze f(U) = UL dla U € Subg (V).

DowOD. Zgodnie z 3.15(1) gwiazdy w Py(V) sa izomorficzne z przestrze-
niami rzutowymi wymiaru dim(V') — k. Zatem ich obrazy przy kolineacji f
sa uktadami w P, (W), izomorficznymi z przestrzeniami rzutowymi wymiaru
dim(V') — k. Stad, razem z 3.15(ii), otrzymujemy réwnosé

dim(V) — k = m. (4.3)
Dualnie, rozwazajac uktady w Py (V'), wykazemy, ze
k= dim(W) —m. (4.4)
Dodajac stronami rownania (4.3) i (4.4) dostajemy zadang réwnosé
dim(V) = dim(W) = k + m.

Teraz rozwazmy standardowsa kolinacje h z P, (W) na P (W*) zamienia-
jaca typy mocnych podprzestrzeni. Ztozenie kolineacji g := ho f jest kolineacja
z Pr(V) na Pi(W*) zachowujaca typy mocnych podprzestrzeni. Z 4.7 istnie-
je polliniowa bijekcja ¢: V' — W* taka, ze g(U) = p(U) dla U € Subg(V).

Rozwazmy odwzorowanie
n:VxW — Fy, n(v,w) = v?(w).
Wezmy dowolne U € Suby (V) i przeliczmy

Utn = {w e W: u?(w) = 0 po wszystkich u € U} =
{w e W: &(w,u¥) =0 po wszystkich u € U} =
fw € W €(w, o(U)) = 0} =
{weW: &w,g(U)) =0} =h"(g(U)) = f(U),

gdzie ¢ jest standardowsg forma dwuliniowa na W x W*, ktora okresla h. For-
ma 7 jest poéttoraliniowa, jako ztozenie potiniowego odwzorowania ¢ i formy
dwuliniowej £. Jako, ze ¢ jest bijekcja i & jest niezdegenerowana, to 7 jest
niezdegenerowana. H

Definicja 4.10. Podprzestrzen X w Py(V) jest podprzestrzenig Grassmanna,
gdy spetia dwa warunki:

(i) X jest spdjna,
(ii) jesli [ jest prosta, S jest gwiazda, a T uktadem w Py (V) takimi, ze

[ = SNT oraz przekroje X NS 1 X N'T sa co najmniej prostymi (réwnowaznie
IXNSL|XNT|>2), toalbo X Ni=0,albo ! C X.
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Twierdzenie 4.11 (Rybak R. [5]). Podprzestrzen X w P(V') jest podprze-
strzeniq odcinkowq, wtedy 1 tylko wtedy, gdu jest podprzestrzeniqg Grassmanna.

Definicja 4.10 razem z twierdzeniem 4.11 daje charakteryzacje podprze-
strzeni odcinkowej w wewnetrznym jezyku przestrzeni pekow.

Lemat 4.12. Niech f bedzie zanurzeniem Pr(V) w P,,(W) 1 X" maksymalng
mocng podprzestrzenig w P,,(W). Jesli | X' N1Im(f)| > 2, to w Py(V) istnieje
maksymalna mocna podprzestrzen X taka, ze f(X) = X'NIm(f).

DowOD. Z zalozenia | X' N Im(f)| > 2 mozemy wziaé taka prosta p’ w P, (W),
ze p' C X' NIm(f) bo X’ jest mocna. Niech p := f~1(p'). Rozszerzamy prosta
p do gwiazdy S i uktadu T, czyli p = SNT. Z naszych zatozen wymiarowych
(4.1) gwiazda S zawiera trojkat Ag i uktad T tez zawiera tréjkat Ap. Wez-
my S’ := f(S) 11" := f(T). Sa to kliki rozpiete przez tréjkaty odpowiednio
f(Ag) i f(Ar). Trojkat jednoznacznie wyznacza maksymalng mocng podprze-
strzen, zatem albo S’ C X', albo 7" C X', ale nie obie inkluzje jednoczesnie.
Powiedzmy, ze S’ C X'. A wiec S’ C X' N Im(f). Zauwazmy, ze

S = {U € Suby(V): U ~ Ag}.
Poniewaz f(Ag) C ' C X', wiec
X' = {U' € Sub,,(W): U’ ~ f(Ag)}.
Zobaczmy, Ze
f(9) =A{fU) € Im(f): U ~ Ag} =
={U" € Im(f): U' ~ f(As)} = X" N Im(f).

W tym przypadku szukanym X jest S. Analogicznie postepujemy, gdy 77 C X’
i bierzemy wtedy X := T, co konczy dowdd. O

Twierdzenie 4.13. Jesli f jest zanurzeniem Pr(V) w P, (W) to istniejg
Z,Y € Sub(W), takie ze
Im(f) = [2,Y]m.

DowOD. Zgodnie z 1.10 wiemy, ze
P,(V) = P, (W) Im(f). (45)

Pokazemy, ze Im(f) jest podprzestrzenig Grassmanna w P,,(W). Zaczynamy
od sprawdzenia warunku (i) z 4.10. Przestrzen pekéw jest spéjna z 1.17, a
kolineacja realizujaca (4.5) zachowuje wspo6tliniowosé w obie strony, wiec obraz
Im(f) tez jest spojny.

Teraz sprawdzimy warunek (ii) z 4.10. W tym celu niech [ bedzie prosta, S
gwiazda, T' uktadem w P,, (W) takimi, ze [ = SNT. Zaktadamy, ze przekroje
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Im(f)NSiIm(f)NT sa co najmniej prostymi i dodatkowo, ze Im(f) N1 # (.
Musimy wykazaé, ze [ C Im(f).

Wezmy punkt U’ € Im(f) N1 i jego przeciwobraz U := f~1(U").

Z 4.12 mamy w P (V') pare maksymalnych mocnych podprzestrzeni Sy, Tp
roznych typow takich, ze

f(So) =S NIm(f) oraz f(Ty) =T N Im(f).
Poniewaz U € SyN Ty, wiec na mocy 3.9 przekrdj Sy N Ty jest prosta. Ponadto

f(SoNTo) = f(So) N f(To) =Im(f) N L.

Obrazem prostej przy zanurzeniu f jest prosta, wiec Im(f)NI jest prosta. Stad
musi by¢ [ C Im(f).

W takim razie Im(f) jest podprzestrzenia Grassmanna w P,, (V). Apli-
kujac 4.11 otrzymujemy, ze Im(f) jest podprzestrzenia odcinkowa w P, (W)
i dowdd jest zakonczony. O

Twierdzenie 4.14. Podprzestrzenie odcinkowe to jedyne takie podprzestrze-
nie w przestrzeni pekow Py (V), ktére niosq strukture przestrzeni pekow.

DowoD. Whniosek z 2.9 oraz 4.13. I
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