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Wstep

W swojej pracy licencjackiej badatam ogélne wtasnosci produktu Segre dwédch
czesciowych przestrzeni prostych: spdjnosé, warunek Veblena, warunek Gam-
ma, wyznaczatam postac¢ trojkata oraz mocnych podprzestrzeni, charakteryzo-
watam hiperptaszczyzny, badatam automorfizmy. W tej pracy kontunuje pod-
jety temat produktu Segre, ale konkretnie dla dwdch przestrzeni Grassmanna
i badam hiperptaszczyzny w takim produkcie.

Sam produkt Segre to przeniesienie idei produktu prostego z algebry do
geometrii, gdzie sytuacja jest o tyle gorsza, ze mamy dwa zbiory: punktow
i prostych, a nie jedno uniwersum.

Przestrzenie Grassmanna, czasem zwane tez przestrzeniami pekéw, poja-
wiaja sie w literaturze do$¢ czesto, w roznych kontekstach. Na ogot tam gdzie
bada si¢ strukture podprzestrzeni zadanego wymiaru. W pracy korzystam z
klasycznej definicji przestrzeni Grassmanna, gdzie jako punkty bierze sie wta-
$nie wszystkie podprzestrzenie ustalonego wymiaru k w przestrzeni wekto-
rowej, natomiast prostymi sg peki takich podprzestrzeni. Z doktadnoscig do
izomorfizmu, pek podprzestrzeni to pek prostych przez punkt na ptaszczyz-
nie. Taki model analityczny nad przestrzenig wektorowa odpowiada modelowi
nad przestrzenia rzutowa i stad nazwa rzutowa przestrzen Grassmanna. Warto
w tym miejscu wspomnie¢ aksjomatyczny opis przestrzeni Grassmanna w [1]
oraz wszechstronne opracowanie w [4].

Prace zaczynam od wprowadzenia niezbednych definicji oraz ogdlnych wta-
snosci czedciowych przestrzeni prostych. Przyjmuje geometryczng definicje hi-
perptaszczyzny jako wlasciwej podprzestrzeni, ktéra przecina kazda prosta
(doktadniej: dotyka jednym punktem lub cata jest w niej zawarta). Wprowa-
dzam tutaj dwa kluczowe terminy wyrozniajac w ten sposob dwie klasy hi-
perptaszczyzn: kolczate oraz tuskowate. Hiperptaszczyzna jest kolczata, gdy z
kazdego jej punktu wychodzi prosta poza te hiperptaszczyzne. Natmiast hiper-
plaszczyzna jest tuskowata, gdy kazda prosta w niej lezaca jest bokiem trojkata
o wierzhotku poza ta hiperptaszczyzna. Te wtasnosci sa istotne, gdy usuwamy
hiperptaszczyzne i z tego co pozostato chcemy odzyska¢ cata wyjsciowa prze-
strzen. Usuwanie hiperptaszczyzny to klasyczna operacja w wyniku, ktérej z
przestrzeni rzutowej uzyskujemy przestrzen afiniczng.

W tej czesci podaje tez wlasnosci alternujacych form k-liniowych bo sa one
istotne w badaniu hiperptaszczyzn w przestrzeniach Grassmanna.
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Drugi rozdzial po$wigcony jest hiperptaszczyznom w przestrzeniach Gras-
smanna. Gdy wyjsciowa przestrzen wektorowa jest nad pierscieniem z dzie-
leniem, to kazda hiperptaszczyzna przestrzeni Grassmanna jest zbiorem tych
k-wymiarowych podprzestrzeni, ktére niezerowo przecinaja pewna podprze-
strzen kowymiaru k. Gdy natomiast mamy cialo to kazda hiperptaszczyzna
jest zbiorem k-wymiarowych podprzestrzeni ubijanych przez pewna alternu-
jaca forme k-liniowa.

W trzecim rozdziale przechodze do zasadniczego problemu postawionego
w tytule pracy. Podaje tutaj szereg przyktadow hiperptaszczyzn niezdegene-
rowanych, kolczatych i tuskowatych w produktach Segre dwoch przestrzeni
Grassmanna.



Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

1.1 Czesciowa przestrzen prostych

Zaczynamy od zdefiniowania podstawowego dla naszych dalszych rozwazan
pojecia (por. [2]).

Rozwazmy niepusty zbior S, ktorego elementy dalej bedziemy nazywaé
punktami oraz rodzine £ podzbioréw zbioru S, tzn. £ C 2°, ktérej elementy
bedziemy nazywaé prostymi. Méwimy, ze punkty a,b € S, sa wspétliniowe i
piszemy a ~ b, gdy istnieje prosta k € L, taka ze a,b € k. Prosta k przez
dwa rézne punkty a,b oznaczamy k = a,b. O prostych k,l € £ méwimy, ze
przecinajq sie, gdy istnieje punkt a € S, taki ze a € k, . Struktura A = (S, L)
jest czeSciowq przestrzeniq prostych jesli spelnia nastepujace warunki:

Al: na kazdej prostej leza co najmniej dwa punkty,

A2: przez dwa rézne punkty przechodzi co najwyzej jedna prosta.
Gdy 2 spetia dodatkowy warunek:

A3: przez kazde dwa punkty przechodzi prosta,

to wtedy o 2 mowimy, ze jest przestrzeniq prostych.

Definicja 1.1. Méwimy, ze podzbiér X C S jest podprzestrzenig w A, gdy
jest domkniety na prowadzenie prostych, to znaczy, ze dla dowolnej prostej
leLijesli INX]|>2,tol CX.

Definicja 1.2. Podprzestrzen X przestrzeni 2 jest mocna, gdy kazde dwa jej
punkty sg wspotliniowe.

Definicja 1.3. Méwimy, ze parami rézne punkty p,q,r € S tworza trojkqt
w 2, gdy sa parami wspoétliniowe i nie leza na jednej prostej. Taki trojkat
oznaczamy wOwCzas przez pqr.

Moéwimy tez, ze trzy parami rézne proste k,l,m € L tworza trojkat w A,
gdy parami przecinaja si¢ i nie przechodza przez jeden punkt. Wtedy taki
trojkat oznaczamy przez kim.
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Definicja 1.4. Zbior H C S nazywamy hiperplaszczyzng w A, gdy H jest
wlasciwg podprzestrzenia 2, ktora z kazda prosta w 2 ma punkt wspoélny.

7 powyzszej definicji wynika, ze:

Stwierdzenie 1.5. Zbior H jest hiperplaszczyzng w A wtedy 1 tylko wtedy,
gdy H jest wlasciwym podzbiorem w A, oraz dla kazdej prostej Il € L, albo
[l CH, albo [INH| = 1.

DowOD. =-: Niech [ € L. Poniewaz H jest hiperplaszczyzna, to z definicji H
jest wlasciwa podprzestrzenia taka ze [[NH| > 1. Mamy tutaj dwie mozliwosci:

albo [N H| > 2, albo [INH| = 1.

Skoro H jest podprzestrzeniag w 2, to w pierwszym przypadku mamy [ C K,
co koncezy te czes¢ dowodu.
< Musimy pokazac po pierwsze, ze H jest podprzestrzenia, a to oznacza, ze
H przecina kazda prosta.

Niech | € L. Zatézmy, ze [INH| > 2. Poniewaz albo I C H, albo [INH| =1,
wiec musi by¢ | C H. Zatem H jest podprzestrzenia.

Dla dowolnej prostej | € £ wiemy, ze [ C H lub [ N H| = 1. W obu
wypadkach mamy [ N H # ) co konczy dowdd. O

Gdyby w przestrzeni 2 byta okreslona funkcja wymiaru dla podprzestrze-
ni, to mozna by powiedzie¢, ze hiperptaszczyzna, to podprzestrzen kowymiaru
1, to znaczy, ze gdy wymiar calej przestrzeni 2 jest n, to wymiar hiperptasz-
czyzny jest n — 1.

Lemat 1.6. W przestrzeni prostych hiperplaszczyzna to maksymalna podprze-
strzen wtasciwa.

DowOD. Niech H bedzie hiperptaszczyzng w przestrzeni prostych 2 = (S, £).
Przypusémy, ze I nie jest podprzestrzenia maksymalna w 2, to znaczy, ze
istnieje podprzestrzen X w A taka, ze H C X C S.

Rysunek 1.1: Hiperptaszczyzna w przestrzeni prostych to maksymalna wtasci-
wa podprzestrzen.
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Zatem mamy
aeS\X oraz beX\H.

Zobaczmy, ze a # b, bo a nie jest w X, a b jest w X. W takim razie jest prosta
[ = a,b. Z definicji 1.4 prosta [ musi przecia¢ H, czyli mamy kolejny punkt
c € HNk. Wida¢, ze b # ¢ dlatego, ze b nie jest w H, a ¢ jest w H. Widzimy
tez, ze ¢ € X bo H C X. Skoro X jest podprzestrzenia i [l N X| > 2, wiec
musi by¢ [ C X. Ale to oznaczaloby, ze a € X i mamy sprzecznosc. O

Fragment hiperptaszczyzny w podstrukturze jest hiperptaszczyzna w tej
podstrukturze.

Fakt 1.7 ([5]). Niech Sy € S, Lo C{L € L: L C Sy}, oraz H bedzie hiper-
plaszezyzng w A. Jesli Sy € H, to H NSy jest hiperplaszczyzng w (So, Lo).

Definicja 1.8. Zbior punktow wspotliniowych z danym punktem a oznaczamy
lal. ={xr € S:a~x}. (1.1)

Czesciowa przestrzenia prostych A nazywamy przestrzenig gamma, gdy spetnia
ona nastepujacy warunek:

jeslia ¢ 1, to |[a]o N1 =0 Tub |[a]o N[ =1 Tub 1 C [a]..

Przy zatozeniu, ze 2 = (S, L) jest czeSciowa przestrzenia prostych, mamy
nastepujace definicje:

Definicja 1.9. Zbiér punktow X jest kolczaty w A wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego a € X istnieje takie b & X, ze a ~ b.

Definicja 1.10. Zbiér punktow X jest fuskowaty w A wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej prostej | C X istnieje takie b € S\ X, ze [ C [b]. (intuicyjnie:
[ razem z b rozpina plaszczyzne).

Fakt 1.11 ([5]). Jesli A jest przestrzeniq prostych i X C S, to X jest zbiorem
tuskowatym 1 kolczatym.

Fakt 1.12 ([5]). Luskowata hiperplaszczyzna w czesciowej przestrzeni prostych
bez punktow izolowanych jest kolczata.

DowoOD. Niech 9 = (S, L) bedzie czeSciowa przestrzenia prostych bez punk-
tow izolowanych, a H niech bedzie tuskowata hiperptaszczyzna w 9. Zalézmy,
ze H nie jest kolczata. Istnieje wtedy taki punkt a € H, ze [a|. C H. Sko-
ro w 2 nie ma punktéw izolowanych, wezmy prosta [ przez a. Jesli | € H,
to mamy punkt b € S\ H lezacy na [ razem z a. To daje sprzecznosé, bo
[a]. € H. Jedli natomiast [ C H, to poniewaz przestrzen H jest tuskowata,
wiec istnieje punkt b € S\ H taki, ze | C [b]... Znowu mamy sprzecznosé¢, bo
w szezegdlnosei a € [b]. O
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1.2 Produkt Segre

Definicja 1.13. Niech M; = (S;, £;) dlai = 1,2, beda czeSciowymi przestrze-
niami prostych. Oznaczmy

S =51 X Sy, (1.2)
Gy = {ls x {z2} : lh € L1, 73 € Sa, (1.3)
Gy = {{a1} x by 121 € S1,1r € Ls}, (1.4)
G:=G UG, (1.5)

Strukture
M =Ny @My = (5,G)

nazywamy produktem Segre przestrzeni Ity i M.

Twierdzenie 1.14 ([7]). Punkty a = (a1,a2), b = (by,ba), ¢ = (c1,¢2) s¢
wierzchotkami trogkgta w produkcie Segre M wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) albo a; = by = ¢y @ wtedy boki tego tréjkqta to:

a’>b:{a1} Xa23b27 b>C:{a'l} Xb2ac2a aaC:{al} X Qg, C2,

(ii) albo ay = by = ¢y 1 witedy boki tego tréjkqta to:

a,b=ay,by x{as}, b,c =by,c1 X {as}, a,c=cy,a; X {as}.

Na podstawie powyzszego twierdzenia mozna powiedzie¢, ze trojkat w pro-
dukcie Segre to trojkat na jednej ze wspotrzednych tego produktu, a na drugiej
jest jeden punkt. Dzieki tej obserwacji, z twierdzenia 1.14 wynika nastepujacy
fakt.

Fakt 1.15. Niechl € G i a = (aj,a2) € S. JeSlil C [a]~ ia &, to
(i) albo l = {ar} x Iy ily C las]~ dla pewnej prostej ly € Lo,

(ii) albo l =1; x{as} i 1y C |ay]~ dla pewnej prostej l; € L;.

DowOD. Aby uzasadnié¢ to stwierdzenie wezmy dwa dowolne, byle rézne,
punkty b,c € I. Gdy | C [a]~ i a ¢ | to mamy trbjkat o wierzchotkach a, b, c.
Teraz wystarczy uzy¢ twierdzenie 1.14. O

Dla a = (ay,a2) € S oraz hiperptaszczyzny H w 9 bedziemy pisaé:

H = {2, € 8 ¢ (w1, a0) € HY, (1.6)
HY = {2y € Sy ¢ (ar, 22) € HY. (1.7)

W pracy [7] zostalo udowodnione nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 1.16 ([7]). Niech H C S. Zbior H jest hiperplaszczyzng w M
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(i) dla kazdego a € S orazi € {1,2} albo f}CZ[-a] jest hiperplaszczyzng w M
albo H!™ = 5.,

(i) H#£S xSy =25,

Przykltad 1.17. Niech Hy = (57 x Hy) U(H; x Sy), gdzie H; jest hiperplasz-
czyzng w M;, ¢ = 1,2. Sprawdzimy, czy Hy jest hiperptaszczyzna. Niech k
bedzie dowolng prosta z 9. Mamy wiec dwie mozliwosci:

k= k’l X {&2} albo k= {al} X k’g,

gdzie ki, € £1, as € SQ albo a; € Sl, ko € £2.
Rozpatrzmy pierwszy przypadek. Zgodnie z definicjg 1.4 przeciecie k i Hy
powinno by¢ niepuste, czyli kN Hy # (). Zweryfikujmy to

kO Ha = (b x {az}) N0 ((S1 x Ha) U (Hy x Sy)) =
((ky x {az}) N (S1 x Ha)) U ((ky x {a2}) N (H1 x S)) =
(k1 x ({az} N H2)) U (k1 NH1) x {az}).

Przekréj {as} N Hy moze byé pusty, gdy as ¢ Ho, ale poniewaz H; jest hi-
perplaszczyzng w 9y 1 ki jest prosta w My, to ky N H; # 0 zgodnie z de-
finicja hiperptaszczyzny. Doktadniej, bedziemy mieli albo kN H; = ky, albo
kN H, = {a;} dla pewnego a; € S;. Ostatecznie k N Hy # 0, co oznacza,
ze Hy jest hiperptaszezyzna w 9. W drugim przypadku, gdy k& = {a;} x ko
rozumowanie jest analogiczne.

Definicja 1.18. Méwimy, ze hiperptaszczyzna H w produkcie Segre I jest
niezdegenerowana, gdy dla kazdego a € S, J—C[la] oraz J—C[Qa] sg hiperptaszczyzna-
mi odpowiednio Mty i M.

Przyktad 1.19. Hiperptaszczyzna Hy z przyktadu 1.17 jest zdegenerowana.
Dla sprawdzenia wezmy b € S takie, aby b; € H;. Wtedy

{b1} xSy C Hy x Sy C Hy,

czyli HY = 3,
Lemat 1.20 ([5]). Hiperplaszczyzna Hy nie jest kolczata.

DowOD. Wezmy punkt a € S taki, ze a; € Hy, ay € Hy. Z tego mamy a € H.
WeZzmy punkt b € S wspotliniowy z a. Tak wiec b bedzie postaci (aq, by), gdzie
ay ~ by, albo postaci (by,as), gdzie a; ~ by. W obu przypadkach b € H bo
{a1} x Sy C H oraz S; x {as} € H. Zatem H nie jest kolczata. O
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Stwierdzenie 1.21 ([5]). Niech H bedzie hiperplaszczyzng w 9.

(i) Zalozmy, ze hiperplaszczyzna H jest niezdegenerowana. Wowczas H

jest tuskowata wtedy i tylko wtedy, gdy J-CZM jest tuskowatq hiperplaszczyzng w
M, dla wszystkich a € S orazi=1,2.

(ii) Jesli dla kazdego a € S istnieje takie i € {1,2}, Ze J-CZM jest kolczatq
hiperptaszczyzng w OM;, to hiperplaszczyzna H jest kolczata.

DowOD. Ad.(i)
=: Zakladamy, ze hiperptaszczyzna H jest tuskowata. Wezmy dowolny punkt
a € S, powiedzmy, ze a = (a1, az). Z niezdegenerowania H wynika, ze f}Cla] jest
hiperptaszczyzna w 9. Niech [; bedzie prostg w }C[la]. Wtedy [ :=1; X {as}
jest prosta w 9 zgodnie z (1.3). Poniewaz hiperplaszczyzna H jest tuskowata,
wiec z 1.10 istnieje punkt b € S\ H taki, ze [ C [b].. Ale b = (b1, be) i na mocy
1.15 mamy [; C [b1]~ oraz by = ay. Zatem J{[la} jest tuskowata w 901;.

Dla i = 2 ta cze$¢ dowodu biegnie tak samo.

< : Teraz zaktadamy, ze }Cz[a] jest tuskowatg hiperptaszczyzng w 91, dla
dowolnego a € S oraz i = 1,2. Rozwazmy prosta [ zawarta w JH. Powiedzmy;,
ze l € Gy, czyli | = I} x {ag} dla pewnej prostej i1 z My oraz punktu ay z
M,. Zauwazmy, ze [, C }CQ“], gdzie a = (ay,az) dla dowolnego a; € S;. Z
tuskowatosci J-C[la} istnieje punkt b, € S; \J-C[f”} taki, ze I C [by]~. Widac,
ze kazdy punkt prostej 1 x {as} jest wspoiliniowy z punktem (by,ay) oraz
(b1, aq) ¢ H. To oznacza, ze hiperplaszezyzna H jest tuskowata.

Gdy [ € Gy dowodd przebiega podobnie.

Ad.(ii)
Mamy pokazaé, ze hiperptaszczyzna H jest kolczata. Wezmy wiec dowolny
punkt a = (ar,as) € H. Z zatozenia mamy i € {1,2} takie, ze H jest
kolczata hiperptaszczyzna w 91;. To znaczy, ze istnieje punkt b; € Si\ﬂ'fl[a} taki,
ze a; ~ b;, bo a; € J—C,[a]. Tak wiec punkt (by,as) lub (aq,by) jest wspotliniowy
z a i nie lezy na H, co nalezato pokazac. O

7 uwagi na fakt 1.12 mamy nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.22 ([5]). Niech 0y, My bedg przestrzeniami prostych, a H hiper-
ptaszczyzng w M.

(i) Hiperplaszczyzna H jest tuskowata wtedy i tylko wtedy, gdy H jest
niezdegenerowana.

(ii) Jesli dla kaidego a € S istnicje takie i € {1,2}, se H jest hiper-
plaszczyzng w M, to hiperplaszczyzna I jest kolczata.

Lemat 1.23 ([5]). Zdegenerowana hiperplaszczyzna w M nie jest tuskowata.

DowOD. Niech H bedzie zdegenerowana hiperﬁ)laszczyzn@ w produkcie Segre
M. Wtedy istnieja takie a ii € {1,2}, ze H = 5, co oznacza, 7e {a1} x

7
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S, 51 X {az} € H. Gy wezniemy [ € Lo, to wtedy prosta L = {a1} X Iy € H
oraz, gdy wezniemy [ € Ly, to prosta L = [; x {as} € H. W pierwszym
przypadku z twierdzenia 1.14 o trojacie w 91 wiemy, ze trojkat, ktérego jednym
z bokow jest prosta L, musi leze¢ w {a; } x 5. Natomiast w drugim przypadku
taki trojkat lezy w S; x {as}. W obu przypadkach nie ma punktu na zewnatrz
H, ktory moze by¢ wierzchotkiem tego trojkata. O

1.3 Przestrzen rzutowa

Niech V' bedzie n-wymiarowsa przestrzenia wektorowa nad pierscieniem z dzie-
leniem F'. Przez Sub(V') oznaczamy rodzine wszystkich podprzestrzeni prze-
strzeni V. Gdy 0 < k < n, to przez Suby (V') rozumiemy zbiér wszystkich
k-wymiarowych podprzestrzeni V.

Wtedy struktura incydencyjna
P(V) = (Sub(V), Suby(V), ©), (1.8)

w ktorej punktami sa 1-wymiarowe podprzestrzenie, a prostymi sg 2-wymiarowe
podprzestrzenie V', to jest przestrzen rzutowa.

1.4 Przestrzen Grassmanna
Definicja 1.24. Jedli 0 < k < n, B € Suby1(V) i H € Subg_1(B), to zbidr:
P(H,B) ={U € Suby(V): H C U C B} (1.9)

nazywamy k-pekiem o wierzchotku H i podstawie B. Zbior wszystkich takich
pekow przy ustalonym k oznaczamy przez Py (V). Geometrie, ktorej punkta-
mi sa k-wymiarowe podprzestrzenie V', a prostymi k-peki nazywamy rzutowg
przestrzeniq Grassmanna indeksu k nad V' i oznaczamy

P(V) = (Subx(V), Pu(V)). (1.10)

Aksjomatyczne ujecie przestrzeni Grassmanna mozna znalez¢é w [1], nato-
miast szereg wlasnosci tej geometrii w [4].

Gdy k=11ub k=n—1, to Pi(V) jest przestrzenia rzutowa.

Zanotujmy ogoélny, aczkolwiek uzyteczny fakt z algebry liniowe;j.

Lemat 1.25. Jesli U W € Subg(V) : UNW € Subg_,,(V) wtedy i tylko
wtedy, gdy U + W € Subgi, (V).

DowOD. 7 algebry liniowej znany jest wzor

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W). (1.11)
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=: Gdy dim(UNW) =k —m, to z (1.11) mamy dim(U + W) = k + m.
<: Natomiast, gdy dim(U + W) = k + m, to wtedy ze wzoru (1.11) mamy
dim(UNW) =k —m. O

W oparciu o definicje 1.24 oraz [8] podamy teraz kilka istotnych wlasnosci
przestrzeni Grassmanna.

Fakt 1.26. Niech U,W bedg roinymi punktami w przestrzeni Grassmanna
P, (V). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) punkty U,W sq wspotliniowe w Py(V),

(2) dm(UNW)=Fk—1,

(3) dim(U+W)=Fk+1.
Fakt 1.27. Niech p bedzie prostg w przestrzeni Grassmanna Py(V') i niech
Uy, Uy bedq roznyma punktami z prostej p. Wowczas:

(i) p=P(H, B) dla pewnych H € Suby,_1(V) i B € Suby1(V) takich, ze

H C B,

(ii) Uy = H®(u1), Uy = H®(us) dla pewnych wektorow uy, us € V' takich,
e B=H & (u1,us), oraz

(iii) dla dowolnego U € p mamy U = H @ (qjuy + asus), dla pewnych
skalarow aq, s € F'.

Fakt 1.28. Niech Uy, Uy, U bedg wierzchotkami trojkgta w przestrzeni Gras-
smanna Pk(V) Wtedy UlﬂUgﬂUg € Subk_l(V) lub U1—|—U2—|—U3 S Suka(V).

Zilustrujemy przyktad trojkata o wierzchotkach Uy, Us, Us w przestrzeni
Grassmanna P(V). Niech p = P(Hy, By), ¢ = P(Hy, By), r = P(Hj, Bs).
Pierwszy przypadek, gdy B; = By = Bjs i wierzcholki peku sg parami rézne
# (Hy, Ho, H3).

Rysunek 1.2: Trojkat typu uktad w przestrzeni Grassmanna.
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Drugi przypadek, gdy Hy = Hy = Hjs i podstawy peku sa parami rézne
;é (B17 B27 B3)

B,

Rysunek 1.3: Trojkat typu gwiazda w przestrzeni Grassmanna.

1.4.1 Podprzestrzenie odcinkowe

Definicja 1.29. Moéwimy, ze podprzestrzen X w przestrzeni Grassmanna
P (V) jest podprzestrzeniq odcinkowq, gdy istnieja Z,Y € Sub(V) takie, ze

X =1[2Y],={UeSub,(V): ZCUCY}.

Podprzestrzenie odcinkowe i tylko takie maja strukture przestrzeni Gras-
smanna.

Fakt 1.30 (]9, Tw. 2.6]). Podprzestrzen odcinkowa [Z,Y ], w Py(V) jest z
doktadnosciq do izomorfizmu przestrzeniq Grassmanna Py_qimz)(Y/Z). Jesli
podprzestrzen X w P(V') jest izomorficzna z przestrzenig Grassmanna, to X
jest podprzestrzenig odcinkowg.

Fakt 1.31. Dla dowolnych Zy, Z5,Y1,Ys € Sub(V) mamy réwno$é

[Z1, Y1)k N [Za, Yali = [Z1 + Z2, Y1 N Yoy

1.4.2 Gwiazdy i uklady
Niech H € Suby_1(V) i B € Subg1(V). Wtedy

S(H) ={U € Suby : H C U} nazywamy gwiazda,
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T(B) ={U € Suby, : U C B} nazywamy uktadem.

Zauwazmy, ze

S(H) = [H, V], (1.12)

oraz

T(B) = [©, B;. (1.13)
Tak wiec gwiazdy i uktady, to specyficzne podprzestrzenie odcinkowe w Py (V).

Fakt 1.32.
(1) Gdy Hl,Hg c Subk_l(V), H1 7A Hg 1 S(Hl) N S(Hg) 7A @, to

S(Hy) N S(Hy) = {H, + Ha}.

(11) Gdy Bl, Bg c Subk+1(V), Bl §£ B2 ZT(Bl) N T(Bg) # @, to

(i) Gdy S(H)NT(B) #0, to S(H) NT(B) = p(H, B).

Fakt 1.33. Zbior X jest maksymalng mocng podprzestrzenig w Py(V'), wtedy
i tylko wtedy, gdy X = S(H) dla pewnego H € Suby_1(V) lub X = T(B) dla
pewnego B € Suby1(V).

Skoro gwiazda S(H) jest postaci [H, V] zgodnie z (1.12), wiec z faktu 1.30
mamy S(H) = P(V/H), czyli S(H) ma strukture przestrzeni rzutowej. Ana-
logicznie dla uktadéw. Z (1.13) i faktu 1.30 mamy T(B) = Py (B). Poniewaz
kazda mocng podrzestrzen mozna rozszerzy¢ do maksymalnej mocnej pod-
przestrzeni, wiec na mocy 1.33 mozemy zanotowaé nastepujace twierdzenie.

Fakt 1.34. Mocna podprzestrzen w Py(V) ma strukture przestrzeni rzutowey.

1.5 Formy poéltoraliniowe i dwuliniowe

Definicja 1.35. Niech f bedzie niezerowym odwzorowaniem przestrzeni wek-
torowej V' nad pierscieniem z dzieleniem F w przestrzen wektorowa V' nad
pierscieniem z dzieleniem F’. Odwzorowanie f jest potliniowe, jesli istnieje taki
izomorfizm o : F' — F’, ktory dla dowolnych wektoréow u,w € V oraz A € F
spelnia warunki:

(i) flu+w) = fu)+ flw);
(i) f(du) = a(A)f(u).
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W pierécieniu z dzieleniem F mozna mowié¢ o anty-automorfizmach, to
znaczy o automorfizmach o : F' — F takich, ze:

o(ab) = o(b)o(a)
dla wszystkich a,b € F'.

Definicja 1.36. Niech F' bedzie pierscieniem z dzieleniem, a ¢ anty-auto-
morfizmem F' oraz V przestrzenia wektorowa nad F. Pdéttoraliniowq formg
wzgledem o na V jest takie odwzorowanie £ : V X V — F ze:

(i) f(u+w,v) :S(u>v)+€(wav);
(ii) f(u,w+v) - €(u>w) —|—§(u,v);
(iil) &(Au, w) = X(u, w);

(iv) &(u, pw) = &§(u, w)o(p)
dla wszystkich u,w,v € V' i dla wszystkich A\, u € F.

Nazwa poéttoraliniowa dlatego, ze & jest liniowa na pierwszej wspotrzednej,
a na drugiej pétliniowa. Forma dwuliniowa jest formg péttoraliniowa dla o =
id. Forma dwuliniowa jest liniowa na obu wspotrzednych.

Niech ¢ : V x V — F bedzie forma pottoraliniowa.

Gdy &(z,y) = £(y,x) dla kazdego x,y € V, to méwimy, ze forma & jest
symetryczna.

Gdy &(x,y) = —£(y,x) dla kazdego z,y € V, to méwimy, ze forma & jest
alternujgca.

Gdy &(z,y) = 0 = £(y,x) = 0 dla kazdego x,y € V, to méwimy, ze forma ¢
jest refleksywna.

Gdy &(z,z) = 0, dla kazdego z, € V', to méwimy, ze forma & jest symplek-
tyczna.

Niech ¢ bedzie refleksywna forma poéttoraliniowa. Mowimy, ze wektory z,y € V
sa ortogonalne i piszemy x L y, gdy £(x,y) = 0. Gdy &(x,z) = 0, to wektor x
jest prostopadty sam do siebie, czyli izotropowy. Natomiast dla podprzestrzeni
U W wV piszemy U L W wtedy i tylko wtedy, gdy &(u, w) = 0 dla wszystkich
u € U iw e W. Analogicznie, gdy U L U, to méwimy, ze podprzestrzen U
jest izotropowa. Zbiér wszystkich podprzestrzeni izotropowych, to kwadryka:

Q) ={U eSub(V):U LU}, Qi(§) = Q) N Suby(V).

Zbior wszystkich wektoréw prostopadtych do ustalonej podprzestrzeni U, to
jej ortouzupelnienie:

Ut = {2z eV :&,u) =0 dla wszystkich u € U}.
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Fakt 1.37. Dla podprzestrzeni U, W, B przestrzeni V- mamy:
(i) U LW wtedy i tylko wtedy, gdy U C W+;
(ii) jesli U LU oraz W CU to W L W;
(iii) jesliU L. B i W C B toU L W;
() jesli U;W C B oraz B L B toU L W;
(v) B L (U+W) wtedy i tylko wtedy, gdy B L. U i B L W;
(vi) jesli U CW to W+ C UL;
(vii) U C (U+)*;
(viii) (U + W)t =U+nWw+;
(iz) (UNW)+ D UL +WH;
(z) jesli U C W+ to W C U+,

(zi) dla B=U+W mamy B L B wtedy i tylko wtedy, gdy U L U, W L W
oraz U L W.

Forma & jest zdegenerowana, gdy istnieje niezerowy wektor x € V taki,
ze x L V. Gdy przestrzen wektorowa V ma skonczony wymiar n, to dla
niezdegenerowanej formy £ zachodzi wzor

dim(U~) = dim(V) — dim(U). (1.14)

Przy ustalonej bazie ey, es,..., e, w przestrzeni V, dla formy £ mozemy
wyznaczy¢ jej macierz w nastepujacy sposob:

5(61,61) 5(61,62) §(el,en)
5(62,61) 5(62,62) §(eg,en)

E(en,e1) Elen,ea) ... Elen,en)
Przyktad 1.38. Niech odwzorowanie ¢: R? x R? — R bedzie zadane wzorem
¢((a1, a2), (b1, b2)) = arby — ashy. (1.15)
Takie ¢ to alternujgca forma dwuliniowa. Wezmy
er = (1,0), es = (0,1),
czyli baze R? = (ey, e5). Obliczajac kolejno:
Eler,e1) =0, &(er,en) =1, &(eg,e1) =—1, &(eg,e9) =0

otrzymujemy macierz naszej formy ¢ w ustalonej bazie:

Sl
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Przyktad 1.39. Gdyby wzor (1.15) wygladal tak:
5((a17 as), (by, 52)) = a1by + azby

przy tych samych zalozeniach mielibyémy iloczyn skalarny w R? o macierzy

jak ponizej:
10
0 1|°

1.6 Formy wieloliniowe

Definicja 1.40. Niech F' bedzie ciatem i V przestrzenia wektorowa nad F'. Od-
wzorowanie £: VF — F jest formq wieloliniowq (doktadniej: formg k-liniowq)
na V', gdy & jest przeksztatceniem liniowym na kazdej wspotrzednej.

Podobnie jak dla formy dwuliniowe]j tak i dla formy wieloliniowej mozna
wyznaczy¢ jej macierz, gdy ustalona jest baza przestrzeni V. Niech ta baza to
€1,€9,...,6,. Wtedy macierz formy k-liniowej & to:

{g(eil, Ciny -+ - s eik)}

1< 22,0 <N

Mowimy, ze k-liniowa forma & na V' jest alternujgca, gdy dla1 <@ < j <k
mamy

E(@r, oy Xy mg) = —E(T1, o Ty Ty, D).

Przyklad 1.41. Rozwazamy odwzorowanie &: R?® x R?® x R* — R zadane
wzorem:

g((al, ag, Clg), (bl, bg, bg), (Cl7 Ca, 03)) =

a1b203 - &1[)302 + agbgcl — &2[)103 + agblcg — agbgcl. (116)
Jest to alternujaca forma 3-liniowa. Wezmy baze
er =(1,0,0),  es=(0,1,0). e3=(0,0,1)

w R3. Zobaczmy jak bedzie wyglada¢ macierz formy £ w tej bazie. Jest to
macierz 3 X 3 X 3, wiec przedstawimy ja ,,po kawatku, pigtrami”.
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5(', g 61) €1 €2 €3
e1 0 0 0
€9 0 0 1
€3 0 —1 0
5(', g 62) €1 €3 €3
€1 0 0 -1
e 0 O 0
€3 1 0 0
5(','763) €1 €2 €3
€1 0 1 0
€9 -1 0 0
es3 0O 0 O

Tabela 1.1: Macierz alternujacej formy 3-liniowej & w bazie e, e3, e3 na R3 w
formie tabularycznej.

Niech dalej ¢ bedzie alternujaca forma k-liniowa na V. Méwi sie, ze forma
¢ ubija podprzestrzen U € Sub(V), gdy &(uy,...,u;) = 0 dla dowolnych
wektorow uq,...,u, € U.

Lemat 1.42. Niech uy,...,u, € V. Jesli u; = au; dla pewnych 1 <1< j <k
oraz a € F, to &(uy, ..., ux) = 0.

DowOD. Zauwazmy, ze dla dowolnego o € F mamy

Q&(Upy ooy Uiy o Uiy ey U) = E(Uny ooy Uy ey QUG o Ug) =
E(Uny oy Uy oo oy Uy ey Ug) = —E(Uny oy Uy ey Uy e, Ug) =
—&(Uny ey QU e Uy Ug) = —QE (U, e Uy ey Uy e U).

Gdy a = 0, to od razu mamy &(us,...,u;) = 0. Gdy natomiast o # 0, to
mozemy podzieli¢ obie strony powyzszej rownosci przez « i dostajemy

E(Uty oy Uy e Uy ey Ug) = —E (UL, e Uy ey Wiy e oy U),
a wiec E(Up, ..y Upy ooy Uy .oy uy) = 0, czyli (ug, ... ug) = 0. O
Lemat 1.43. Jezeli uy,...,ux € V sq liniowo zalezne, to {(uq, ..., u) = 0.

DowoOD. Skoro wektory sg liniowo zalezne, to bez zmniejszenia ogdlnosci mo-
zemy przyjac, ze
Up = O U] + QU + ++ - + Q1 UK—1
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dla pewnych oy, as, ..., a1 € F. Wtedy

E(ur,ug, ... up) = E(ur, ug, . .., Up—1, Uy + Qg + -+ - + Q1 Up—1) =
f(ul, Uy« ..y Ug—1, alul)
+ &(ur, ug, - ., Up—1, Q2U3)
+ &(ur, ug, - Up—1, Q1 Up—1 ).
Z lematu 1.42 wynika, ze {(uq, us, ..., ux) = 0. O

Powyzsze dwa lematy sg do$¢ wazne dla alternujacych form k-liniowych,
gdy bedziemy mowi¢ o przestrzeniach Grassmanna. Po pierwsze, lemat 1.43
mowi, ze forma & zawsze ubija podprzestrzen U, gdy dim(U) < k. Po drugie,
aby sprawdzi¢, czy forma £ ubija podprzestrzen U czy nie, warto braé tylko k
wektoréw liniowo niezaleznych.

W [6] powiedziane jest, ze gdy mamy k-wymiarowa podprzestrzen U oraz
E(uq,...,up) = 0 dla jakiej$s bazy uq,...,ux w U, to £ zeruje sie na kazdej
bazie U. Wtedy & zeruje sie na kazdym ukladzie k wektoréw z U, innymi
stowy forma & ubija U.

Forma k-liniowa & jest zerowa, gdy &(uq,...,ur) = 0 dla dowolnych wek-
torow uy, ..., u € V. Alternujaca forma k-liniowa jest niezerowa, gdy istnieje
k-wymiarowa podprzestrzen U € Subg(V), ktérej ta forma nie ubija.

Mozemy zdefiniowa¢ radykat formy k-liniowej, ktory wyraza sie nastepu-
jaco:

Rad(¢) = {v eV:&(v,ve,...,05_1,v) =0dla vy, ve,..., 001 € V}. (1.17)

Jest to uogdlnienie definicji radykatu formy dwuliniowej, czy péttoraliniowe;j.



Rozdziat 2

Hiperptaszczyzny w przestrzeni
Grassmanna

Niech F' bedzie pierscieniem z dzieleniem i niech V' bedzie przestrzenig wek-
torowa nad F'. Zakladamy, ze dim(V) = n < oo. Posta¢ hiperplaszczyzny w
przestrzeni Grassmanna Py (V) zalezy od tego czy F' jest ciatem, czy tylko
pierscieniem z dzieleniem.

2.1 Hiperplaszczyzny geometryczne

Rozwazmy na poczatku sytuacje, gdy F' jest pierécieniem z dzieleniem i nie-
koniecznie jest cialem. Niech W € Sub(V'). Bardzo wazny w dalszych rozwa-
zaniach bedzie zbior

H(W) = {U € Suby(V): UnW # 6}. (2.1)

Lemat 2.1. Jesli W € Sub,,_(V) dla 0 < k < n, to H(W) jest podprzestrze-
nig Pr(V') oraz kazda prosta z Py(V') przecina H(W).

DowOD. Niech W € Sub,,_1(V). Zaczniemy od pokazania, ze kazda prosta
przecina H(W). Wezmy dowolna prosta p = P(H, B) w Py(V) dla pewnych
B € Suby (V) i H € Subg_1(B). Musi zachodzi¢ p N H(W) # . Wiemy,
ze dim(B) = k+ 11 dim(W) = n — k. Ze wzoru (1.11) oraz z tego, ze
dim(B+W) < n wynika, ze dim(BNW) > 1. Czyli istnieje wektor w € BNW
taki, ze w # 0. Mamy dim(H + (w)) = k—1, gdy w € H i dim(H + (w)) = k,
gdy w & H.
W pierwszym przypadku dla dowolnego punktu U z prostej p czyli takiego,
ze HC U C B, mamy w € U. Zatem kazdy punkt z p niezerowo przecina W,
czyli p C H(W).
W drugim przypadku wezmy U := H + (w). Zauwazmy, ze H C U C B. To
oznacza, ze U € p. Z drugiej strony U N W # ©, wiec p N H(W') # 0.

Aby dowiesé, ze H (W) jest podprzestrzenia w Py(V) wezmy dowolna pro-
sta p = P(H, B) z Pr(V) i zalézmy, ze |p N H(W)| > 2. Zatem mamy takie

18



KLASY HIPERPLASZCZYZN W PRODUKTACH SEGRE... 19

U,Uyep, ze UyNW #06, Uy NW # O i Uy # Uy. Pek p mozemy wyobrazié
sobie jako zbior wszystkich prostych przez punkt H na ptaszczyznie B.

U,

w2

Rysunek 2.1: Pek prostych o wierzchotku H na ptaszczyznie rzutowej B z
ustalong podprzestrzenia W. Albo przestrzen W przecina H, abo nie przecina.

W tej interpretacji Uy, U, to proste z tego zbioru, a W to podprzestrzen
jako$ przecingjaca plaszczyzne B. Istotne jest jak W lezy wzgledem H. Albo
H przecina W, albo nie. Na B mamy dwa punkty wy, wy takie, ze w; € U;NW |
1 =1,2. Jesli w; = wy jest punktem wspolnym Uy i Uy, czyli gdy wy = wy = H,
to wszystkie proste z peku p przecinaja W. W przeciwnym razie mamy prosta
wy, we zawarta w W i lezaca na B. Na plaszczyznie rzutowej B kazda prosta z

peku p przecina prosta w, wy. Tym samym p C H(W), co konezy dowod. [
Udowodniliémy wtlasnie wazny fakt znany tez z literatury [3].

Stwierdzenie 2.2. Jesli W € Sub,_(V), to H(W) jest hiperplaszczyzng
w przestrzeni P(V).

W pracy [3] udowodnione jest, ze o ile I nie jest ciatem, to kazda hiper-
plaszcezyzna w Py (V) jest postaci H(W).

Twierdzenie 2.3 ([3]). Jesli F' nie jest ciatem i H jest hiperplaszczyzng w
Pi(V), to H = H(W) dla pewnego W € Sub,,_¢(V).

Przyktad 2.4. Niech dim(V) = 41 k = 2. W zasadzie badamy przestrzen
Grassmanna Py(V). Wowczas P = P (V) to 3-wymiarowa przestrzeil rzutowa
zdefiniowana w (1.8).
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Wezmy W € Suby (V). Podprzestrzenn W w P, to prosta. Rozwazmy defi-
nicje (2.1). Wowczas H(W) w P, to zbidr wszystkich prostych przecinajacych
ustalong wczesniej prosta W, ktéra dalej nazywamy osig. Zbior H(W) jest
hiperptaszczyzng w Po(V) i w P nazywamy ja kompleksem liniowym.

Lemat 2.5. Niech W bedzie podprzestrzeniqg kowymiaru k w V oraz niech
2 <k <n—2 Jesli U € Subg(V) i dim(U; N W) > 2, to dla kazdego
U, € Suby (V) takiego, ze Uy ~ Uy mamy Us € H(W).

DowOD. Wezmy U; € Suby(V) takie, ze dim(U; N W) > 2. Zatem U; €
H(W). Niech U, € Subg (V') bedzie jakimkolwiek punktem Py (V') byle wsp6t-
liniowym z Uj i r6znym od U;. Wowcezas dim(U; NUs) = k — 1. To oznacza, ze
UyNUsy jest hiperplaszezyzng w Uy . Zauwazmy, ze w Uy (tzn. ograniczajac sie do
Uy ) skoro Uy NW jest podprzestrzenia wymiaru 2 lub wiecej, to musi przecinaé
hiperptaszczyzne Uy NUs nietrywialnie. Dokladniej: dim(U;NWNU;NU,) > 1,
a poniewaz mamy rowniez

UONWnUNU,=U,N0NW CUNW,
wiec dim(U, N W) > 1. Stad U, € H(W). O

Stwierdzenie 2.6. Niech W bedzie podprzestrzeniq kowymiaru k w V.

(i) Jeslik =1 1lubk =n—1, czyli gdy Pr(V') jest przestrzeniq rzutowq,
to H(W) jest kolczatq hiperplaszcezyzng w Pr(V).

(il) Jesli 2 < k < n—2, czyli gdy Pr(V') nie jest przestrzeniq rzutowgq, to
hiperplaszczyzna H(W') nigdy nie jest kolczata w Py(V).

DowOD. Ad. (i). Gdy Py(V) jest przestrzenia rzutowa to kazdy punkt na
hiperptaszczyznie jest wspotliniowy z kazdym punktem poza nig.

Ad. (ii). Wezmy U; € Suby (V) takie, ze dim(U; N W) > 2. Pozwalaja nam
na to przyjete zatozenia o k. Z lematu 2.5 H (W) nie moze by¢ kolczate. I

Whniosek 2.7. Gdy F jest cialem, to nie wszystkie hiperptaszczyzny sq kol-
czate, bo z 2.6 wynika,zZe hiperplaszyzny postaci H(W') nie sq kolczate.

Stwierdzenie 2.8. Niech W bedzie podprzestrzenig kowymiaru k w V.
(i) JeSli k=1 1lub k=n—1, czyli gdy Pr(V) jest przestrzeniq rzutowg,
to H(W) jest tuskowatq hiperplaszczyzng w Pr(V).

(il) Jesli 2 < k < n—2, czyli gdy Pr(V') nie jest przestrzeniq rzutowgq, to
hiperplaszczyzna H(W) nigdy nie jest tuskowata w P(V').

Dowo6Dp. Ad. (i). Gdy Pg(V) jest przestrzenia rzutowa to kazda prosta na
hiperptaszczyznie mozemy rozszerzy¢ do ptaszczyzny zawierajacej punkt spoza
tej hiperptaszczyzny.
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Ad. (ii). Wezmy U, takie, ze dim(U; N W) > 2. Wéwcezas mamy liniowo
niezalezne wektory wy, wy € Uy N Ws. Dobieramy prosta p przez Uy, taka aby
p C H(W). Wezmy H € Suby_1(U;) taka, ze wy € H.

Wtedy dim(H NW) > 1. Wezmy poza tym B € Suby1(V) takie, ze Uy C B.
Mamy prosta p = P(H, B), na ktorej lezy punkt U;. Poniewaz dim(H NW) >
1,todlaU € p mamy dim(UNW) > 1, co oznacza, ze p C H(W). Z lematu 2.5
wszystkie punkty wspo6tliniowe z U; leza na hiperptaszezyznie H(W). Zatem
H(W) w tym wypadku nie moze by¢ tuskowata zgodnie z definicja 1.10. O

2.2 Hiperplaszczyzny analityczne

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy F' jest ciatem charakterystyki roznej od 2. Dla
k-liniowej formy alternujacej £ okreslimy nastepujacy zbior

H(E) = {U € Subp(V): (s, ... up) =0 dlawy,...,up €U}, (22)

czyli zbidr tych k-wymiarowych podprzestrzeni V| ktére sa ubijane przez forme

.

Stwierdzenie 2.9. Jesli £ jest niezerowq alternujgcg formq k-liniowq, to
H(E) jest hiperplaszczyzng w Pp(V).

DowOD. Trzeba na poczatku sprawdzi¢, czy H(E) jest podprzestrzenia w
P.(V). Wezmy w tym celu prosta p z Pi(V) taka, ze [pNH(E)| > 2. Za-
tem na p sa (przynajmniej) dwa rézne punkty Uy, Us, ktére jednoczesnie leza
na H(&). Z lematu 1.27 mamy H € Subg_;(V), B € Subg1(V) oraz wektory
wy, wy €V takie, ze
p=P(H,B), U =H& (w), i=1,2 oraz B = H @ (wy, ws).
Niech wektory uq,...,u;_1 beda baza H, to znaczy
H = <U1, . ,uk_1>.

Mozna teraz napisac, ze

Ui = <U1, e, Uk—1, wi>, gdzie 1= 1, 2.
Poniewaz Uy, Uy € H(E), wiec

§(u1,...,uk_1,wi) :0, dla i = 1,2 (23)

Wybierzmy teraz dowolny punkt U € p. Z lematu 1.27 mamy

U=H @D <a1w1 -+ 062’(1]2) = <U1, ey Up—1, WY -+ Oé2w2>.
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Innymi stowy uktad wuq, ..., ur_1, aqw; + aswsy jest baza U. Policzmy wartosé
¢ na tej bazie pamietajac o (2.3):

f(ul, ey Upp—1, W1 + Oégwg) =
alg(ul, ey Uk—1, wl) + Oégg(ul, ey Uk, wg) =0
To juz oznacza, ze U € H(&). Z dowolnosci wyboru U mamy p C H(&). Tak
wiec H(E) jest podprzestrzenig Py (V).
Forma & jest niezerowa, wiec musi istnie¢ punkt U € Subg(V), ktorego
forma £ nie ubija. Tak wiec nasza podprzestrzen H(&) jest wlasciwa.
Teraz sprawdzimy, czy kazda prosta z Py (V') przecina H(&). Wezmy wiec

prosta p w Px(V). Podobnie jak wyzej mamy odpowiednie H € Suby_1(V)
i B € Suby1(V) takie, ze p = P(H, B). Ustalmy baze¢ dla H i B:

H = (uy,ug, ... up_1), B = (uy,ug, . .. up_1, wy, wo).
Przyjmujemy
aq = &(ug, Uy . .y U1, W1), g = &(Up, U, . o, Up_1, Wo).
Gdy a; =0 dla =1 lub 2, to odpowiadajace temu skalarowi
Ui = (uy,y ..., Ug—1,w;)

jest szukanym punktem wspdlnym prostej p oraz H(§). Gdy ag # 0 # aq, to
liczymy

§(U1, U, .. . Ug—1, AWy — Oé1w2) =
Oégf(ul, U,y ... Uk—1, ’LUl) — alg(ul, Uy .. . Uk—1, ’LUQ) =

Qo1 — (g = 0.
i bierzemy U := (uy, ug, ... ug_1, aow; — aqws). Uktad k wektorow
Up, U2y - v Up—1, AW — W2

jest liniowo niezalezny, wiec U € H(&). Ponadto H C U C B wiec U € p.
W ten sposdb znalezliémy punkt wspdlny prostej p i podprzestrzeni H(E). Z
dowolnosci wyboru p i definicji 1.4 podprzestrzen H(&) jest hiperptaszezyzna.

0

W pracy [6] udowodnione jest, ze kazda hiperptaszczyzna w Py (V), jest
takiej wtasnie postaci.

Twierdzenie 2.10 ([6]). Jesli F' jest ciatem i H jest hiperplaszczyzng w
Pr(V), to H = H(E), dla pewnej alternujgcej formy k-liniowej € na V.
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Zauwazmy, ze przy zatozeniu nieparzystej charakterystyki ciata F' dwuli-
niowa forma symplektyczna na V jest alternujaca i na odwrét. Ponadto gdy
mamy symplektyczna forme dwuliniowa £ na V', to H(§) = Q2(§). Przyjrzymy
sie teraz doktadniej klasycznemu przyktadowi hiperptaszczyzny zadanej sym-
plektyczng forma dwuliniowsa, czyli przy & = 2. Potrzebujemy do tego jeden
lemat.

Lemat 2.11. Niech & bedzie niezdegenerowanqg, symplektyczng formag dwuli-
niowqg na V' i niech p = P(H, B) bedzie prostg w P(V). Nastepujgce warunki
sq rownowazne:

2) pNQKE)>2,
(3) BCH"iHLH.

DowODp. Implikacja (1) = (2) jest trywialna.

(2) = (3): Wezmy dwie rézne k-wymiarowe podprzestrzenie izotro-
powe U; i Uy w k-peku p. Z faktu, ze wszystkie podprzestrzenie przestrzeni
izotropowej, sa izotropowe, oraz tego, ze H C U;, mamy H 1 H. Poniewaz
U; CU+ C H*, z faktu 1.37 mamy B = U, + U, C H+.

(3) = (1): Niech U € p. Punkt U ma posta¢ U = H ® (w) dla pewnego
w € Biw ¢ H. 7 zalozenia mamy (w) C H+ i H C H*. Dalej mamy
(w) C (w)", bo forma ¢ jest symplektyczna. Poniewaz H C (w)", wiec z
faktu 1.37 mamy

U=He(w) CH N = (Ho W) =U"
O

Przyklad 2.12. Gdy ¢ jest niezdegenerowana, symplektyczna forma dwuli-

niowa na V', to Q2(&) jest hiperptaszczyzna w przestrzeni Po(V).
Sprawdzmy, ze tak jest troche inng metodg niz w 2.9. Lemat 2.11 mowi,

ze (Q2(&) jest podprzestrzenia, bo jesli dla dowolnej prostej p z Po(V) mamy

|Q2(&) Np| = 2, to musi byé¢ p C Qa(E).

Musimy pokazaé, ze kazda prosta przecina Q2(§) w Po(V). Niech wiec
p = P(H, B) dla pewnych H € Sub;(V), B € Subs(V), H C B. Wykazemy,
ze pN Q&) # 0. Zauwazmy, ze H 1 H, bo £ to forma symplektyczna. W
takim wypadku sg dwie mozliwosci:

1. BC H*,
2. BZ H*.

Ad. 1. Wtedy p C Q2(&) z lematu 2.11.
Ad. 2. Z rownania

dim(H* N B) = dim(H™*) + dim(B) — dim(H~* + B)
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mamy

dim(H*NB)=(n—1)+3 —n,
wiec dim(H+ N B) = 2. Z tego, 22 H C H- N B C B mamy H- N B € p.
Przyjmijmy, ze U := H*+ N B. Poniewaz H C U C B, wiec U = (h, ) dla
pewnego h takiego, ze H = (h). Ale poniewaz U C H*, czyli x L h, wiec
U L U, co oznacza, ze U € Qz(€).
Zatem prosta p przecina 2(§) w punkcie U.

Moéwimy, ze k-liniowa forma alternujaca & jest niezdegenerowana, gdy kaz-
dy liniowo-niezalezny uktad wektorow wy,...,ur_1 € V da sie uzupeli¢ wek-
torem ux € V w ten sposéb, ze {(uq,...,ug) # 0. Zwréémy uwage, ze ta
definicja niezdegenerowania pokrywa sie z wczesniejszg przy k = 2.

Twierdzenie 2.13. Jesli alternujgca forma k-lintowa & na V' jest niezdege-
nerowana, to H(&) jest tuskowatq hiperplaszczyzng w Pr(V).

DowOD. Wezmy prosta p = P(H, B) w Pp(V) taka, ze p C H().
Mamy
H = <U1, . ,uk_1>

dla pewnych wuy,...,ux_1 € V. Wtedy
B = H ® (wy,ws)
dla pewnych liniowo niezaleznych wq,wy € V. Niech
Uy := H® (wy) i Uy := H ® (ws).

Zatem Uy, Uy € H(E). Wiemy, ze &(uq, ..., ux—1,w;) = 0 dla j = 1,2, ponie-
waz Uy, Uy € H(E). Z zatozenia nasza forma £ jest niezdegenerowana. Istnieje
zatem wektor v € V' taki, ze

E(ug, ..., up_1,v) #0.
Gdyby uktad wuq, ..., up_1, w1, ws, v byt liniowo zalezny, to
V= Qquy + Qolg + -+ agp_qUg_1 + Srwy + Gaws.
Z lematu 1.42 i z poprzedniego rownania mamy, ze:

E(ug, ug, .., up_1,v) =
ar(uy, ug, . .., Up_1, U1)
+ ol (U, ug, ..., Ug_1,Us)
+ ...
+ a1 (U, Ug, - U1, Up—1)
+ i€ (ur, ug, - ., Up—1, W)
+ Bo&(uy, ug, . .., Up_1,wq) = 0.
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Zatem uq, ..., u,_1, W, Wws, v sg liniowo niezalezne. Stad
dim((ul, e U, v)) = k.

Inaczej mowiac U := (uq, ..., up_1,v) jest punktem spoza p, bo v jest liniowo
niezalezny nad B. Punkty U;, Us, U tworza trojkat typu gwiazda, bo

UNnUsnNU=H
przy czym U & H(E), co konezy dowdd. O

Przykiad 2.14. Niech V = R% i k = 2. Zakladamy, ze V = (e, e, €3, €4, €5).
Rozwazmy forme dwuliniowg £: V x V' — R, ktéra w bazie ey, es, €3, e4, €5 ma
macierz

0 1.0 0 0
-1 0 0 0 O
0O 00 0O
0O 00 0O
0O 00 0O
Niech
W = <€3, €4, 65).

Podprzestrzen W ma kowymiar 2. Wezmy U € Suby(V') takie, ze UNW # O,
czyli U € H(W). Mamy wtedy w € U N'W takie, ze w # 0 oraz

w = aez + [Bey + ves

dla pewnych skalarow «, 3,y € R. Dobieramy wektor u w U tak, aby z w
tworzyt baze U, to znaczy U = (w,u). Istnieja skalary a,b,¢,d, f € R takie,
ze

u = aey + b€2 + ces + d64 + f€5.

Policzmy
E(u,w) = aal(er, e3) + abl(es, e3) + act(es, e3) + adf(eq, e3) + af&(es, e3)+
+ Ba(er, eq) + BbE(e2, e4) + Bck(es, es) + BdE(es, es) + BfE(es, e4)+

+ya&(er, es) + vbE(ea, es5) + ycl(es, es5) + ydé(es, e5) + v fE(es, e5)
=0.

Skoro forma & zeruje sie na bazie U, to forma & ubija U, czyli U € H(). Z
dowolnoéci wyboru U mamy

HW) € H(E).
Ten przyktad sugeruje nastepujacy ogdlny fakt.

Stwierdzenie 2.15. Niech £ bedzie alternujgca formaq k-liniowg na V. Jesli
dim(Rad(§)) = n — k, to H(Rad(£)) = H(E).
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DowoOp. C: Niech U € H(Rad(§)). Ze wzoru (2.1) mamy U € Subg(V) oraz
U NRad(€) # O. Zatem istnieje niezerowy wektor w € U N Rad(§). Z kolei z
(1.17) wiemy, ze

dla dowolnych vy, vo, ..., v,_1 € V zachodzi (vq, v, . .., vk_1,w) = 0.
Wektor w mozemy uzupetni¢ do bazy podprzestrzeni U. Niech wiec
U= <U1,U2, Ceey uk_l,w).

Zobaczmy, ze &(uy,us, ..., ux_1,w) = 0. To oznacza, ze forma & ubija pod-
przestrzen U, czyli U € H(&) z (2.2).
DO: Niech teraz U € H(). Na podstawie (2.2) wiemy, ze U € Suby(V)
oraz
&(uq,ug, ..., ur) = 0 dla dowolnych uy, ug, ..., uy € U. (2.4)

Mamy pokaza¢, ze UNRad(§) # ©, aby uzyska¢ U € H(Rad(§)). Przypusémy
niewprost, ze U N Rad(§) = ©. To oznacza, ze

V =U & Rad(¢), (2.5)

bo dim(U) = k i dim(Rad(¢)) = n — k. Wezmy punkt Y spoza hiperplaszczy-
zny H(E). Jako k-podprzestrzen Y ma jakas baze, czyli

Y =(y1,92,- -, Uk)-
Z (2.5) mamy
y; = u; + w;, dla pewnych u; € U w; € Rad(§), gdziei=1,... k.
Policzmy pamietajac o whasnosci wektoréw z radykatu Rad(€):
Wi, y2s -y u) =
:g(ul_‘_wl)y%"'?yk) :g(ulay%"'ayk)+§(wlay27"'ayk) -
= &(ur, Y2, -+ Y) + 0 = E(ur, uz, ys, o, Yk) +E(Ur, wa, Y3, Yk) =

= g(ulau%y:ﬁv s 7yk)+0 = 5(“1;“%“37947 <o 7yk>+£(u17u27w37y47 . 7yk) =
zf(ul,u2,...,uk) =0.

Ostatnia réwnosé wynika z (2.4). To by oznaczalo, ze forma £ ubija Y, ale Y
jest spoza H() 1 mamy sprzecznosé. O



Rozdziat 3

Produkt Segre przestrzeni
Grassmanna

W tym rozdziale przejrzymy sie kilku klasom hiperptaszczyzn jakie mamy w
produkcie Segre M dwoch przestrzeni Grassmanna. Mozna by znalezé roz-
na kryteria do klasyfikowania hiperptaszczyzn w 9, ale my kierujemy sie
mozliowsSciami odtworzenia wyjsciowej przestrzeni 91 z tego co zostaje po
usunieciu ustalonej hiperptaszczyzny H w 9 (to co zostaje to uzupekianie
hiperptaszczyzny H do catego 90t). W procedurze odzyskiwania podstawowsa,
role pelnia hiperptaszczyzny tuskowate i kolczate, a co za tym idzie niezdege-
nerowane.

3.1 Hiperptaszczyzny niezdegenerowane

Przyktad 3.1. Niech 9t = My, 1, (V) = Py, (V) x Py, (V), gdzie Py, (V) jest
przestrzenia Grassmanna, ¢ = 1,2. Niech wymiar dim(V) = n < oo bedzie
taki, ze 1 < ky <n — 1 oraz ki + ko = n. Rozwazamy zbior

H= H-Ckth(V) = {(Ul, UQ) S Subkl (V) X Subkz(V): Ui NU;y # @}

Sprawdzimy, czy jest on hiperptaszczyzng niezdegenerowana. Najpierw spraw-
dzimy, czy jest podprzestrzenia w 9. Wezmy dowolna prosta [ z 9 taka, ze
|l N H| > 2. Powiedzmy, ze | = I} x {Us}, gdzie [ jest prosta w Py, (V), a
U, jest punktem w Py, (V). Wéwczas mamy dwa rézne punkty U, W € [N H
takie, ze U = (Uy, Uy), W = (W1, W), gdzie Uy, Wi sa réznymi punktami z [y
w Py, (V) oraz
UnUs #6 1 WiNW, # 6.

Punkt U, jako podprzestrzen V jest kowymiaru kp, a z 2.1 wiemy, ze zbior
H(Uy) jest podprzestrzenia Py, (V). Zatem l; € H(U,), czyli biorac dowolne
Uy € Iy mamy U; NUy; # O, co oznacza, ze | C H. Dla prostych postaci
[ ={U,} x ly, gdzie U, jest punktem w Py, (V), a ly prosta w Py, (V'), dowod
jest taki sam. Czyli H jest podprzestrzenig 1.

27
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Teraz sprawdzmy, czy kazda prosta z 9 przecina H. Wezmy prosta [ w
M. Powiedzmy, ze | = i x {Us}, jak wczesniej. Szukamy U; € Suby, (V)
takiego by Uy € [y oraz U; N Uy # ©. Znowu z 2.1 wiemy, ze kazda prosta z
Py, (V) przecina H(U,), czyli w szczegblnosci dla I3 mamy szukany punkt Uj.
Analogicznie mozemy rozumowadé, gdy [ = {U;} X Iy, gdzie U; jest punktem w
Py, (V), a ly prosta w Py, (V). Podsumowujac H jest hiperptaszczyzng w 9.

Teraz uzasadnimy dlaczego H jest niezdegenerowana. Niech U = (Uy, Us)
bedzie punktem z 91. Zobaczmy, ze

H = {Dy € Suby, (V): DiN U, # O} = H(U;) oraz (3.1)
Hy! = {Dy € Suby,(V): Uy N Dy # O} = H(17). (3.2)

Zatem z lematu 2.1 widaé, ze }d{” jest hiperptaszczyzna w Py, (V), a J-Cgﬂ
jest hiperptaszczyzna w Py, (V). Zgodnie z definicja 1.18 nasz zbiér H jest
niezdegenerowang hiperptaszczyzna.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze w produkcie Segre przestrzeni Grassman-
na istnieja hiperptaszczyzny niezdegenerowane. Teraz pokazemy inny przyktad
niezdegenerowanej hiperptaszczyzny w produkcie przestrzeni rzutowych.

Przyktad 3.2. Niech Vj, V5 beda przestrzeniami wektorowymi nad pierscie-
niem z dzieleniem F'. Rozwazamy teraz niezdegenerowang forme péttoralinio-
wa &: V) X Vo — F oraz zbior

H = {(U1, Uz) € Suby (V1) x Suby (Va): (U7, U) = 0}.

Sprawdzimy, czy H jest niezdegenerowang hiperptaszczyzna w produkcie Segre
przestrzeni rzutowych 9 = Py (V) x Py(14).

Forma & wyznacza relacje prostopadtosci L standardowo jak w poprzednim
rozdziale, w sekcji 2.2. Poniewaz nasza forma £ jest niezdegenerowana, wiec
dla ustalonego punktu U = (Uy, Uy) w 90t zbiory

H' = {Dy € Suby(V): §(Dy,Us) = 0} = Sub, (Us"), (3.3)

HY = {D, € Suby(V): £(Uy, Dy) = 0} = Suby (U})). (3:4)
sa hiperptaszczyznami odpowiednio w P(V}) oraz Py(V;). Wedtug 1.16 to
wystarczy by twierdzi¢, ze zbior I jest hiperptaszczyzna w 9.

W pracy [5] dowiedzione zostato mocniejsze twierdzenie, z ktérego wynika
nasz przyktad.

Twierdzenie 3.3. Niech Vi, V, bedq przestrzeniami wektorowymi nad pier-
scientem z dzieleniem D. Wtedy nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(1) K jest hiperplaszczyzng w My o(Vi, Vo) = Py (Vi) x Py(V3).
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(2) Istnieje forma péttoraliniowa & : Vi x Vo — D wyznaczajgca prosto-
padiosé L warunkiem

(ur) L (ug) wtedy i tylko wtedy, gdy &(uq,uz) =0
dla wszystkich uy € Vi, ug € Vo oraz mamy

H= {(Ul,UQ) € Subl(Vl) X Subl(‘/g)I U, L Ug}

Rodzine wszystkich hiperptaszczyzn w przestrzeni Grassmanna Py (V') be-
dziemy dalej oznaczaé przez Hip, (V).

Przyktad 3.4. Niech M = Py, (V1) x Py, (V2), gdzie Py, (V) jest przestrzenia
Grassmanna, ¢ = 1, 2. Rozwazmy funkcje fi i fa:

fi: Subg, (Vi) — Hip,, (V2),
fo: Subg,(V3) — Hipkl(Vl).

Teraz okreslamy taki zbior:

’=( U wixpao))u( U h@)x{m}). 65)
Ur€Suby, (V1) Un€Suby, (V2)
Jak wida¢ z 1.16 nasz zbior I jest hiperptaszczyzna w 91. Taka hiperptaszczy-
zna moze by¢ jednak zdegenerowana. Majac na uwadze definicje 1.18, zdege-
nerowana bedzie wtedy, gdy znajdziemy punkt U;, na pierwszej wspotrzednej,
taki, ze Uy € f(D,) dla kazdego punktu D, z drugiej wspéhrzednej, bo to
oznacza, ze

3y = { Dy € Suby, (V3): (U1, D) € H} = Suby, (V2),

gdzie U = (Up,Us), Us dowolne na drugiej wspotrzednej. Moze tez by¢ na
odwrot
1) = {Dy € Suby, (Vi) (D1, Us) € H} = Suby, (V3).

Przyktad 3.5. Niech M jak w przyktadzie 3.4. Wybierzmy w Hip, (V), i =
1, 2, uktad hiperptaszczyzn K;, tak aby ich przekroj byt pusty i w sumie dawaty
caty zbior punktow Py, (V;), to znaczy

K =10 oraz U K; = Suby, (V;).

Uktad taki przypomina sympleks, to znaczy uktad rozpinajacy, niezalezny w
terminologii matroidéow. Troche podobnie jak w 3.4, rozwazmy dwie surjekcje:

fi: Suby, (V1) — Ko,
fo: Suby, (V2) — Kj.
Nasza hiperptaszcezyzna w 9 to zbiér dany wzorem (3.5). Przy tak dobranych

f1, f2 nasze H nie ma problemu opisanego w 3.4, to znaczy jest hiperptaszczy-
zna niezdegenerowana.
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3.2 Hiperptlaszczyzny kolczate

Przyktad 3.6. Hiperptaszczyzna z przyktadu 3.1 nie jest kolczata. Sprawdz-
my, czy rzeczywiscie tak jest.

Niech U = (Uy, Us) € H i przypusémy, ze istnieje taki punkt W = (W, Wy) w
produkcie 9 poza hiperptaszczyzng H, ze U ~ W. Wtedy U; N Uy # O oraz
Wi N Wy =0 i mamy dwa przypadki:

1. albo U1 = W1 1 U2 ~ Wg,
2. albo U2 = W2 i Ul ~ Wl.

W pierwszym przypadku patrzymy na zbior J-C[ZU} = H(U;), a w drugim na
zbior K = H(Uy). Widaé, ze odpowiednio

Wy ¢ }C(Wl) = }C(Ul) 5U, oraz Wi ¢ }C(Wg) = }C(Ug) > U.

Przy naszych zalozeniach ani Py, (V'), ani Py, (V') nie jest przestrzenia rzutowa,
wiec w obu powyzszych przypadkach mamy sprzecznos¢ z 2.6(ii).

Przyktad 3.7. Hiperptaszczyzna z przyktadu 3.2 jest kolczata. Wynika to z
wniosku 1.22(ii).

3.3 Hiperptaszczyzny tuskowate

Przyktad 3.8. Hiperptaszczyzna z przyktadu 3.1 nie jest tuskowata dlatego,
ze nie jest kolczata, jak to sprawdzilismy w przyktadzie 3.6, oraz z faktu 1.12.

Przyktad 3.9. Hiperptaszczyzna z przyktadu 3.2 jest tuskowata, co wynika
z wniosku 1.22(i).
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