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Wstep

Przedmiotem rozprawy sa zagadnienia zwiazane z wlasnoSciami rzutéw w kracie
podprzestrzeni przestrzeni wektorowej. Zgodnie z intuicja oraz przyjmowanymi w li-
teraturze konwencjami (por. [9], [4], [3]), rzuty to specyficznej postaci odwzorowania
(pewne ”lokalne izomorfizmy”) miedzy podprzestrzeniami rozwazanych struktur.
Geometria sugeruje z jednej strony, ze rzutowane podprzestrzenie musza naleze¢ do
"peku podprzestrzeni”, co przyjmuje jako warunek konieczny, z drugiej natomiast,
ze przy rzucie ”"punkt” i jego "obraz” powinny by¢ w jakim§ sensie "wspoétliniowe”,
a wszystkie "proste” laczace punkty z obrazami powinny zbiegaé sie w pewnym
”$rodku rzutu”. Wymienione kryteria nadaja ostateczny ksztalt zasadniczemu po-
jeciu rozprawy, a mianowicie rzutowi w kracie, traktowanemu jako odwzorowanie
miedzy odcinkami kraty.

W rozdziale 1 analizuje pojecie rzutu w kracie wszystkich podprzestrzeni prze-
strzeni wektorowej. Rozwazania rozpoczynam od zdefiniowania kluczowych dla roz-
prawy pojeé: sasiedniodci elementéw kraty i prostej w kracie (definicja 1.8, str. 6),
oraz peku odcinkéw kraty (definicja 1.30, str. 16). Przyjete przeze mnie pojecie pe-
ku odcinkéw obejmuje peki wierzchotkowe, zwane pekami wlasciwymi, jak réwniez
peki wprowadzone w [4], zwane tutaj waflami. Oba rodzaje pekéw charakteryzu-
je dwoma warunkami, wyrazonymi w terminach wspotliniowosci elementéw kraty
i przecinania odcinka przez prosta (twierdzenie 1.48, str. 26).

Drobiazgowa analiza wtasnosci pekéw odcinkéw pozwolita mi zdefiniowaé rzut
z prostej na pek (tzw. perspektywe, definicja 1.58, str. 31) oraz rzut miedzy elemen-
tami peku odcinkéw. Pomiedzy rzutami z prostej na pek a klasycznymi dla geometrii
rzutowej perspektywami jest pewna analogia, dobrze widoczna, gdy odcinki potrak-
tujemy jako proste, a pek odcinkéw jako pek prostych. Z pojeciem perspektywy
blisko zwiazane jest pojecie "rozszerzania”’ pekéw. Dowiedzione przeze mnie twier-
dzenie 1.66, str. 34 dostarcza kryteria na rozszerzanie pekéw odcinkéw, natomiast
twierdzenia 1.70, str. 38 oraz 1.74, str. 39 mowia w jaki sposéb peki odcinkéw mozna
rozszerzac.

Dla kazdego z dwu rodzajéw pekéw odcinkéw rzut okresla sie formalnie inaczej,
ze wzgledu na specyficzne wlasciwosci danego rodzaju peku. I tak dla pekéw wierz-
chotkowych w 1.76, str. 42, zdefiniowany jest uogdlniony rzut srodkowy, natomiast
w 1.77, str. 42, podana jest definicja drugiego rzutu — $lizgu, wyznaczonego jed-
noznacznie przez sama strukture wafla. W twierdzeniu 1.81, str. 43, dowodze, ze
uogblnione rzuty srodkowe sa ztozeniami pewnych §lizgéw. Z kolei z analitycznego
przedstawienia §lizgu wynika, ze jest on zlozeniem typowych dla teorii krat pétho-
momorfizmoéw, zwanych tutaj przesunieciami kratowymi (por. [4, Roz IV.1]). Pomi-
mo odmiennej natury pekow odcinkéw, na ktorych oba rzuty sa okreélone, zaréwno
uogdlniony rzut Srodkowy jak i §lizg posiadaja wiele cech wspélnych. W twierdze-
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niu 1.78, str. 43 dowodze, ze oba rzuty zachowuja porzadek kraty, co w potaczeniu
z faktem, ze rzuty sa bijekcjami daje mocng wlasnosé, a mianowicie rzuty sa izo-
morfizmami odpowiednich podkrat kraty wyjsciowej. Rozdzial 1 konczy sie rozwa-
zaniami o zlozeniach i redukcji rzutéw w kracie. W twierdzeniach 1.86, 1.87 i 1.89
na str. 48-51, uogdlniam klasyczne wyniki z geometrii rzutowej, w abstrakcyjnym
jezyku kraty.

W nastepnych rozdziatach dalej korzystam z aparatu teorii krat zajmujac sie
rzutami w strukturach bardziej zblizonych do klasycznych geometrii. W rozdziale
2 rozwazam zagadnienia zwiazane z pekami oraz rzutami dla struktury powstalej
przez ograniczenie kraty wybraniem w niej elementéw o tej samej wysokosci k, czyli
k-grasmanianu. Wybér odcinkéw jako dziedzin rzutéw w grasmanianach znajduje
dodatkowe usprawiedliwienie w fakcie 2.1, str. 54, gdyz podprzestrzenie odcinkowe,
to wlasnie te podprzestrzenie grasmanianu, ktére z dokladnosciag do izomorfizmu,
same s pewnymi grasmanianami. Wyniki przedstawione w rozdziale drugim w du-
zej mierze sa bezposrednimi wnioskami z bardziej ogélnych wynikéw zgromadzonych
w rozdziale pierwszym. Wigkszo$¢ rezultatow rozdziatu 2, uzyskanych niezaleznie od
ogblnej teorii z rozdziatu 1, przedstawiona jest w pracy [17]. W przypadku grasma-
nianu, w rozdziale drugim rozprawy, skupitem sie na faktach niezbednych, z punktu
widzenia dalszej czedci pracy. Cze$é prawdziwych dla grasmanianu twierdzen, be-
dacych konsekwencja ogdlniejszej teorii prezentowanej wcezesniej, zostala pominieta,
w szczegblnodci twierdzenia o sktadaniu i redukcji rzutéw, ktére dla grasmanianu
P,(V), czyli przestrzeni rzutowej, sa wynikami klasycznymi. Szczegdlne przypad-
ki rzutéw, to znaczy rzuty miedzy prostymi w grasmanianie, byly badane w [11].
7 drugiej strony korzystajac z wynikéw dotyczacych rzutéw w grasmanianach przed-
stawionych w rozdziale drugim i [17], tatwo mozna uzyska¢ pewne dalsze wlasnosci
rzutéw rozwazanych w rozdziale poprzednim, jak na przykiad fakt, ze kazde bijek-
tywne obciecie do odcinka X zlozenia f przesunieé¢ kratowych takiego, ze X i f(X)
sa podobne, jest ztozeniem rzutéw kratowych.

W ostatnim rozdziale przechodze do charakteryzacji rzutow w przestrzeni jezo-
wej, inaczej méwiagc w strukturze powstalej przez wybranie z uniwersum k-grasma-
nianu tych elementéw, ktére w ustalonym wymiarze przecinajg ustalony element W
wyjSciowej kraty. Struktury takie zostaly wprowadzone w [13], a zwiazana z nimi
teoria rozwijana jest w [18] i [19]. Warto moze zwrdci¢ uwage na to, ze wérdd prze-
strzeni jezowych sa tez podpotkraty bedace jadrami przesunieé kratowych. Wyzna-
czone przez nie geometrie odpowiadaja geometriom struktury liniowych uzupelnien
(por. [12]), a wsrdod nich jest tez geometria afiniczna.

Zaczynam od analizy tego jak obiekty wprowadzone wcze$niej dla kraty zacho-
wuja sie wzgledem ustalonego W. W efekcie uzyskuje wazng dla dalszych rozwazan,
klasyfikacje prostych. Ot6z w kracie z ustalonym elementem moga by¢ doktadnie
trzy typy prostych, co dowodze w twierdzeniu 3.2, str. 62. Odcinki kraty zrelatywi-
zowane do uniwersum przestrzeni jezowej tworza podstawowa klase podprzestrzeni
tej przestrzeni. W odniesieniu do tych wlasnie podprzestrzeni stosuje termin pod-
przestrzen odcinkowa. W twierdzeniach 3.17, 3.18, 3.19 i 3.20, na str. 73-74 podaje
klasyfikacje podprzestrzeni odcinkowych przestrzeni jezowej. Nie jest to jednak kla-
syfikacja wyczerpujaca, gdyz spoérod wszystkich podprzestrzeni odcinkowych wy-
brane zostaly tylko te o jednorodnej strukturze zawartych w nich prostych. Na-
zywam je podprzestrzeniami rzutowymi i semi-afinicznymi. Nastepnie badam peki
odcinkéw w kracie z ustalonym elementem. Wyniki tej klasyfikacji zebrane zostaty
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w tabelach 3.10, 3.11 oraz 3.12, na str. 85-86.

Badanie rzutéw w przestrzeni jezowej rozpoczynam od rzutéw pomiedzy prosty-
mi przestrzeni jezowej. Przestrzen jezowa nie jest wprawdzie sami-afiniczng, czescio-
wa przestrzenia prostych w sensie [14], ale dowiedzione przeze mnie twierdzenia 3.39,
3.41, str. 90-91 o rzutach miedzy prostymi w przestrzeni jezowej, uogélniaja wyniki
uzyskane dla semi-afinicznych cze$ciowych przestrzeni prostych w [14]. Z drugiej
strony, jak sie okazuje, rozwazane w tej czesci rzuty klasyczne (geometryczne) sa
szczegblnymi przypadkami ogdlnego pojecia rzutu w przestrzeni jezowej (por. 3.56,
str. 97).

Rzut pomiedzy podprzestrzeniami odcinkowymi w przestrzeni jezowej 2 definiu-
je jako sensowne obciecie rzutu w kracie do uniwersum 2. Réwnowaznie rzut taki
mozna zdefiniowaé jako obciecie rzutu w grasmanianie, co pozwolito mi skorzystaé
z wynikéw rozdziatu drugiego.

Zasadnicze pytanie jakie sobie stawiam w ostatnim rozdziale jest nastepujace:
jakie warunki musi spelnia¢ pek odcinkéw w kracie z ustalonym elementem, aby
rzut okreslony na tym peku dawatl sie sensownie obcia¢ do rzutu w przestrzeni je-
zowej. Odpowiedzig na to pytanie jest twierdzenie 3.63, str. 101. Dowodze w nim,
ze na to aby rzut kratowy wyznaczal rzut w przestrzeni jezowej potrzeba i wystar-
czy, aby rzut ten przeksztalcal "specjalny” element jednego odcinka na ”specjalny”
element drugiego odcinka. Ten wyrézniany w odcinku element, w podkracie zwigza-
nej z odcinkiem jest odpowiednikiem ustalonego elementu W w kracie wyjsciowej.
Zwiazek ten nie jest przypadkowy, gdyz jak to pokazano w [13], podprzestrzenie
odcinkowe w przestrzeni jezowej to izomorficzne obrazy pewnych przestrzeni jezo-
wych, a wyrézniony w odcinku element specjalny pelni taka sama role jak ustalony
w kracie wyjsciowej element W. W twierdzeniu 3.69, str. 109, charakteryzuje rzuty
w przestrzeni jezowej 2 odwolujac sie do zwiazanych z 2, a wprowadzonych w [19],
przestrzeni ”sladow” 1 "kosladéw”.

Interesujacym jest jak kryteria na obcinanie rzutu kratowego do uniwersum
przestrzeni jezowej zmieniaja sie, gdy o rzutowanych podprzestrzeniach odcinko-
wych dodatkowo zalozymy, Zze sa podprzestrzeniami afinicznymi lub rzutowymi.
Stosowne warunki konieczne i dostateczne formutuje w twierdzeniu 3.77, str. 116.

Dostarczony przez przestrzenie jezowe aparat pozwolil mi tez scharakteryzowaé
uogoblnione rzuty srodkowe w grasmanianie jako sumy zwyktych rzutéow $rodkowych
w pewnych przestrzeniach rzutowych (por. 3.84, str. 120).

Aparat teorio-kratowy, jakiego konsekwentnie uzywam w rozprawie, wydaje sie
byé¢ bardzo wygodny. Pozwala na czytelne formulowanie zwiazkéw zachodzacych
w badanych obiektach, a jednoczeénie umozliwia dosé¢ swobodne przechodzenie po-
miedzy réznymi strukturami geometrycznymi zanurzonymi w jednej kracie. W duzej
mierze te same wyniki mozna by prawdopodobnie uzyskaé¢ stosujac inne narzedzia,
jak na przyktad teorie przeksztalcen liniowych w strukturze liniowych uzupetnien,
a w przypadku grasmanianu potege zewnetrzna.



Rozdziat 1

Krata podprzestrzeni
przestrzeni wektorowej

Punktem wyjécia do rozwazan roéznych struktur geometrycznych w tej pracy jest
krata podprzestrzeni przestrzeni wektorowej. Okazuje sie bowiem, ze albo znaczna
cze$¢ wlasnosci przystugujacych tym geometriom jest w gruncie rzeczy konsekwencja
wtasnosci kraty, nad ktéra geometria jest skonstruowana, albo zastosowanie aparatu
teorio-kratowego wydatnie wspomaga badanie geometrii.

1.1 Pojecia wstepne

Niech V' bedzie dowolng przestrzenia wektorowa nad, niekoniecznie przemiennym,
cialem K. Przez Sub(V') oznaczaé¢ bedziemy zbiér wszystkich podprzestrzeni prze-
strzeni V. Rozwazania, ktére prowadzimy w tej pracy oparte sa o pojecie kraty
podprzestrzeni przestrzeni V. Mozliwe sg dwie definicje tej kraty: jako czedciowo
uporzadkowanego zbioru £P(V) = (Sub(V),C), w ktérym okreslone sa operacje
inf {U, W} i sup{U, W} dla wszystkich U,WW € Sub(V), albo tez, jako algebry
£2(V) = (Sub(V),N, +). Obie definicje sa réwnowazne (twierdzenie prawdziwe jest
dla dowolnej kraty, por. [4, Roz. 1.1]) ze wzgledu na fakt, ze w £° (V') mozna okresli¢
operacje UNW :=inf {U W}, U+ W :=sup{U, W}, oraz w £2(V) relacje porzad-
ku: U C W wtedy i tylko wtedy, gdy U N W = U (lub réwnowaznie U + W = W).
Dalej, dla oznaczenia kraty podprzestrzeni przestrzeni V', piszemy krétko £(V) .

Z literatury (por. [4, Roz. IV.5]) wiadomo, ze krata £(V') jest arguesowska,
modularng krata geometryczna. Kraty geometryczne sa to pét-modularne kraty
zupelne, w ktérych kazdy element jest kresem géornym atomoéw oraz atomy sa zwar-
te, natomiast kraty arguesowskie sa to kraty spelniajace odpowiednik (rzutowego)
twierdzenia Desarguesa wyrazony w terminach teorii krat. Twierdzenie odwrotne,
ze arguesowska, modularna krata geometryczna L wyznacza pewna przestrzen wek-
torowa jest prawdziwe przy zalozeniu, ze L jest nierozkladalna i ma dlugosé co
najmniej 3. Réwnowaznie, zamiast kraty £(V) mozna rozwazaé krate podprzestrze-
ni pewnej Desarguesowskiej przestrzeni rzutowe;j.

Poprzez © oznaczaé bedziemy najmniejszy element kraty £(V), innymi stowy,
podprzestrzen zerowa V. Méwimy, ze elementy U, W sa poréwnywalne w £(V') jesli
UCWlub W CU. Laricuch w £(V) jest to podkrata £(V), w ktérej kazde dwa
elementy sa poréwnywalne. Dlugos¢ tancucha C to |C| — 1.
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Moéwimy, ze element Z jest poprzednikiem Y lub element Y jest nastepnikiem
Z w £(V), oraz piszemy odpowiednio Z <Y lub Y = Z, gdy Z C Y i nie istnieje
element U taki, ze Z C U C Y. Uzywamy tez oznaczenia Z < Y (wzglednie
Y = Z),gdy Z <Y lub Z = Y. Piszemy czasem réwniez Z < Y lub Y » Z,
gdy Z CYijesi Z C U CU; CY, to Uy = U,. Zanotujemy kilka podstawowych
faktéw dotyczacych bezposredniego nastepstwa w kracie £(V'), na ktore czesto sie
powolujemy w rozprawie.

FAKT 1.1. (Grétzer [4, Tw. 4, Roz. IV.1]) Niech H,U, W, B bedg elementami £(V').
Jesli H U, to H+ W U 4+ W. Dualnie, jesli U X B, toUNW < BNW.

Zanotujmy réwniez prosty, aczkolwiek uzyteczny wniosek z powyzszego faktu:

WNIOSEK 1.2. Niech H,U,W, B bedg elementami £(V'). Jesli H U i H C W,
to W XU + W. Dualnie, jesli U X BiW C B, toUNW XW.

LEMAT 1.3. Niech H,Uy,Usy, B bedg elementami kraty £(V'), takimi, ze Uy # Us,.
Jesli H < Uy,Us, to

(i) UiNU, = H, (ii) Ui, Uy < Uy 4+ Us.
Jesli U, Us < B, to

(iii) Ui +U; =B, (iV) UNUy < Uy, Us.

DowOD. Zaltézmy, ze H < Uy, Us.

(i) Poniewaz, H < Uy, to namocy 1.1 mamy HNU; <X U1NUs, a wiec H <X U1NU3
z zalozenia H < Us. Gdyby H # U; N Uy, to mielibyémy H C Uy NUy C Uy, co jest
sprzeczne z zatozeniem, ze H < Uj.

(ii) Z faktu, ze H < U; namocy 1.1 mamy Us_; = H+Us_; X U1+Us dlai = 1,2.
Gdyby U; = Uy + Uy dla i =1 lub i = 2 to Uy, Us musialyby byé poréwnywalne, co
przeczy posiadaniu przez nie wspolnego poprzednika H.

Teraz zakladamy, ze Uy, Us < B. (iii) i (iv) dowodzi sie dualnie do, odpowiednio,
(i) i (ii). O

7 powyzszego lematu wynika, ze

WNIOSEK 1.4. Jesli dwa rézne elementy kraty £(V') posiadajg wspolny poprzednik,
to posiadajg rowniez wspolny nastepnik © odwrotnie.

FAKT 1.5. Jesli Z C Y, to istniejg H, B, takie, 2e Z < HCY 1+ ZC B<Y.
FAKT 1.6. Je$li Z <Y oraz Z <U CY lubZCU<Y,toZ<U<Y.

LEMAT 1.7. Jesli U < By C Y, to istnieje B, takie, 2e U < B CY i By C B.

=

Dualnie, jesli Z C Hyg X U, to istnieje H, takie, z2e Z C H <U + H C Hy.

DowOD. Mozliwe sg dwa przypadki: U < By lub U = By. W pierwszym bierzemy
B = Bp. W drugim przypadku mamy U C Y, wiec na mocy 1.5, istnieje B takie,
ze U < BCY, astad mamy juz Bp =U C B.

Dla Z C Hy 2 U dowdd biegnie dualnie. O
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DEFINICJA 1.8. Elementy U, W w kracie £(V') sa sasiednie, co zapisujemy U ~ W,
gdy posiadaja wspolny poprzednik lub nastepnik. Dla sasiednich i réznych U, W
definiujemy prostqg przez U, W jako zbior

UW:={XeSub(V): UNnW <X <U+W}. (1.1)

Przyjmujemy, ze U, U = {U}.

Lemat 1.3 mowi, ze poprzednik i nastepnik sgsiednich i réznych elementow kraty
£(V) wyznaczone sa jednoznacznie, odpowiednio przez kres dolny i gorny. Zauwaz-
my, ze w przypadku sasiednich i réznych U, W mamy U "W K U + W.

Nastepny lemat moéwi o tym, ze wierzchotki niezdegenerowanego tréjkata utwo-
rzonego z elementéw kraty £(V') maja wspdlny poprzednik lub nastepnik.

LEMAT 1.9. Jesli Uy, Us, Us sq parami sgsiednimi elementami £(V'), to posiadajg
one albo wspdlny poprzednik, albo nastepnik.

DoOwOD. Zauwazmy, ze gdy ktérekolwiek dwa elementy sposrod Uy, Us, Us sa sobie
réwne, to z zalozenia wynika, ze istnieje zadany wspolny poprzednik lub nastepnik.
Mozemy wiec przyjaé, ze Uy, Us, Us sg parami rézne. Z 1.3 i 1.4 mamy zatem

UiﬂUj<Ui,Uj dla 1<i<j<3. (1.2)

Oznaczmy Z := Uy NUs; NU;3 oraz H = Uy, N Uz, Hy = Uy NUs, H3 = Uy N Us.
W przypadku, gdy H; = H; dla pewnych 1 < i < j < 3, to mamy wspdlny
poprzednik i dowdd jest zakonczony.

Rozwazmy wiec przypadek gdy Hi, Ho, H3 sa parami rézne. Z (1.2) element
Us—i—; jest wspélnym nastepnikiem pary H;, H; dla 1 <i < j < 3. Z 1.3 kazda taka
para H;, H; posiada réwniez wspolny poprzednik

Z::HiﬁHj:UlﬂUgﬁUg.

Zauwazmy, ze Z jest wspélnym poprzednikiem H;, Ho, Hs.

Mozemy zatem przyjaé, ze H; = Z @ (u;), gdzie u; € H;\ Z, i = 1,2, 3. Poniewaz
H; sa parami rézne, to u; sa parami liniowo niezalezne nad Z. Przypusémy, ze ug
jest liniowo zalezny nad Z od uq, us. Wtedy

Uiy =Hy+ Hz =7+ (ug,u3) = Z + (u1,u3) = Hy + Hz = Us,

co przeczy zalozeniom lematu. Otrzymujemy wiec ze u; sa liniowo niezalezne nad
Z. Poniewaz
UZ’—I—U]‘:ZEB<’LL1,’LL2,’LL3>, dla 1<i<j<3,

wiec Uy, Uy, Us maja wspélny nastepnik. O

LEMAT 1.10. Niech U, W bedq elementami kraty £(V'). Jesli U ~ W i U C W,
toU =W.

DowOD. Przypu$émy, ze U # W. Z definicji sasiedniodci elementéw kraty £(V)
oraz 1.4 istnieje H takie, ze H < U,W. Z 1.3(1) mamy H = U NW. Z zalozenia, ze
U C W dostajemy H = U, co przeczy wlasnosci H. O
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LEMAT 1.11. Niech W1,U;,Us bedag elementami kraty £(V). Jesli W1,U; ~ U,
oraz Uy C W1, to Wy = U;.

DowOD. Jesli Wi = Us, to Uy ~ Wy oraz jesli Uy = Us, to réwniez Uy ~ W7.
W obu przypadkach zatem z 1.10 otrzymujemy Wy = U;.

Rozwazmy wiec sytuacje, gdy W1 # Us i Uy # Us. Poniewaz Wi ~ Uy i Uy ~ Us,
wiec z 1.4 zar6wno Wy, Us posiadaja wspélny nastepnik, jak i Uy, Us. Z 1.3(iii) mamy
zatem

Wi,Us < Wi + Us oraz Ui,Uy < Uy + Us. (1.3)

Zauwazmy, ze Uy < Wy + Uy, Uy + Us,. Z uwagi na 1.3(i) oznacza to, ze albo
Wi+ U; =U; 4+ Uy albo Us = (W1+U2)Q(U1+U2).

W pierwszym przypadku z (1.3) elementy W1, U; posiadaja wspélny nastepnik. Na
podstawie 1.10, z zalozenia, ze U; C W7 uzyskujemy Wy = Uj.

7 zalozen mamy Uy + Uy C Wy + Us, wiec w drugim przypadku Uy = Uy + Us.
Stad Uy C Usy. Poniewaz U; ~ Us, wiec z 1.10 mamy U; = Us i otrzymujemy
sprzecznosc. O

LEMAT 1.12. Niech U;, W;, gdzie i = 1,2, bedq elementami kraty £(V') takimi, ze
Ul 75 W2 lub U2 75 Wl. Jesl Uz - WZ' oraz UZ ~ Wg_i dla i = 1,2, to Wl = Ul
i Wo = Us.

DowOD. Przypusémy, ze W; = Us_; dlai = 11ub i = 2. Wtedy U; C Ws5_;. Z faktu,
ze U; ~ Ws3_; oraz 1.10, otrzymujemy U; = W3_;, co przeczy zalozeniom. Mozemy
zatem zaltozy¢ dalej, ze Uy # Wa i Us # W1.

Rysunek 1.1

Poniewaz W1 ~ Us, wiec z 1.3 mamy Wi NU; < Wi. Stad iz 1.1
UnNnUsy=UnW1NU, W1 NnU; =U4.

Gdyby Uy N Us = Uy, to mielibysmy Uy C Us, a stad Uy C Ws. Poniewaz jednak
mamy Uy ~ W, wiec z 1.10 dostaliby$my réwnoéé U; = Wo, ktora przeczy naszym
zalozeniom. Zatem Uy NUs < Uy,

Rozumujac analogicznie mozna wykazaé, ze U; N Uy < Uz, co w konsekwencji
daje Uy ~ Us.

Na mocy 1.11 zastosowanego dla Wy, Uy, Uy otrzymamy Uy = W1, natomiast dla
U1, Uy, Wy dostaniemy Uy = Wa. O



Rozpziat. 1. KRATA PODPRZESTRZENI PRZESTRZENI WEKTOROWEJ 8

1.2 Odcinki kraty
Odcinkiem (domknietym) kraty £(V') nazywamy zbiér postaci
(Z,Y]:={U €eSub(V): ZCUCY}. (1.4)

Kazdemu odcinkowi X = [Z,Y] przyporzadkowujemy jego diugosé [(X) w na-
stepujacy sposéb: [(X) jest to dlugo$é maksymalnego tancucha zawartego w X', o ile
istnieje taki tanicuch skonczonej dlugosci, lub [(X) = co w przeciwnym razie. Po-
prawnosé¢ definicji usprawiedliwia fakt, ze odcinki £(V') sa kratami modularnymi,
a co za tym idzie kazde dwa maksymalne tancuchy w X maja te sama diugosé (por.
[4, Roz. IV.2]). Wysokosé elementu U w kracie £(V'), oznaczana przez h(U), to
dlugosé odcinka [©, U]. Zauwazmy, ze dim U = h(U), natomiast codim U to dlugosé
odcinka [U, V]. Dla odcinka X = [Z,Y] mamy [(X) = dimY/Z, jedli tylko Z C Y.

W rozprawie rozwazamy takze odcinki otwarte, tzn. zbiory

1Z,Y[:={UeSub(V): ZCUCY}, (1.5)
odcinki polotwarte

12,Y] := {U €Sub(V): ZC U C Y}, [Z,Y]:= {U e€Sub(V): ZCU C Y},
(1.6)
a takze k-odcinki

[Z,Y]), = {U € Subu(V): ZC U C Y}, (1.7)

gdzie Subg (V') to zbiér wszystkich elementéw o wysokosci k w kracie £(V).

Moéwimy, ze odcinek domkniety, pototwarty, otwarty lub k-odcinek jest niezde-
generowany jesli zawiera co najmniej dwa rézne elementy. Zauwazmy, ze niepusty
odcinek domkniety lub otwarty jest niezdegenerowany. Odcinek nazywamy nietry-
wialnym jesli zawiera co najmniej trzy rézne elementy. Niezdegenerowane odcinki
otwarte, pototwarte i k-odcinki sa nietrywialne.

FAKT 1.13. Niech Z,Y bedg elementami kraty £(V). Jesli X = [Z,Y] jest nie-
zdegenerowanym odcinkiem, domknietym, otwartym, pototwartym lub k-odcinkiem,
o wierzcholtku Z i podstawie Y, to

Nx=z i Jx=Y

Tak wiec odcinki w kracie £(V') jednoznacznie wyznaczaja swoje konce. Koniec
Z odcinka nazywamy wierzchotkiem, natomiast koniec Y — podstawg. Mozemy wiec
utozsamiaé niepusty odcinek [Z,Y] z para (Z,Y) lub ulamkiem Y/Z rozwazanym
w [4, Roz. IIL.1].

Odcinki domknigte sa przykladami wypuklych podkrat kraty £(V'), natomiast
odcinki pélotwarte i otwarte sa wypuklymi zbiorami w £(V') (por. [4, Roz. 1.3]).
Wiasno$¢ te wykorzystuje ponizsze twierdzenie.

STWIERDZENIE 1.14. Niech X; = [Z;,Y;], i = 1,2 bedq odcinkami kraty £(V').
(i) XiNXy = [Zl + Z5,Y1 N Yg],

(ii) (X1, A2) = [Z1 N Za, Y1 + Y3,

gdzie (X1, Xo) jest najmniejszym odcinkiem domknietym zawierajgcym Xi, Xs.
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Dowob. (i) C: Wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdego U € X N Xy spelnione sa
inkluzje 21,2, CU C Y1,Yo, czyli Z1 + Zo CU C Y1 NYs.
D: Niech U € [Z1 + Z3, Y1 N Y3]. Wtedy Z1,Z5 CU C Y1,Ys, czyli U € &y, As.
(ii) Niech X bedzie dowolnym odcinkiem domknietym zawierajacym Xj, Xs.
Wowcezas Z1,7Z5 € X iY],Ys € X, a poniewaz X jest podkrata to Z1 N Zy € X
1Y1+Ys € X. Stad [Z1 N Z2,Y1 + Ys] C X, gdyz X jest podkrata wypukla. O

Dla wygody wprowadzamy funktor Int([Z,Y]) = ]Z, Y[ oraz na mocy 1.13 funk-
tor C1(]Z,Y|) = [Z,Y]. Przyjmujemy, ze Suby([Z,Y]) := [Z,Y]NSuby(V) = [Z,Y |-

Jesli U, W wyznaczaja prosta, to U, W = |UNW,U + W/, oraz dlugosé odcinka
[UNW,U + W] wynosi 2.

LEMAT 1.15. Niech p bedzie dowolng prostg w kracie £(V'), wowczas
(i) p=U,Us dla dowolnych Uy,Usy € p, takich, ze Uy # Us,

(i) p C[Z,Y] wtw., gdyp C1Z,Y],

(iii) jesli Uy, Uy € pN[Z,Y] iUy £ Us, top C|Z,Y].

Dowob. (i) Niech, na mocy definicji prostej, p = U, W. Poniewaz
UNW <U;,Us < U+ W,

to z 1.3(1), (iii) mamy odpowiednio UNW =U; NUz i1 U+ W = U; + Uy, a wtedy

UW=]UnW,U+W[=]U1NUz, U + Us[ = Uy, Us.

(ii)
=: 7 (i) mozemy przyjaé, ze p = Uy, Us dla pewnych Uy, Us € [Z,Y]. Wezmy
U € p. Poniewaz odcinek [Z, Y] jest podkrata to

ZCUiNUy=U<U +U; CY.

Zatem U € |Z,Y].

<: Zauwazmy, ze |Z,Y[ C [Z,Y].

(iii) Z (i) mamy p = Uy, Us. Wezmy U € p. Poniewaz odcinek [Z, Y] jest wypukla
podkrata to

ZCU NUy=U=<U; +U; CY,
co oznacza, ze U € |Z, Y. O

LEMAT 1.16. Niech p bedzie prostq oraz Uy, Uy elementami w kracie £(V') takimi,

ze D= Ul, Ug.
(i) Jesli W C Uy, Us, to dla kazdego U € p mamy W C U.

(ii) Jesli Uy, Uy C W, to dla kazdego U € p mamy U C W.

DowOD. (i) Zgodnie z definicja prostej w kracie £(V) mamy p = Uy NUs, Uy + Us].
Dla kazdego U € p zachodzi wiec Uy N Us C U. Z zalozenia natomiast wynika, ze
W C Uy NU,, zatem z przechodniosci inkluzji W C U.

(ii) Dualnie. O
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Dowiedziemy teraz kilka faktéow wiazacych relacje sasiedniosci z wlasnosciami
odcinkéw w kracie £(V).

LEMAT 1.17. Niech U, W1, Wy bedq elementami, a X odcinkiem £(V') takimi, ze
U~Wy, Wy, Wiy £ Wy it Wi, Wy € X. Jesli Wy, Wy nie sq sqsiednie, to U € X.

DowoOD. Niech X = [Z,Y]. W przypadku gdy U = Wy lub W5 dowdd jest skon-
czony. Zalézmy wiec ze U # Wi, Wy. Mamy wtedy

UnWwW;, <UW,<U+W, dla i=1,2. (1.8)

Gdyby UNW; = U N Ws, to z powyzszego W1, Wa mialyby wspdlny poprzednik, co
przeczy zalozeniu, ze Wi, Wo nie sg sasiednie. Gdy natomiast U + W1 # U + Wa,
to Wi, Wy mialyby wspélny nastepnik i réwniez uzyskujemy sprzecznosé. Zatem

UnWi#2UnNWy, 1 U+W;#U+ Wa. (1.9)
Z (1.8), (1.9) i 1.3 otrzymujemy
UnNW)+(UnNWs)=U = (U+ W) N U+ W).
W konsekwencji, poniewaz Z C W, C Y, to Z CU CY, co konczy dowdd. ]

LEMAT 1.18. Niech U, Wy, Wy bedg elementami, a X = [Z,Y] odcinkiem £(V)
takimz’, ze U ~ Wl,Wg, Wl 75 W2 ’in,WQ e X. Jesl Wl ~ WQ, to Z - U lub
UCY.

DowoOD. Jesli U = Wy lub U = Wa, to U € X i teza jest natychmiastowa. Zal6zmy
wiec, ze U # W1 1 U # W,

Elementy U, W1, W5 spelniaja zalozenia 1.9, posiadajg wiec wspolny poprzednik
badz nastepnik. Zatem z 1.3 odpowiednio

(i) UnWy=UnW,, lub (ii) U+W;=U+ Wa.
W pierwszym przypadku mamy U < U + W; dla i = 1,2 z 1.3(ii). Zatem z 1.3(i)
U= U+W)N U+ Wy),
natomiast z zalozenia, ze Wi, Wy € X mamy
ZCWinNWy C(U+Wh)N (U + Wa),

co razem daje Z C U.
W drugim przypadku dualnie wykazuje sie, ze

U=UnWy)+({UnWy) CY.
O

Zgodnie z ogdlna teoria, podprzestrzen kowymiaru 1 to maksymalna, wlasciwa
podprzestrzen. W przypadku odcinkéw X; = [Z;,Y;], i = 1,2 kraty £(V) méwimy,
ze odcinek X jest kowymiaru 1 w odcinku Xy jesli albo Z; = Z5 i Y7 < Y, albo
7y = Zoy 1Y) =Y, czyli gdy Xy jest maksymalnym i wlasciwym pododcinkiem A7 .

Méwimy, ze odcinki X7, Xs sa komplementarne lub wuzupelniajg sie wzgledem
odcinka X jesli X1 N Xy =01 (X, Ap) = X.
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LEMAT 1.19. Niech X = [Z,Y] bedzie dowolnym odcinkiem kraty £(V'). Jesli Y,
jest odcinkiem o wierzcholku Z lub podstawie Y, takim, ze Yy C X, to istnieje
odcinek Yo komplementarny z YV wzgledem X.

DowOD. Mozemy zalozyé, ze Yy = [Z,Y1], gdyz w drugim przypadku rozumowanie
jest dualne. Poniewaz w kracie £(V) istnieja wzgledne uzupelnienia (por. [4, Tw.
4, Roz 1V.3]), rozwazmy uzupelnienie Y7 w odcinku X, czyli element Zs taki, ze
ZoNYy =27Z1Zy+Y, =Y. Polézmy Vo = [Z,,Y]. Zgodnie z 1.14(i)

NNV =12+ Z, Y1 NY] = [Z,Y1].

Gdyby Zs C Y7, to mielibySmy Y = Zs + Y] = Yi, co przeczy zalozeniom o ).
Z 1.14(ii) mamy

<y17y2> - [ZﬂZQ,Yl +Y] = [Z7Y] = X’
co konczy dowodd. O

LEMAT 1.20. Niech Y1,Ys bedg komplementarnymi odcinkami kowymiaru 1 w od-
cinku X = [Z,Y] kraty £(V).

(i) Jesli Y1 = [Z,Y1], to istnieje Zy takie, Ze Z < Zy i Zo jest wzglednym
uzupelnieniem Y1 w odcinku X, czyli ZoNY1 = Z i Zo+ Y1 =Y, oraz Yo = [Zs,Y].

(i) Jesli Y1 = [Z1,Y], to istnieje Yo takie, ze Yo <Y i Yy jest wzglednym
uzupelnieniem Z1 w odcinku X, czyli Z1NYo = Z i Z1+ Yo =Y, oraz Yo = [Z,Y53].

DowoOD. (i) Poniewaz Vs jest kowymiaru 1 w X', wiec albo Vo = [Z, Y3] dla pewnego
Y, takiego, ze Yo < Y, albo Vo = [Z,,Y] dla pewnego Z, takiego, ze Z < Zs.
W pierwszym przypadku jednak Z € Y1N)Ys i odcinki YV, Vs nie sa komplementarne.
W drugim za$§ musi by¢ Zs ¢ Y3, gdyz w przeciwnym razie

VN =1[Z, 1] #0

zgodnie z 1.14(i). Pokazemy, ze Zs jest wzglednym uzupelnieniem Y7 w odcinku X'.
7 definicji odcinka kowymiaru 1 dla )y mamy Y; < Y. Stad, poniewaz Zs C Y
12 Q Y1, wiec Y1NZy < Z5 7 1.2. Zatem z faktu Z C Y1NZ5 wynika, ze Z = Y1NZs.
Podobnie Z < Zy, Z C Y11 Zy € Yy daje z 1.2 Y] < Yy + Zy. Wéwezas, ze
wzgledu na Y] <Y, inkluzja Y; + Z3 C Y daje réwnos¢ Y = Y; + Z,.
(ii) Rozumowanie w tym przypadku jest dualne do (i). O

LEMAT 1.21. Niech V1, Y2 bedg komplementarnymi odcinkami kowymiaru 1 w od-
cinku X kraty £(V).

(i) Dla kazdego Uy € ) istnieje Uy € Vo sqsiedni z Uy.

(ii) Kazda prosta przez Uy € Yy przecina Yo w dokladnie jednym elemencie lub
nie przecina Yo wcale.

DowoOD. (i) Niech X = [Z,Y], V; = [Z;,Y;]. Poniewaz Y1, Vs sa odcinkami komple-
mentarnymi kowymiaru 1 w X mozemy zalozy¢, bez utraty ogdlnosci, ze

21 =7 < 2o, Y1 <Y =Y5, Zs ng. (1.10)
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Niech U; € );. Nie moze byé¢ Zo C U; gdyz jest to sprzeczne z Zo Q Y;. Stad
Uy < Zy+ Uy z 1.2. Oznaczmy B := Zy + U;. Zauwazmy, ze B C Y5 ze wzgledu na
(1.10), a ponadto Zy # B. Wezmy Us taki, ze Zy C Uy < B. Element Us lezy w )s
i jest sasiedni z Uj, zatem dowdd jest zakonczony.

(ii) Zal6zmy nie wprost, ze Uy,Us,Us leza na jednej prostej p oraz U; € Yy,
Us,Us € Vo i Uy, Us sa rozne. Zatem p C Vo z 1.15. W konsekwencji Uy € Y1 N Vs,
co nie jest mozliwe bo Vi, Vs sa komplementarne. O

LEMAT 1.22. Niech &1,&y bedg komplementarnymi odcinkami kowymiaru 1 w od-
cinku € kraty £(V). Jesli Yy jest odcinkiem kowymiaru 1 w odcinku X oraz € C X
i & = &Ny, to istnieje odcinek Vo kowymiaru 1 w X, komplementarny z Yy
wzgledem X taki, ze Eo = EN Ys.

DowOD. Niech £ = [T, S], &= [T’Z,Sl], dlai=1,2, oraz X = [Z, Y], V1= [Zl,Yl].
Odcinki &1, & sa odcinkami komplementarnymi kowymiaru 1 w X, przyjmijmy wiec

T =T < T, S <S:SQ, 15 gSl (1.11)
Poniewaz & = £ N Yy i Y jest kowymiaru 1 w X, to
W=7 i Y <Y, (1.12)

gdyz w przeciwnym razie, tzn, gdy Z < Z1 i Y7 = Y, mielibySmy & = NV =
[T+ Z1,SNY] = [T+ 7, 5], a w szczegblnosci S; = S, co przeczy (1.11). Krata
£(V) jest komplementarna, rozwazmy wiec element Zs bedacy uzupelnieniem 7T
w odcinku [Z, T3].

/' Y
Y1
/' S =59
S1
./0 "
T =T |
-2
Zi—zv "
Rysunek 1.2
Wowezas
ZoNT =2 i Zy+T =1T5. (1.13)

Wezmy Vo := [Z3,Y]. Poniewaz T' < T5 z (1.11), to z 1.1 i (1.13) mamy
Z=TNZy ITyNZy = 7.

Gdyby Z = Z5, to z (1.13) mielibySmy T' = Z +T = T, co przeczy (1.11). Tak wiec
Z < Zy i)Y, jest kowymiaru 1 w X.

Aby Y1,)Ys byly komplementarne wystarczy sprawdzié, ze Y1 N Vs = 0, czyli
Zy € Y. Przypudémy, ze Zo C Yi. Wtedy

Yl:Z2+Y1:Zg—i-(T—i—Yl):(Z2+T)+Y1:T2+Y1:T2+51+Y1, (1.14)
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z faktu, ze & C Yy i (1.13). Poniewaz S; C T +S1 € S, to z (1.11) mamy
Ty + S1 = S. Tak wigc z (1.14) otrzymujemy S C Yi, a stad € C )y, co przeczy
zalozeniu, ze ENY =& #E.

Z (1.13) oraz (1.11) mamy

ENYy = [T—FZQ,SQY] = [TQ,S] = &,
co konczy dowdd. O

LEMAT 1.23. Jesli Z < Zog CY, Z CYy <Y oraz ZoNYy = Z lub Zy+Yy =Y, to
odcinki [Z,Yy], [Zo,Y] sa komplementarne, kowymiaru 1 wzgledem odcinka [Z,Y].

DowODp. Niech Yy = [Z,Yy] i Ve = [Z0,Y]. Z zalozenia odcinki ), Y3 sa kowymiaru
1 w odcinku [Z,Y]. Nalezy wykazaé, ze sa one komplementarne.
W oparciu o 1.14(i) uzyskujemy

ViNYo=[Z+Zy,YoNY]| = [Zy,Yy].

Gdyby Zy C Yy, to ZoNYy = Zyi Zg + Yy = Yy, co przeczy naszym zalozeniom,
wiec Yy N Yo = (0. Z 1.14(ii) mamy

(V1,02)=[ZNZy, Yo+ Y] =[2,Y],

co konczy dowdd. O

1.3 Peki odcinkéw

W geometrii rozwaza sie peki podprzestrzeni przestrzeni rzutowej. Tutaj badamy
peki odcinkéw kraty. Do okreslenia takiego peku potrzebujemy pojecia sgsiednich
odcinkéw. Méwimy, ze odcinki X; = [Z;,Y;], i = 1,2 sa sasiednie jesli sasiednie sg ich
wierzchotki Z7, Z5 oraz podstawy Y7, Ya. Jesli odcinki A7, Xy sa rézne i sgsiednie, to
zbidr postaci

Xy, Xy = {[Z, Y]Z Z €,y YeY,Ys ZC Y} (1.15)

nazywamy quasi-pekiem odcinkéw. Je$li G = X, Xy jest takim quasi-pekiem, to
zbior
IntG:={IntX: X € G} (1.16)

nazywamy quasi-pekiem odcinkow otwartych quasi-peku G, natomiast dla ustalonej
liczby naturalnej k, zbiér

Subg (G) := {Subg(X): X € G}. (1.17)

nazywamy quasi-pekiem k-odcinkéw quasi-peku G.
W dalszej czesci pracy rozwazamy nietrywialne, domkniete odcinki X; = [Z;, Y],

1 =1,2,---, oraz stosujemy nastepujace oznaczenia:
Z’:ZlﬂZg, Z/,221+Z2, leylﬁYQ, Y”ZYl—I-YQ, (1.18)
X =xnXy=1[2"Y'] X' = (X, %) =[2"Y"]. (1.19)

Rozwazajac quasi-peki zakladamy, ze sa one niepuste.
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LEMAT 1.24. Niech G = Xy, Xy bedzie dowolnym quasi-pekiem odcinkéw i X od-
cinkiem kraty £(V'). Jesli X1, Xy C X, to wszystkie elementy G zawarte sg w X.

DOWOD. Zauwazmy, ze Z' = Z1NZy € X oraz Y/ = Y] + Yo € X, gdyz X jest
podkrata. Poniewaz X jest podkrata wypukla oraz dla kazdego odcinka [Z,Y] € G
zachodzi Z/ CZiY CY" to [Z,Y] C X. O

LEMAT 1.25. Jesli odcinki X1, Xo sq sgsiednie 1 X1 C Xy, to X1 = Ab.

DowOD. Poniewaz X, Xy sa sasiednie, wiec Zy ~ Zs 1 Y] ~ Ys. Natomiast z zalo-
zenia X} C Xy wynika, ze Zo C Z7 1 Y7 C Ys. Stosujac 1.10 dla par Z1, Zs i Y7, Yo,
otrzymujemy odpowiednio Z; = Z5 i Y] = Ys. O

LEMAT 1.26. Niech G bedzie dowolnym quasi-pekiem odcinkéw. Jesli Xy, Xy sq
odcinkami takimi, ze G = X1, Xa, to G = X'.

Dow6D. Niech U € N G. W szczegdlnosci U € X1 N Xy = X'
Na odwr6t, niech U € X', czyli Z” C U C Y'. Wezmy dowolny X3 € G. Poniewaz
Z3CZ"1Y' CYs, to mamy U € Xs. O

Niech
S:={[Z2,Y]: ZCY, Z,Y € Sub(V)} (1.20)
bedzie rodzina wszystkich domknietych odcinkéw kraty £(V'). Przez Sub(X) ozna-
czamy rodzine wszystkich podzbioréw zbioru . Okreslamy operacje

X: ¥ x ¥ — Sub(X)
w nastepujacy sposob: niech Z,) € ¥ wéwczas
ZRY={[Z,Y|eX: Z€ Z,Y € V}. (1.21)

Operacje X mozna rozszerzy¢ dopuszczajac odcinki otwarte w miejscu odcinkéw
Z.). Jesli p,q sa prostymi w kracie £(V), wzglednie p albo ¢ jest singletonem
elementu kraty £(V), to pXgq jest quasi-pekiem. Na odwrét, kazdy quasi-pek mozna
przedstawié¢ jako X produkt pewnych odcinkéow.

Nie kazde dwa, rézne elementy quasi-peku wyznaczajg ten sam quasi-pek.

PRZYKEAD 1.27. Rozwazmy dwa rézne i sasiednie odcinki X; = [Z;,Y;], i = 1,2
w kracie £(V) takie, ze Z; C Y3. Oznaczmy odcinek Xy = [Z1,Y3] i proste p =
Zl, ZQ, q = Yl,Yg (rys. 1.3).

Y1

X

A

Rysunek 1.3

Zauwazmy, ze mamy tutaj trzy rézne quasi-peki: Go = pXq, Gy = {Z1} K¢
oraz Go = p X {Ys}, spelniajace inkluzje G1, Gy C Go. Odcinki Xp, X1, Ao sa parami
réoznymi elementami G, ale Gg = X1, X, Gy = &p, X1 1 Gy = A, As. O
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Quasi-pek G odcinkéw nazywamy tranzytywnym, gdy G = X, Xy dla dowolnych,
réznych X1, Xo € G. W powyzszym przykladzie quasi-pek Gg nie jest tranzytywny,
natomiast quasi-peki Gj i G tak. Ta wlasno$¢ przystuguje wylacznie minimalnym,
w sensie relacji bycia podzbiorem, quasi-pekom.

| TWIERDZENIE 1.28. Quasi-pek jest tranzytywny wtw., gdy jest minimalny. |

DowOD. =: Niech G bedzie tranzytywnym quasi-pekiem. Zal6zmy, ze G nie jest
minimalny, czyli istnieje quasi-pek Gy taki, ze Gy C G. Na podstawie definicji quasi-

peku rozwazmy odcinki X7, Xy takie, ze Gg = X1, Xy. Poniewaz Gy C G to z okre-

$lenia tranzytywnoéci Gg = X1, Xs i otrzymujemy sprzeczno$é.

< Zauwazmy, ze w dowolnym quasi-peku G dwa rdézne elementy wyznaczaja
quasi-pek nie wiekszy niz G, w sensie relacji bycia podzbiorem. Jesli wiec G jest
minimalny, to kazda para réznych elementéw G wyznacza G jednoznacznie. O

TWIERDZENIE 1.29. Niech G = X, X bedzie quasi-pekiem odcinkéw w £(V').
Quasi-pek G jest minimalny wtw., gdy zachodzi jeden z nastepujgcych warunkdw:

(i) Zl = Zg lub Yl = YQ,

(i) 21 ¢ YaiZo g V.

DowOD. Oznaczmy p := Z1,Z2 i q :=Y1,Ys.
=: Zal6zmy, ze G jest minimalnym quasi-pekiem i nie zachodzi (i), tzn. Zy # Zo
i Y7 # Y5, Przypusémy ponadto, ze Z1 C Ys.

Rysunek 1.4

Zauwazmy, ze {Z1} K q, jak rowniez p X {Y1}, sa quasi-pekami zawartymi w G
réznymi od G, co przeczy minimalnosci G (por. przyklad 1.27). Analogicznie, w przy-
padku, gdy Zo C Y7, uzyskamy sprzecznos¢. WykazaliSmy zatem, ze spelniony jest
warunek (ii).

<: (1) Zalézmy, ze Zy = Zy = Z. Wowczas G = {Z} K q. Niech X3, X, € G
i X3 # Xy. Zauwazmy, ze Y3, Yy € q i Y3 # Yy, wiec z 1.15 ¢ = Y3, Yy, a tym samym

G = X3, Xy, co oznacza, ze G jest tranzytywny. Z 1.28 quasi-pek G jest minimalny.
W sytuacji, gdy Y7 = Y2 dowdd biegnie analogicznie.
(ii) Niech A5, Xy € G i X3 # X)y. Pokazemy, ze G = X3, Xy. Poniewaz G = pX ¢,
wystarczy wiec dowie$¢ rownosci p = Zs, Z4 1 q = Y3, Y. Z uwagi na to, ze Z3, Z4 € p
oraz Y3, Y, € q dowdd sprowadza sie do wykazania réznosci Zs # Z4 1 Y3 # Y.
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R Z4 .......... Zs

Rysunek 1.5

Przypusémy, ze Y3 =Yy =Y (rys. 1.5). Wowczas Z3 # Z, bo X3 # Xy. Tak wiec
z 1.15(1) mamy p = Z3, Z4. Z 1.16(ii) natomiast 71,75 C Y. Jesli Y1 =Y, to Z, C Y,
i otrzymujemy sprzecznos$¢ z zalozeniami. Gdy Y7 # Y, to ¢ = Yi7,Y. Ponadto
Z1 € Y1,Y iz 1.16(i) dostaniemy Z; C Y3, co przeczy zalozeniom. W stosunku
do pary Y, Y, mozna zastosowaé¢ analogiczne rozumowanie i otrzymac sprzecznosé.
Ostatecznie, nasze przypuszczenie jest falszywe, czyli Y3 # Yj.

Dualnie mozna dowies¢, ze Z3 # Zy. O

DEFINICJA 1.30. Niech G = X}, X3 bedzie quasi-pekiem odcinkéw w kracie £(V).
Jesli quasi-pek G jest minimalny, to nazywamy go pekiem odcinkéw w kracie £(V).

Jesli Z1 = Zs, to G nazywamy pekiem wlasciwym typu gwiazda (rys. 1.6), jesli
natomiast Y7 = Y3, to G nazywamy pekiem wlasciwym typu ukiad (rys. 1.7). Mowi-
my krétko, ze G jest pekiem wlasciwym, gdy G jest pekiem wladciwym typu gwiazda
lub uktad.

"

Rysunek 1.6 Rysunek 1.7

Odcinek X’ = N G nazywamy wierzcholkiem peku odcinkéw G, natomiast odci-
nek X" = (X1, Xy) jego podstawq.
Pek odcinkéw G nazywamy waflem jesli Z1 € Ya i Zy € Y7 (rys. 1.8).
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Y/I

Z/
Rysunek 1.8

Zauwazmy, ze wierzchotek peku wlasciwego G jest odcinkiem kowymiaru 1 w kaz-
dym z elementéw G oraz kazdy element G jest kowymiaru 1 w podstawie G. Peki
wlasciwe sa postaci {Z} K ¢ lub p K {Y'}, gdzie p,q sa prostymi w £(V'). Wafle
natomiast sa postaci p X gq.

FAKT 1.31. W kazdym peku odcinkow G = X1, Xy zachodzqg nastepujgce zwigzki
Z/ C Y/ Z// C Y//
Gdy G jest waflem, to ponadto
XNy =10, Zi 7Y’ z"¢Y;, z"g¢y'.

LEMAT 1.32. Niech X1, X5 bedg odcinkami kraty £(V') rozpinajacymi pek wlasciwy.

(i) JesiYi=Yo=Y,U€ X, iZ" ¢ U, to istniejg W1, Wy takie, ze W; <Y,
odcinki [Z;, W;] C X; (i = 1,2) rozpinajg wafel, oraz U € [Z1, W1].

(i) Jesli Zy=Zy=2,U € Xy iU LY, to istniejg W1, Wy takie, ze Z < W,
odcinki [W;,Y;] C X; (i = 1,2) rozpinajg wafel, oraz U € [Wq,Y1].

DowOD. Dowdd prowadzimy dla przypadku (i), gdyz dowdd (ii) przebiega dualnie.
Zakladamy wiec, ze Y1 = Yo =Y, U € Xy 1 Z"” ¢ U. Poniewaz Z; < Z" to istnieja
zi € Z"\ Z; dlai = 1,2. W odcinku [U,Y] mozemy wybra¢ Wy takie, ze W7 <Y
i z1 ¢ Wi. Podobnie mozemy wybraé¢ podprzestrzenn Wy w [Zs, Y], tak aby Wy <Y
i zZ9 ¢ WQ.

Zauwazmy, ze Z1 ¢ Wa i Zy € W, gdyz w przeciwnym razie Z” C W; dla
i =1 lub 2, co przeczy konstrukcji W;. Oznacza to, ze odcinki [Z;, W;] wyznaczaja
wafel. O

Powyzszy lemat, w szczegdlnosci, pozwoli dla dowolnego peku wtasciwego skon-
struowaé wafel taki, ze kazdy element wafla lezy w odcinku nalezacym do wyjscio-
wego peku wlasciwego.

Moéwimy, ze podzbiér X; kraty £(V) przylega stabo do podzbioru X i pisze-
my X <] Ay lub Ay > Xy, gdy dla kazdego Uy € X istnieje Uy € Xy sasiedni
(wspélliniowy) z U;. Méwimy, ze zbiory X, Xy przylegajq do siebie, co zapisujemy
X1 <Q|> Xy, jesli Xy \ X przylega stabo do X \ A} i odwrotnie.

Znajdziemy teraz zaleznosci pomiedzy relacjami przylegania i sasiedniosci od-
cinkéw w kracie £(V).
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STWIERDZENIE 1.33. Niech X1, Xy bedq sqsiednimi odcinkami kraty £(V'). Albo
X' £ D i Xy, Xo nie jest pekiem wlaSciwym, albo Xp <[> Xs.

Dowo6D. Oznaczmy G := AXp, Xy. Niech Uy € Ap \ Xz. Poniewaz X' = [Z”,Y], to
mamy albo Z” ¢ Uy, albo Uy ¢ Y'. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy przyjac,
ze Z" ¢ Uy, gdyz w drugim przypadku dow6d biegnie dualnie. Wtedy Z; # Zo.
Zatem mamy Z; < Z" i oczywiscie Z; C Uy, co razem dzigki 1.2 daje Uy < Uy + Z”.
Niech B := U; + Z". Poniewaz Yo < Y"1 BCY"” z 1.2 mamy Q :=YoNB < B.
Zauwazmy, ze QQ = B tylko gdy Z; C Ys. Zatem, gdy G jest waflem, czyli Z; ¢ Ya,
to @ jest szukanym Us. Gdy G nie jest pekiem wlasciwym i jednoczesnie X’ = () to
za Us bierzemy @ lub dowolny jego poprzednik z odcinka [Z3, Q], w zaleznosci od
tego czy Q < B, czy tez Q = B.

Pozostal przypadek gdy G jest pekiem wlasciwym, czyli Y1 = Yo = Y. Wtedy
z 1.32(1) mamy odcinki X! = [Z;, W;] (i = 1,2) o tej wlasnosci, ze W; <Y, U € &Y,
X! C X, oraz X! rozpinaja wafel. Z wczesniejszych rozwazan istnieje Uy € X5\ &)
sasiedni z Uy. Stad Us € Xy, Gdyby Us € Xy to Uz € X \ &Xf czyli Uy = Y
z okreSlenia X7, co z kolei oznaczaloby, ze Uy ¢ X;. Ostatecznie Uy € Xo \ X;. O

Dwa odcinki [Z;,Y;] kraty £(V') sa podobne gdy Z1, Z2 maja te sama wysokosé
i Y1,Y> maja te sama skonczona wysoko$¢. Zauwazmy, ze elementy o skonczonej
wysokosci jesli sa sasiednie to maje te sama wysokosé.

STWIERDZENIE 1.34. Jesli Xy <|> Xo, to odcinki Xy, Xo sq sgsiednie.

DowOD. Z zalozenia i definicji przylegania zbiér X; \ Ao przylega stabo do Xy \ A
i na odwroét.

Jedli Z1 € Xy i Zs € X, to odpowiednio Zo C Z1 i Z1 C Zs, skad Zy = Zs,
a wiec Z1 ~ Zs.

JeSli Z1 € Xy 1 Zy € Xy \ A4, to odpowiednio Zy C Z; i istnieje Z] € Xy \ Xa
taki, ze Z] ~ Zy. Mamy woéwczas Zo C Z1 C Z1, wiec z 1.11 dostajemy Zy = Z7,
skad Z1 = Zy, a wiec Z1 ~ Zs. Rozumowanie przebiega analogicznie, gdy Z> € X}
121 e X \XQ

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy Z; € X; \ X; oraz Zs € Xp\ Xy. Wtedy
w Xo\ Xj istnieje element Z} sasiedni z Z; 1 na odwrét, w X \ Xs istnieje Z sasiedni
z Zy. Gdyby Z] = Z3_; dlai = 1 lub i = 2, to mielibySmy Z/ € X3_;, co nie jest
mozliwe. Zatem z 1.12 mamy Z] = Z1 1 Z = Zs, i w konsekwencji Z; ~ Z.

Dualnie dowodzi sie, ze Y7, Y5 sa sasiednie. O

STWIERDZENIE 1.35. Jesli X} <[> Xo, to Int Xy <|> Int Xs.

DowOD. Niech &X; = [Z;,Y;] 1 X! = Int X, i = 1,2. Poniewaz z 1.34 odcinki A, X
sa sgsiednie, zatem
Zi~Zs i Vi~ Y. (1.22)

Wezmy U; € X\ Xy. Nalezy wskazaé Uy € X5\ X taki, ze Uy ~ Us. Zauwazmy,
ze
Xo\ Xy = {Z3,Ya}. (1.23)
Gdyby wiec Uy € Xy, to Uy = Zs lub Uy = Y,. W pierwszym przypadku Zs € A7,
a wiec Z1 C Zs, co razem z (1.22) i 1.10 prowadzi do sprzecznosci. Podobnie dla
Uy = Y, uzyska¢ mozna sprzeczno$é. W konsekwencji Uy € X \ X 1 z zalozenia
o przyleganiu X, Xy istnieje Us € &y \ X} taki, ze Uy ~ Us.
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Teraz wystarczy dowiesé, ze Us € X3, czyli zgodnie z (1.23) Uy # Zy i Uy # Y.
Przypus$émy, ze Uy = Z5. Z (1.22) otrzymujemy Us ~ Z71,U;. Nastepnie z 1.11 mamy
Uy = Z1, co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem, ze Uy € X] \ X5. W analogiczny
spos6b mozna wykazacé, ze réwno$¢ Uy = Ys nie jest mozliwa. U

STWIERDZENIE 1.36. Jesli |Z1,Y1] <|> ]Z2,Ya[, to dla kaZdego k takiego, Ze
dim 7y < k < dim Yy mamy [Z1, Y1]i <|> [Z2, Yolk.

DowoD. Weimy U, € [Zlayl]k \ [ZQ,YQ]k. Wtedy U, € ]Zl,Yl[ \ ]ZQ,YQ[. 7 zalto-
zenia istnieje Uy € |Zo, Ya[ \ |21, Y1[ taki, ze Uy ~ Us,. Poniewaz U jest skonczonej
wysokosci k, to dim Uy = k, co konczy dowdd. O

STWIERDZENIE 1.37. Niech X; = [Z;, Y]k, i = 1,2, bedq nietrywialnymi, podob-
nymi k-odcinkami w £(V') . Jesli Xy <|> Xs, to albo Zy = Zy = Z idim Z =k — 1,
albo Y1 =Yoo =Y ¢ dimY =k + 1, albo X1, X> sq sgsiednie.

DowOD. Wykazemy, ze albo Y| ~ Y5, albo Z; = Zy = Z i dim Z = k — 1. Zal6zmy
wiec, ze Y7 » Y, czyli, ze istnieje podprzestrzen D przestrzeni V taka, ze

dmD =2, DCY; oraz DNY,=0. (1.24)

Przypusémy, ze istnieje U; € X takie, ze D C Uj. Z zalozenia rozwazmy Us
z X sasiedni z U;. Poniewaz Uy NUs; C Uy NYs oraz dimU; NUs = k — 1, to
k—1 < dimU; NY;. Zauwazmy, ze (U3 NY2)+ D C Uy. Ze wzgledu na ograniczenia
wymiarowe D N (U; NY3) # ©, a to z kolei oznacza, ze D NY, # © i uzyskujemy
sprzecznosc.

Zatem nie ma takiego Uy € &1, ze D C U;. W konsekwencji dim Z; = k—1, gdyz
w przeciwnym razie, tzn. gdy dim Z; < k—2, istniataby k wymiarowa podprzestrzen
U, € X zawierajaca Z1 + D. Z tego samego powodu

DNZ =0. (1.25)

Natomiast z podobienstwa X}, Xs mamy dim Zy = k—1. Zauwazmy zatem, ze kazde
dwa elementy w X7, jak réwniez kazde dwa elementy w X5, sg sasiednie.

Rozwazmy liniowo niezalezne wektory di,ds € D, oraz odpowiadajace im ele-
menty Uy := 71 + <d1>, Wy =721 + <d2> z X1. Gdyby U; € Xy, lub W7 € &, to
odpowiednio d; € Y3 lub dy € Ys, co nie jest mozliwe. Zatem Uy, Wi € X \ Xs.
Z zalozenia o przyleganiu X1, Xo, w Xy \ A} istnieja Us, Wy takie, ze Uy ~ U,
i Wy~ Ws.

WeZzmy dowolny z € Z7 \ ©. Gdyby z byl kombinacja liniowa wektoréw di, ds,
to z € D i mieliby$my sprzecznosé z (1.25). Tak wiec uklad z,d;,dy jest liniowo
niezalezny. Ponadto

(U1 NUs),(z,d1) CU; oraz (W1 NWa),(z,ds) C Us.

Stad oraz z faktu, ze dimU; NUs =k — 1 =dimW; N Ws i dimU; = k = dim W;
dla 7 = 1,2, uzyskujemy

(Ul N Ug) N (Z,d1> # © oraz (Wl N Wg) N (Z,d2> # 0.
Istnieja wiec ay, ap € K takie, ze

u=z+aid; € Us, w =z + asdy € Ws. (1.26)
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Rozwazmy teraz
di=u—w= aldl — agdg.

Zauwazmy, ze d jest liniowa kombinacja dy, do, wiec d € D. Z drugiej strony mamy
u—w € Uy+ Wy z (1.26). Poniewaz Uy + Wy C Y, wiec d € DNY3 iz (1.24)
ostatecznie d = 6. Stad u = w, i z (1.26) mamy

Oéldl = Oéng.

Powyzsza réwnosé zachodzi jedynie dla oy = 0 = ag. W rezultacie u = w = z.
Z dowolnosci wyboru z otrzymujemy Z; C Uy N Wo.

Poniewaz Zy 4+ Zs C Us, wiec ze wzgledu na wymiary Z1, Zo i Uy mamy albo
Z1+ Zy = Us, gdy Zy # Zo, albo Zy = Zs. Pokazaliémy zatem, ze albo Zy = Zs,
albo istnieje Uy € Xy \ Xy taki, ze Uy = Z1 + Zs.

Stosujac to samo rozumowanie w stosunku do podprzestrzeni D przestrzeni V'
takiej, ze D C Yo, DNY; = © i dimD = 2 otrzymamy, ze albo Z; = Z,, albo
istnieje Uy € X \ Xy taki, ze Uy = Z1 + Zo. W rezultacie, gdyby Z; = Zs, to

i+ Zye X\ Xy, Ao\ A,

co nie jest mozliwe, a wiec ostatecznie Z; = Z,.
Dowiedlismy, ze albo Y1 ~ Ys, albo 21 = Zs = Z 1 dim Z = k — 1. Rozumujac
dualnie mozna wykazaé, ze albo Z; ~ Z3, albo Y1 =Yoo =Y idimY =k + 1. O

W dalszej czesci tej sekeji ustalamy geometryczna charakteryzacje pekow odcin-
kéw w kracie £(V).
LEMAT 1.38. Niech G bedzie pekiem odcinkow w kracie £(V) @ X1, Xy € G.

(i) Jesli Zy # Za, to dla kazdego Z € Zy, Zy istnieje dokladnie jeden element
Y € Y1,Y; taki, ze [Z,Y] € G. Ponadto, prawdziwy jest wzérY = Z +Y".

(il) Jesli Y1 # Ya, to dla kazdego Y € Y1,Ys istnieje dokladnie jeden element
Z € Zy,Zy taki, ze [Z,Y] € G. Ponadto, prawdziwy jest wzér Z =Y N Z".

DowOD. (i) Jedli G jest pekiem wlasciwym, to Y1 = Yo =Y/ =Y”. Niech Y := Y.
Woéwezas Y1,Ys = {Y}, a zatem [Z,Y] € G 1Y jest wyznaczony jednoznacznie.
Rowno$é Y = Z + Y’ jest prawdziwa, gdyz Z CY' 1Y =Y.

W przypadku, gdy G jest waflem, to Z’ < Z, wiec z 1.1 mamy Z'+Y' < Z+Y".
Ze wzgledu na inkluzje Z/ C Y’ otrzymujemy Y’ < Z +Y’. Gdyby Y/ = Z + Y/,
to mielibySmy Z C Y’, a co za tym idzie Z C Y dla kazdego Y € Y1, Ys. Jest to
sprzeczne z definicja wafla 1.30. Tak wigc Y/ < Z +Y’. Oznaczmy Y := Z + Y.
Poniewaz Z,Y' CY” wiecY CY” iz 1.6 mamy Y € Y1, Y5.

Gdyby istnial Yy # Y taki, ze [Z,Y)] € G, to mielibySmy dwa rézne odcin-
ki [Z,Yy] 1 [Z,Y] o wspllnym wierzcholtku, wyznaczajace G, co nie jest mozliwe
z definicji wafla 1.30.

(ii) Rozumowanie biegnie dualnie do (i). O

Moéwimy, ze prosta p przecina odcinek X kraty £(V), jesli p N X # 0.

LEMAT 1.39. Niech G = X, Xy bedzie quasi-pekiem i p = |H, B[ prostqg w £(V).
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(i) Jesli prosta p przecina odcinki X1, Xo, w réznych elementach Uy,Us, to

Z'CcHCY' i Z'CcBCY" (1.27)

(ii) Przy zalozZeniach (i) gdy ponadto U; € Int X;, to zachodzi (1.27) oraz

H4Y',Z"+B, jesli Zy #+ Zo to Z' + H, jesli Y1 #Ys to B£Y".  (1.28)

(iii) Jesli zachodzi (1.27), to p przecina dowolny odcinek X € G.
(iv) Jesli zachodzi (1.27) i (1.28), to p przecina dowolny odcinek X € Int G.

DowoODp. (i) Niech p przecina X; w U;, i = 1,2 1 Uy # U. Wtedy z 1.15(i) mamy
p="U,Us, oraz z 1.3

H=UnNnUy, B=U+Uy, oraz Z;CUCY;, dla i=1,2. (1.29)
Tak wiec
Z1iNZy CUNU,CYINYy oraz Z1+ 25 CUL +Us CY1 + Y5, (130)

co ze wzgledu na (1.18) konczy dowéd w tym przypadku.

(ii) Spelnione sa zalozenia (i) wiec prawdziwe sa réwniez (1.29) i (1.30). Poka-
zemy teraz, ze H # Y.

Albo Y7 = Y, = Y, albo Y7 # Ys, gdyz odcinki Xy, X5 rozpinaja quasi-pek.
W pierwszym przypadku, gdyby H = Y, to mieliby$my Y; C U;, dla i = 1,2. To
z kolei, z (1.29) oznacza, ze U; = Y; i uzyskujemy sprzeczno$é¢ z zalozeniem, ze
U, € Int &;.

W drugim przypadku, tzn. gdy Y7 # Y5, mamy prosta ¢ = Y7,Y5 oraz Y/ < Y]
dla i = 1,2. Poniewaz H < U;, wiec gdyby H = Y”, to mielibySmy Y’ < U;. Z uwagi
na to, ze U; C Y” (por. (1.29)), mamy Y’ < U; C Y”, co oznacza, ze U; € q.
Prowadzi to do sprzecznosci, gdyz U; € X; i musialoby byé¢ U; = Y.

Dowiedliémy wiec, ze H # Y’'. Dualne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla
Z1,Zs, 1 otrzymujemy wtedy Z” # B.

Teraz pokazemy, ze jesli Z, # Zo, to Z' # H. Poniewaz odcinki X}, Xs rozpinaja
quasi-pek, wiec wierzchotki 71, Z5 leza w tym wypadku na prostej, powiedzmy g =
Z1,Zy. Gdyby Z' = H, to mielibySmy Z’' < U;, gdyz Uy, Us lezg na prostej i H < Us.
Zauwazmy, ze q = |Z', Z"[. Tak wiec Z' < Z;, U;, czyli Z;, U; sa sasiednie. Ze wzgledu
na (1.29) oraz 1.10 mamy Z; = U, co przeczy zalozeniu, ze U; € Int Aj.

(iii) Niech X = [Z,Y] € G. Wtedy Z+ H CY N B. Poniewaz Z' < Z i Z' C H,
toz1.2 H<Z+H.PodobnieY <Y”iB CY"”dajez1.2Y NB =< B. Ostatecznie:

H=Z+HCYNBZIB,

czyli mamy cztery przypadki: H < Z+ H lub H = Z+ H i jednoczesnie YN B < B
lub Y N B = B. Poniewaz H < B, to w kazdym z nich mozemy wybra¢ U takie
aby H<U<BiZ+HCUCYNB,awieciZCUCY.
(iv) Niech X = ]Z, Y| € Int G. Poniewaz spelnione jest (1.27), wiec z (iii) istnieje
U takie, ze
H<U=<B i ZCUCY. (1.31)
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Gdyby U = Z, to po wstawieniu do (1.27) i (1.31) mielibysmy Z’ C H < Z.
Poniewaz Z' < Z, wiec musi by¢ Z' = H oraz Z' < Z. Z uwagi na to, ze Z, Z1, Zo
sa sasiednie i, przypomnijmy, Z' = Z; N Zy, warunek Z' < Z implikuje Z; # Zs.
Zatem Zy # Zs i jednoczesnie Z' = H. Sprzeczne to jest z (1.28). Tak wiec Z C U.

Stosujac analogiczne rozumowanie mozna wykazaé¢, ze U C Y. Z (1.31) prosta p
przecina X . O

LEMAT 1.40. Niech G = X1, Xo bedzie waflem. Wtedy
(i) jesli Uy € X1, to Uy = (Uy + Z2) NYs jest jedyny w Xo sqsiedni z Uy,

i) Z/<U0UNnZ"<Z"iY' <U+Y' <YY" dla wszystkich U € |JG.

DowOD. (i) Z okredlenia Uy € Xy. Wykazemy, ze Uy ~ Us, tzn. Uy, U, posiadaja
wspélny poprzednik, a mianowicie Uy N Ys. Poniewaz X5 jest elementem wafla G,
wiee Y5 lezy na prostej Y/, Y”[. Stad Y2 < Y”. Z 1.1 mamy U; N Y, < U3 NY" ale
UnNY” = Uy, zatem U; NYy <X Up. Gdyby Uy NY; = Uy, to Uy C Ys, a tym samym
Z1 C Ys, co przeczy definicji wafla 1.30. Pokazalidmy wiec, ze Uy N Yy < Uy.

Poniewaz Z' < Z,, wiec z 1.1 mamy Uy + Z' <X Uy + Zs. Jedli uwzglednimy
réwnosé Uy = Uy + Z', to Uy < Uy + Z5. Po przemnozeniu obustronnie przez Y3,
z 1.1 otrzymujemy U1NYs < (U1 +Z3)NYa, ale prawa strona to Us, wiec U1NYs < Us.
Gdyby Ui NYy = Us, to po przemnozeniu obu stron przez Zs mieliby$my

UNZy=UNYoNZy=Us N2y =2y,

czyli Zo C Uy C Y7, co przeczy definicji wafla. Zatem Uy NYy < Us i ostatecznie Uy
jest sasiedni z Us.

Przypudémy teraz, ze Us nie jest jedyny o zadanej wlasnodci tzn., ze istnieje
Uj € Xy taki, ze Uy # Us 1 Uy ~ Uy. Albo Uj = Us, albo Uy ~ Usy. W pierwszym
przypadku dostaniemy U; € Xy z 1.17, co nie jest mozliwe. W drugim Zo C U; C V)
lub Zy C Uy C Ys 7 1.18, co z kolei przeczy definicji wafla. Zatem Us jest doktadnie
jeden.

(ii) Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze U € Ay, czyli Z1 C U C Y.
Poniewaz mamy inkluzje Z’ C U N Z" C Z" oraz Z' < Z", wiec aby dowiesé
pierwszy czlon koniunkcji wystarczy wykazaé, ze Z' £ U NZ" # Z".

Gdyby Z' =U N Z", to po obustronnym pomnozeniu przez Z; dostalibySmy

72'=7'NZ1=U0UNnZ2"NnZ=UNZ = Zi,

co przeczy temu, ze X jest elementem wafla G.

Jedli natomiast UNZ" = Z", czyli Z" C U, to Zy C U C Y7, co przeczy definicji
wafla 1.30.

Fakt Y/ < U + Y’ < Y"” dowodzi si¢ dualnie. O

STWIERDZENIE 1.41. Niech X1, X5 bedqg sqgsiednimi, réznymi odcinkams kraty
£(V). Nastepujace warunki sq réwnowazne

(1) odcinki Xy, Xy rozpinajq wafel,
(2) Z2'nY'=2"i72 #+272",

(3) Y'+Z'=Y"iY' £Y".
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DowoéDp. (1) = (2) Przypomnijmy, ze Z”"NY' = (Z1 + Z2) N (Y1 NY3). Poniewaz
jedynym sasiednim z Z; elementem w X5 jest Zo, to z 1.40(i) otrzymujemy Zp =
(Z1 + Z3) NYs. Stad Z" NY' = ZyNY;y. Poniewaz Z' < Zs, wiec z 1.1 mamy
Z'NY <X Z3N Yi, ale 7' C Y7, zatem 7' < ZyNY;. Gdyby 7' < 7y NYi, to ze
wzgledu na to, ze Z' < Zs 1 ZoNYy C Zsy, mielibySmy Zo NY] = Zs, czyli Zs C Yy,
co kidci si¢ z definicjg wafla 1.30. Tak wiec 2/ = ZoNY1 = 2" NY".

Wprost z definicji wafla Z" # Z".

(2) = (1) Zalézmy, nie wprost, ze (a) 2" NY' = Z', (b) Z' # Z" i (c)
Z1 CYs. Z zalozenia (b) mamy Z; # Zs. Gdyby Y/ =Y, to po wstawieniu do (a)
mielibySmy 7' = Z" NY" = Z", co przeczy (b). Tak wiec Y1 # Y. Z zalozenia (c)
mamy 2y + Zy C Yo, zatem

(Zl—l-Zg)ﬂYl:(Zl+ZQ)QY2ﬂY1221ﬂZ2.

Stad, po pomnozeniu obu stron przez Z; otrzymamy Z; = Z1 N Zo, czyli Z1 C Zs,
co jest niemozliwe.
(1) <= (3) Dowdd przebiega dualnie. O

LEMAT 1.42. Niech G = &1, Xo bedzie quasi-pekiem odcinkow.
(i) Jesli X3 € G i prosta p przecina Xy, Xo, to p przecina Xs.

(ii) Jesli X3 € G, to dla kazdego Us € X5 istnieje prosta p przez Us przecinajgca
X1, Xs.

(iii) Jesli prosta p przecina X1, Xy w réznych elementach i Us € p, to istnieje
odcinek X3 € G taki, ze U € Xj3.

(iv) Jesli prosta p przecina Xy \ X', Xo \ X', to pn X' = 0.

Dowop. (i) Niech U; € pn &; dla i = 1,2. Jesli Uy # Us, to z 1.39 mamy teze.
W przeciwnym razie, Uy = Uy € X' C X3 z 1.26.
(ii) Niech U3 € X3 € Gi X3 = [Zg,Yg]. Poniewaz Y’ =Ys;iU;s CYs, wiec z 1.2
uzyskujemy
UsN Y’ =< Us. (1.32)

Ponadto Z/ CU3NY'. Jedli Z' #UsNY’, to z 1.7 istnieje H takie, ze
Z'CH<Us; i HCU3NY'. (1.33)

Natomiast w przypadku, gdy Z' = UsNY”, to z (1.32) mamy Z' < Us. Jesli Z' = Us,
to z uwagi na inkluzje Z' C Z3 C Us mamy Z' = Z3, czyli musi by¢ Z' = Z” a tym
samym Us = Z”, co oznacza, ze U3 € X’ i kazda prosta przez Us przecina Xp, Xs.
Gdy z kolei Z' < Us, to dla H := Z' prawdziwe jest (1.33).

Dualnie wykaza¢ mozna, ze istnieje B o wlasnosciach

Us<BCY"” i Us+Z"CB.

SkonstruowaliSmy wiec prosta |H, B[ przez Us, ktéra z 1.39(iii) przecina X i Xs.
(iii) Niech p=|H,B[. Z 1.39(i) mamy 2’ CHCY'iZ"CBCY".
Rozwazmy przypadek, gdy Z” ¢ Us. Poniewaz Us < B'i Z” C B, wiec z 1.2

otrzymujemy

Zs = UsN 7" < 7"
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W rezultacie Z' C Z3. Ponadto, w tym przypadku Z’ < Z”, co razem z 1.6 oznacza,
ze Zs3 lezy na prostej wyznaczonej przez wierzchotki 7y, Zs odcinkéw Xy, Xs.

Gdy natomiast Z” C Us, to bierzemy Z3 := Z.

W obu przypadkach Zs C Us.

Dualnie, kladziemy albo Y3 := U3z + Y’ albo Y3 := Y] w zaleznos$ci od tego czy
odpowiednio, Us € Y, czy tez Us C Y'. W kazdym razie X3 := [Z3,Y3] spelnia
nasze wymagania.

(iv) Niech U; e pn X; \ X' dla i = 1,2. Zalézmy, ze U € pN X’. Mamy U # U;,
wiec p = U,U;, a poniewaz U € X;, to z 1.15 mamy p C X; dla ¢ = 1,2. Zatem
p C X' i w szczegdlnosci Uy, Uy € X' co przeczy naszym zalozeniom. O

Powyzszy lemat jest zapowiedzig geometrycznej charakteryzacji pekdéw odcin-
kéw. Méwimy, ze zbiory Dy, Do, D3 elementéw kraty £(V') spelniaja:

(%1) jesli kazda prosta p przecinajaca D; i Ds przecina réwniez Ds,

(x2) gdy dla kazdego Us € D3 \ (D1 N Do) istnieje prosta p przez Us przecinajaca
D1, Dy w réznych elementach.

Lemat 1.42 méwi, ze quasi-peki spelniaja (1) i (*2) w slabszej postaci.

LEMAT 1.43. Jedli G = X1, Xs jest pekiem odcinkéw i X3 € G, to Xp, Xo, X3
spelniajg (x1) i (*2).
DowoOp. Niech &; = [Z;,Yi], i = 1,2,3. Na podstawie 1.42(i) warunek (*;) jest
spelniony.

Teraz wykazemy, ze spelnione jest (x2). Niech wiec Us € X3\ X’. Poniewaz G
jest albo waflem i X’ = (), albo pekiem wlasciwym, wiec z 1.33 istnieje U € X\ X3
sasiedni z Us. Z tranzytywnosci peku G mamy G = &, X5. Poniewaz Xs € G, wiec

na mocy (x1), prosta Uy, Us przecina Xy w pewnym punkcie Us. Gdyby Uy = Uy,
to mielibyémy U; € Xo N X} = X', co na podstawie 1.26 oznacza, ze U; € X3
i dostalibySmy sprzeczno$é. O

LEMAT 1.44. Niech G = X1, Xo bedzie pekiem odcinkow.
(i) Jesli Xy, Xo, X3 spelniajg (x1), to Int X1, Int Xo, Int X5 spelniajg (x1).

(il) Jesli Xy, Xy, X spelniajg (x2), to Int X1, Int Xo, Int X3 spelniajg (*2).

(i) Jesli Int Xy, Int Xy, Int X3 spelniajg (1), to k-odcinki Subg(X;) dla i =
1,2, 3 spelniajg (x1).

(iv) Jesli Int Xy, Int Xo, Int X5 spelniajg (x2), to k-odcinki Subg(X;) dla i =
1,2,3 spelniajq (*2).

DowoOD. (i) Niech p przecina Int X; w U;, dla i = 1,2. Wtedy p przecina réwniez
Xy 1 Xy. Zatem z zalozonego warunku (x1) dla X, X9, X3 prosta p przecina X,
powiedzmy w Us. Przypusémy, ze Us & Int X3, czyli U3 = Z3 lub Us = Ys3.

Gdy Us = Z3, to mamy Uy, Z1 ~ Z3 i jednoczeénie Z; C Uy. Z 1.11 musi byé
Zy = Uy, co przeczy zalozeniom o Uj.

W przypadku, gdy Us = Y3 rozumujemy podobnie. Mamy wtedy Y;,U; ~ Y3
i jednoczeénie Uy C Y7. Z 1.11 dostajemy Uy = Y7, co przeczy zatozeniom o Uj.
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(ii) Niech Uz € Int A3\ (Int X} NInt Xy). Musimy wskazaé prosta przez Us prze-
cinajaca Int X1,Int Xo w réznych elementach. Poniewaz Us € X3\ X’ i odcinki
X1, Ao, X3 spelniaja (x2), wiec istnieje prosta p przez Us przecinajaca X1, Xo w Uy, Us
iUy # Us.

Gdyby U; = Z; dla i = 1 lub ¢ = 2, to mielibySmy Us, Z3 ~ U;, co z 1.11 daje
Us = Z3 i dostajemy sprzecznos¢ z zalozeniem o Us.

Podobnie, gdyby U; = Y; dla ¢ = 1 lub i = 2, to mielibySmy Y3,Us ~ U;, co
z 1.11 daje Us = Y3 i uzyskujemy sprzecznosc.

Tak wiec U; € Int X;, dla ¢ = 1,2, co konczy dowdd.

(iii) Niech prosta p przecina Suby (1) i Suby(X2). Wtedy p jest k-pekiem, iz (1)
dla Int &; prosta p przecina réwniez Suby (A3).

(iv) Aby wykazaé (xq) wezmy Us € Suby(X3) \ X1 N AXs. Z (x2) dla Int &; istnieje
prosta p przez Us przecinajaca Int A7, Int Xy, Prosta p jest k-pekiem, co konczy
rozumowanie. ]

LEMAT 1.45. Niech G = X1, Xo bedzie pekiem odcinkow.
(i) Jedli Int X1, Int Xo, Int X3 spelniajg (x1), to Z3 C Z" i Y' CYs.

(i) Jesli Int X7, Int Xy, Int X5 spelniajg (x2), to Z' C Z3 i Y3 C Y.

DowOD. (i) Pokazemy, ze Z3 C Z”. Odcinki rozpinajace G sa nietrywialne, wiec
odcinek | Z”Y"[ jest niepusty. Wezmy zatem B € |Z” Y"] takie, ze B < Y". Ponie-
waz mamy Y/ <Y lubY' =Y toY' =Y'+B, Y <Y +BlubY' <Y+ B.
Stad odpowiednio

(a) YYNB=B lub (b) YYNB=<B lub (¢) Y'NB=<B. (1.34)

Rozwazmy przypadek gdy Z1 # Z5. Zauwazmy, ze wtedy Z' < Z" C B. Zatem,
w kazdym z trzech przypadkéw (1.34) w odcinku |Z’, Y’ N B| istnieje H taki, ze
H < B.

Teraz rozwazmy przypadek Z; = Zy = Z. Wowczas Y, # Yo 1Y’ < Y. Zauwaz-
my, ze odcinek [Z, B] ma dlugo$é co najmniej 2. Zatem, w kazdym z przypadkéw
(1.34), w odcinku [Z, Y’ N B] istnieje H taki, ze H < B.

W obu przypadkach skonstruowaliémy prosta p = |H, B[, ktéra spelnia (1.27)
w 1.39. Gdyby H =Y’ wéwczas Y/ CY'N B, azatem YYNB=Y'=H.Z (1.34)
mieliby$my Y/ < B, co przeczy B < Y. Stad prosta p spelnia réwniez (1.28) w 1.39.
Z uwagi na 1.39(iv) prosta p przecina Int Xy i Int X5. Z (*;) istnieje Us € p N A,
a wiec Z3 C Us C B. Pokazaliémy zatem, ze

Zsc({BelZ".Y'[: B<Y"} = 2"

Dowdéd dla Y/ C Y3 biegnie dualnie.

(i) Wykazemy, ze Z' C Zs3. Niech Us € |Z3, Y3[. Z (*2) istnieje prosta p = |H, B|
przecinajaca Int X1, Int Xy w réznych elementach. Z 1.39(ii) mamy Z' C H C Us.
Poniewaz Us jest dowolny to mamy Z’ C ({Us: Us € | Z3, Y3[}, zatem na mocy 1.13
mamy 7' C Z3.

Dowéd Y3 C Y jest dualny. O

Bezposrednim wnioskiem z 1.44(i), (ii) i 1.45 jest

WNIOSEK 1.46. Niech G = X1, Xy bedzie pekiem odcinkdw.
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(i) Jesli Xy, Xo, X5 spelniajq (x1), to Z3 C Z" 1Y C Y3,

(i) Jesli Xy, Xy, X3 spelniajq (x2), to Z' C Z3 i Y3 C Y.

LEMAT 1.47. Jesli G = X1, Xy jest pekiem oraz Int X, Int Xo, Int X5 spelniajg
(%1), (*2), to Int X3 € Int G.

DowOD. Z 1.45 mamy
Z'czyCcZ" i Y CYy;CY” (1.35)

Zatozmy, ze Zy # Zs. Przypusémy jednoczesnie, ze Z' = Zz. Rozwazmy Uj
taki, ze Z' < Us C Y'. Zauwazmy, ze Uz ~ Zi,Zs, oraz Uz € Int X3. Gdyby
Us € Int Xy NInt Xy to Z1 = Us = Z,. Zatem z (*2) istnieja U; takie, ze Z; C U;
iU; ~Us,t=1,2. Z 1.11 otrzymujemy sprzecznosc.

Przypu$émy teraz, ze Z3 = Z", przy zalozeniu Z; # Zs. W odcinku Int X
wezmy takie Uy aby Z; < Uy i Uy & Int Xy. Takie Uy istnieje gdyz w przeciwnym
razie mielibySmy Z, C ﬂ{Ul elntX;: Z; < U1} = 7Z1. 7 1.33 w Int X5 \ Int X}
istnieje Uy sasiedni z Uy, czyli istnieje prosta p = |H, B[ przecinajaca Int X, Int Xs
w réznych elementach. Z 1.39(1) mamy wiec Z' C H, z (*1) istnieje natomiast
Uz € pNInt X3. Zauwazmy, ze Z' < Z1 < Uy i zarazem Z' C H < U;. Stad Z' < H
i dalej

Z' <H<U3<B, oraz Z' <Z7"=273CU3<B,

co prowadzi do sprzecznosci. Ostatecznie

albo Z; = Zy, albo Z' < Z3=<Z7". (1.36)
Dualnie
albo Y1 =Yy albo Y' <Y3;=<Y" (1.37)
Z (1.35) oraz (1.36) i (1.37) mamy Int X3 € Int G. O
TWIERDZENIE 1.48. Niech G = &, Xy bedzie pekiem odcinkéw. Nastepujgce
warunki s¢ réwnowazne:
(1) A€,
(2) odcinki Xy, Xa, X3 spelniajq (1), (x2),
(3) odcinki Int X1, Int Xy, Int Xy spelniajg (x1), (*2),
(4) Int A5 € Int G.

DowOp. (1) = (2) Bezposredni wniosek z 1.43.

(2) = (3) Wynika z 1.44.
(3) = (4) Wynika z 1.47.
(4) = (1) Wniosek z okreslenia Int G w (1.16). O
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TWIERDZENIE 1.49. Niech X1, Xo bedg réznymi, sgsiednimi odcinkami do-
mknietymi kraty £(V).

(i) &y, Xo wyznaczajg pek wlasciwy wtw., gdy Z1 = Zs lub Y1 = Y.

(il) Xy, Xy wyznaczaje wafel wtw., gdy dla kazdego Uy € Xy istnieje doklad-
nie jeden Uy € Xy sqsiedni z Uy, i na odwrot.

(i) Jesli X1, Xy jest pekiem, to X3 € X1, Xo witw., gdy X1, Xa, X3 spelniajg
(*1) Z (*2)

DowOD. (i) Z definicji peku wlasciwego.

(ii) =: Konsekwencja 1.40(i).

«: Zalézmy, przeciwnie do definicji wafla, ze Z; C Y3. Wtedy Z; C Y'. Roz-
wazmy Uj takie, ze Z; C U; C Y'. Poniewaz U; € X; to istnieje Uy € Xy sasiedni
z Uy. Niech Uy, Us € p = |H, B|. Zauwazmy, ze B C Ys, czyli [Z2, B] C X5 . Ponadto
Zy # B, czyli istnieje Uy € [Z, B] taki, ze Uy < B 1 Uy # Us. To jednak oznacza,
ze Uy ~ Uy, U, co przeczy jednoznacznos$ci wyboru.

W przypadku Zs C Y7 dowdd biegnie dualnie.

(iii) Bezposredni wniosek z 1.48. O

1.4 Przesuniecia kratowe

W przestrzeni rzutowej P(V') rzut centralny o $rodku C' z prostej K na prosta L
mozna okresli¢ wzorem U v~ (U4+C)NL dlaU € K. W pracy [10] zostaly przedsta-
wione rzuty miedzy podprzestrzeniami przestrzeni rzutowej P(V'). Jesli X, Xo,C
sa podprzestrzeniami w P(V) takimi, ze dim X; = dim Xo, X; C C + X5, wtedy,
zgodnie z definicjg, rzut o srodku C' z X1 na Xy, symbolicznie {g; to przeksztal-
cenie U ~ (U 4+ C)N X dla U C X;. Z punktu widzenia kraty £(V'), w obu
przypadkach, mamy do czynienia ze zlozeniem dwéch standardowych przesunied,
tzn. transformacji zbioru Sub(V') postaci

pw:UrsUNW, (1.38)

gw:Urs U+ W. (1.39)

Zasadnicza ich wlasnos¢ to bezposredni wniosek z twierdzenia o izomorfizmie:

TWIERDZENIE 1.50. (Grétzer [4, Tw. 2, Roz IV.1]) Niech Z,Y bedq elementami
kraty £(V). Wtedy py jest izomorfizmem odcinka [Z, Z+Y]| i [ZNY,Y]. Odwrotnym
izomorfizmem jest 37. W konsekwencyi, dla dowolnych U,W € [Z NY,Y]| mamy

Z+UnNW)=(Z+U)n(Z+W).
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Z+4+Y

unz

ZNYy
Rysunek 1.9

Przypomnijmy, ze bijekcja zachowujaca porzadek w kracie jest jej izomorfizmem.
Oczywidcie, przesuniecia uy, Jw zachowuja porzadek, nie zawsze jednak sa bijek-
cjami. Kryterium rozstrzygajace te kwestie daje ponizszy lemat.

LEMAT 1.51. Niech Z,Y bedg elementami kraty £(V') takimi, ze X = [Z,Y] jest
niepustym odcinkiem skonczonej dlugosci. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) pw|X Gw]X) jest bijekeja,
(2) pw|X (Jw|X) zachowuje dlugosé odcinkéw zawartych w X,
B) Z+W=Y4+W (ZNnW=YnNnW).

Dowo6D. Przedstawimy dowéd tylko dla pw |X, gdyz rozumowanie w przypadku
jW]X przebiega dualnie.

(1) = (2) : Oczywiste z uwagi na to, ze uw |X zachowuje porzadek, a wiec jest
izomorfizmem.

(2) = (3) : Odcinki X oraz uw (X) = [Z N W, Y N W] sa tej samej diugosci.
Z 1.50 odwzorowanie pynw jest izomorfizmem odcinkéw Xy := [Z,Z + (Y N W)]
1 Xy := [ZN(YNW),YNW] (por. diagram 1.10). Zauwazmy, ze Xo = [ZNW, Y NW| =
uw (X), a ponadto Z+ (Y NW) C Y. Tak, wiec &} C X, a jednoczesnie X i X} maja
te sama dlugosé. Daje to Y = Z + (Y NW). Dodajac do obu stron W otrzymujemy
zadang réwnoscé.

Y
Z+W

Z Y NWwW

ZNw
Rysunek 1.10
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(3) = (1) : Z modularnosci £(V'), oraz z naszych zatozen mamy Z + (Y NW) =
(Z4+W)NY =Y. Zauwazmy, ze UNW = UN (Y NW) dla dowolnego U € X. Stad
,uW]X = ,quW’X . Uwzgledniwszy wczeéniej uzyskana réwnosé oraz 1.50 widzimy,
ze pynw jest izomorfizmem odcinkéw X i [Z NW,Y N W], co konczy dowéd. O

LEMAT 1.52. Dia dowolnego niepustego odcinka X = [Z,Y] i elementu W kraty
£(V) zachodzi

pw (X) = [uw (Z), pw (V)] oraz  gw(X) = w(Z), 3w (Y)].

DowOD. Wykazemy pierwsza réwnosé. Prawdziwo$é drugiej dowodzi sie w oparciu
o prawo dualnosci.

C: Jedli Q € uw(X), to istnieje U € X takie, ze Q = uw (U). Poniewaz prze-
suniecia zachowuja porzadek kraty, wiec uw(Z) C puw(U) C pw(Y), co kohczy
dowdd tej inkluzji.

D: Niech teraz Q € [puw (Z), pw(Y)] i niech Wy := Z + (W N'Y). Poniewaz
X #0, wiec Z CY istad Wy € X. Rozwazmy wzgledne uzupelnienie U elementu
Wy w odcinku X. Prawdziwe sg nastepujace inkluzje

ZCQ+UCY,

innymi stowy @ + U € X. Pokazemy, ze uw(Q + U) = Q. Poniewaz U i Wy uzu-
pelniaja sie w X', wiec w szczegélnosci Z = U N Wy. Po obustronnym pomnozeniu
przez W i wykorzystaniu modularnoéci kraty otrzymamy

ZNW =UnWonW =UnNZ+W)NnYnW =UnW.
Wowezas z modularnosci kraty oraz faktu, ze @ C W mamy
Q+U)NW =Q+(QNW)=Q+(ZNW) =Q+pw(Z) = Q,
co konczy dowodd. O

DEFINICJA 1.53. Niech X, X3 beda odcinkami kraty £(V'). Méwimy, ze odwzo-
rowanie f: Xy — Xy jest p-rzutem (y-rzutem), gdy istnieje element W kraty £(V')
taki, ze f = pw|X1 (f = gw|X1) jest bijekcja.

Zgodnie z terminologia [4, Roz. II1.1] p-rzut jest dolng perspektywg, natomiast
g-rzut jest gorng perspektywaq.

LEMAT 1.54. Niech Xy,Xs bedg odcinkami kraty £(V) i niech f: Xy — Xs.
Odwzorowanie f jest
(i) p-rzutem wtw., gdy f = py|X1 oraz Xy = [Z,Z + Y], Xo = [ZNY,Y],

(ii) g-reutem wtw., gdy f = 37|X1 oraz Xy = [ZNY,Y], Xo = [Z,Z + Y],
dla pewnych Z,Y .

DowoOD. (i) =: Zalézmy, ze f jest p-rzutem ppy odcinka X; = [P, Q] na pewien
odcinek X,. Wéwczas zgodnie z 1.52 mamy Xo = [P N W,Q N W]. Pokazemy, ze
f, X1, X5 sa postaci takiej jak w tezie.

Polézmy, Z := P, Y := Q N W. Z modularnoéci kraty Z +Y = (P+ W) N Q,
natomiast z 1.51 mamy P+ W = Q@+ W. Stad Z+Y = (Q+W)NQ = Q.
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Jednoczesnie ZNY = PNQNW = PNW. Zauwazmy, ze dla dowolnego U € [P, Q)]
mamy
) =UNY =UNQNW =UnNW = uw(U),

co konczy dowodd.
<: Bezposredni wniosek z 1.50 i definicji 1.53.
(ii) Dowéd przebiega dualnie. O

LEMAT 1.55. Niech f bedzie izomorfizmem odcinkow X; = [Z;,Y;], i = 1,2 w kracie
£(V). Wtedy dla U € X,

(i) dim f(U) = dimU — dim Z; + dim Zs,

(ii) dim f(U) =dimYs —dimY; +dimU.

DowOD. (i) Poniewaz f zachowuje wysokosé elementéw w kracie X, wiec mamy
dim f(U) — dim Zs = dim U — dim Z;, co daje zadana réwnosé.

(ii) Podobnie f zachowuje wysokosé¢ elementéw w kracie Xy z odwréconym po-
rzadkiem. Stad dimY; — dim f(U) = dimY; — dim U. O

STWIERDZENIE 1.56. Niech X1, Xo beda odcinkami kraty £(V) i f: X1 — b
p-rzutem lub j-rzutem. Jesli & jest odcinkiem takim, ze & C Xy, to f|E1 jest
odpowiednio p-rzutem lub j-rzutem odcinka £ na pewien odcinek E5 C Xs.

DowOD. Zalézmy, ze f jest py-rzutem. Wowcezas z 1.54 istnieja Z,Y takie, ze f =
py| X, X1 =[Z,Z4+Y]1 Xy = [ZNY,Y]. Niech & = [P, Q). Z zalozenia, ze & C X
mamy

ZCPCQRQCZ+Y. (1.40)

Wezmy dowolne U € &1, czyli takie, ze P C U C ). Zauwazmy, ze
fl&U)=fU)=UnY =UN({YNQ).

Oznaczmy W :=Y N Q. Mamy f‘é’l = /LW’gl. Pokazemy, ze uw jest bijekcja na &;.
Z (1.40) mamy

Q+YCZ+Y+Y=Z4Y CP+Y oraz P+Y CQ+Y,
zatem P+Y = @ + Y. Stad i z modularnosci kraty mamy nastepujaca rownosé
P+W=P+(YNQ)=P+Y)NQ=Q+Y)NQ=Q+ (Y NQ)=Q+W,

co, z uwagi na 1.51, méwi, ze py jest bijekcja. Zatem z 1.53 f|€; jest p-rzutem.
Dla j-rzutéw rozumowanie jest dualne. O

STWIERDZENIE 1.57. Jesli f,g sq p-rzutami (3-rzutami) takimi, Ze dm(g) =
rg(f), to gf jest p-rzutem ()-rzutem,).

DowOD. Przypusémy, ze f: X — Xy, g: Xy — X3 sa p-rzutami, odpowiednio
[ =pwl|Xiig=py|Xs. Wtedy dla dowolnego U € X; mamy

9fU) =g(UnW)=UNW)NY =UNWNY) = pway (U).

Zgodnie z definicja 1.53 f, g sa bijekcjami, a z zalozenia ich zlozenie jest sensowne,
wiec jest bijekcja na X, co konczy dowdd.
W przypadku j-rzutéw rozumowanie jest analogiczne. O
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1.5 Perspektywy

1.5.1 Rzuty z prostej na pek odcinkéw

Niech G bedzie pekiem odcinkéw kraty £(V') wyznaczonym przez odcinki Xj, Xs.
Z uwagi na 1.42(iii) jesli prosta p przecina X}, X w réznych elementach Uy, Us,
to dla kazdego U € p istnieje odcinek X € G taki, ze U € X. W przypadku gdy p
nie przecina X’, odcinek X jest wyznaczony jednoznacznie, poniewaz w przeciwnym
razie mieliby$my U € X’. Na odwrét, z 1.42(i) dla kazdego odcinka X' € G istnieje U
na p taki, ze U € X. Zauwazmy, ze podobnie jak wcze$niej, jesli tylko p nie przecina
X', to U jest zdeterminowany jednoznacznie, gdyz w przeciwnym razie p C X,
a zatem Uy, Us € X, czyli U; € X’ lub Uy € X/, co prowadzi do sprzecznoSci.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze dla dowolnego peku G i prostej p przecina-
jacej elementy G i nie przecinajacej () G, relacja & C G x p dana warunkiem

XeEU, wtw,gdy UeX, dlaX eG,UEe€np. (1.41)
jest wzajemnie jednoznaczna. Nastepujaca definicja jest zatem poprawna.

DEFINICJA 1.58. Niech G bedzie pekiem odcinkéw w kracie £(V') i p prosta prze-
cinajaca elementy G i nie przecinajaca (| G. Odwzorowanie 51(,3: G — p dane wa-
runkiem

EX)exnp dla XeG,

nazywamy perspektywqg z peku odcinkéw G na prosta p.

Poniewaz h = 55 jest bijekcja, to istnieje hL. Stosujemy oznaczenia hl =
(ég)_l = £Z. Dla kazdego U € p mamy

Ueh Y (U)eG. (1.42)

LEMAT 1.59. Niech G = Xy, Xy bedzie pekiem odcinkéw oraz p prostg w £(V)
przecinajgcg X1, Xo takq, ze pN X' = 0.

(i) Jesli Y1 # Ya, to gy+|p jest y-rzutem z prostej p na Y1,Ys.

(ii) Jesli Zy # Za, to pyr|p jest p-rzutem z prostej p na Zy, Zs.

DowOD. (i) Przyjmijmy, ze p = |H, B[. Z zalozenia p N X’ = () prosta p przecina
Xy, Xo w réznych elementach. To pozwala uzyé 1.39(i), skad w szczegdlnosci

(i) HCY, i) BCY". (1.43)
Zaczniemy od wykazania, ze
jesliU €p to, U ¢ Y". (1.44)

Zal6zmy, ze tak nie jest tzn. istnieje U takie, ze U € pi U C Y. Jedli G jest pekiem
wlasciwym, to z zalozenia Y7 # Yo musi by¢ Zy = Zy = Z. Wtedy Z C U, bo
Z C H 7 1.39(i), a wiec U € X', co przeczy temu, ze prosta p nie przecina X”.
Jesli natomiast G jest waflem, to z 1.42(iii) istnieje odcinek X3 = [Z3,Y3] € G
taki, ze U € X3. Wéwcezas Z3 C U C Y’ C Yi,Ys. Poniewaz X3 nie moze by¢
jednoczeénie réwny Xp i Ao, wiec G = Xy, X3 lub G = X,, A3, ale w obu przypadkach
dostajemy sprzeczno$é z definicja wafla 1.30. Tak wiec zdanie (1.44) jest prawdziwe.
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Teraz wykazemy, ze f := jys|p jest jrzutem. Zauwazmy, ze H < B oraz
z (1.43)(1) mamy H C BNY’' C B. Przypusémy, ze H # BNY'. Z 1.5 istnieje
U taki, ze H < U C BNY’. Stad po pierwsze U € p, po drugie U C Y’, ale
zgodnie z (1.44) to nie jest mozliwe, zatem H = BNY’. Stad, z uwagi na (1.43)(i),
otrzymujemy HNY' = BNY'. Z 1.51 odwzorowanie f jest wiec bijekcja, co zgodnie
z 1.53 oznacza, ze f jest j-rzutem.

Wykazemy teraz, ze f(p) = Y1, Y. Niech U € p. Wtedy H < U iz 1.1 dostajemy
H+Y' 2U+Y' 7Z(1.43)(1) mamy wiec Y < U +Y'. Gdyby Y/ =U +Y’, czyli
U C Y’ to dostaliby$my sprzeczno$é z (1.44). Zatem Y’ < U+Y”. Poniewaz U C B,
wiec z (1.43)(ii) uzyskujemy U + Y’ C Y”. Jednoczesnie Y/ < Y, zatem f(U) lezy

na prostej Y7, Ya, co konczy dowdd z uwagi na fakt, ze f jest j-rzutem.
(ii) Rozumowanie biegnie dualnie do (i). O

LEMAT 1.60. Niech G = X1, X bedzie pekiem wlasciwym odcinkéw oraz p prostg
w L£(V) takq, zZe h = &L jest perspektywq.

(i) Jesli Zy = Zy = Z, to f := gy+|p jest y-rzutem i dla kazdego U € p zachodzi
hU) =2, f(U)].

(ii) JesliY1 =Yoo =Y, tog = pyn»
hU) = [g(U),Y].

p jest p-rzutem i dla kazdego U € p zachodzi

DowOD. (i) Przyjmijmy, ze p = |H, B[. Z 1.59(i) odwzorowanie f jest j-rzutem
z prostej p na Y7, Ys. Niech U € p. Z powyzszego f(U) lezy na prostej Y7, Yo. Zatem
odcinek X := [Z, f(U)] jest elementem peku G. Ponadto, Z C H zgodnie z 1.39(i),
wiec Z C U. Stad U € X, a co za tym idzie h(U) = X.

(ii) Rozumowanie biegnie dualnie do (i). O

LEMAT 1.61. Niech G = Xy, Xy bedzie waflem oraz p prostg w £(V') przecinajacq
Xy, Xo. Wtedy f = jgy/|p jest j-rzutem, g := pzr|p jest p-rzutem i dla kazdego
U € p mamy &&(U) = [9(U), f(U)]-

DowOD. Poniewaz X’ = ), wigc mamy sensowna perspektywe h = ££. Niech U € p.
Z 1.40(ii) mamy odcinek X := [U N Z",U + Y] taki, ze U € X € G. Zatem
hU) = X = [g(U), f(U)]. Z 1.59(i) f jest y-rzutem, natomiast z 1.59(ii) g jest
p-rzutem. O

LEMAT 1.62. Niech G = Xy, Xy bedzie pekiem odcinkéw, t, s prostymi przecinajq-
cymi Xy, Xy odpowiednio w Tj, S; (i = 1,2), oraz hy = €8, hy = €8 perspektywami.
Jesli Ty # To, S1 # So oraz T; € S; (i =1,2), to dla X € G mamy hy(X) C hs(X).

DowOD. Niech X = [Z,Y] € G. Oznaczmy T := hy(X) oraz S := hg(X).
Niech najpierw G bedzie pekiem wlasciwym typu gwiazda, tzn. niech Z; = Z, =
Z. Wtedy zgodnie z 1.60(i) mamy

2, f1(T)] = &(T) = X = &(5) = [Z, f2(5)],

gdzie Y = f1(T) = f2(S5), fr = sv|t, fo= v
Gdy G jest waflem, z 1.61 mamy

[91(T), f1(T)] = £6(T) = X = €&(S) = [92(5), f2(5)],

s1 fi, fo sa j-rzutami.

gdzie
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(a) Z =g1(T) = g2(5), g1 = pz»
(b) Y = fi(T) = fo(S), fr = av'|t, fo=2v’|s 1 f1, f2 sa jrzutami.

Zauwazmy, ze w obu przypadkach

t, go = pgzr|s i g1, g2 sa p-rzutami, oraz

f1: t— D, t= Tl,Tg = ]T/,T”[, P = Yl,YQ = ]Y’, Y”[, (1.45)
f2: s — P, 8251752 :]S/,S//[, p:Y1,Y2 :]Y/,Y//[ (1.46)

gdzie =T NTs, " =T + Ts, S'=951nN S9, S" =814+ 5, zgodnie z 1.3.

Na mocy 1.53 odwzorowanie f; jest bijekcja, wiec T = f; *(Y). Z (1.45), 1.54(ii)
i 1.50 mamy f; ! = prw, a wiec T =Y NT". Analogicznie, z 1.53 f5 jest bijekcja,
wiec S = fy 1(Y). Z (1.46), 1.54(i) i 1.50 mamy f, ' = pgr, a wiec S = Y N S".
Poniewaz T" C S”, wiec T C S, co bylo do okazania.

W przypadku, gdy G jest pekiem wilasciwym typu uklad, tzn. gdy Y7 = Y5,
dowdd biegnie dualnie w oparciu o 1.60(ii). O

Juz w 1.38 zostala ustalona wzajemnie jednoznaczna zaleznos¢ miedzy elemen-
tami prostych p i ¢ wyznaczajacych wafel p X ¢ . Ponizszy lemat daje bardziej
precyzyjny opis zaleznosci miedzy p, q.

LEMAT 1.63. Niech p,q bedq prostymi, takimi, ze p X q jest quasi-pekiem. Naste-
pujgce warunki s¢ réwnowazne.

(1) Quasi-pek p X q jest waflem.
(2) Istnieje p-rzut f taki, ze p = f(q).
(3) Istnieje g-rzut g taki, ze ¢ = g(p).

DowoOD. (1) = (2) Niech G = pX g bedzie waflem, oraz X, X réznymi odcin-
kami w G. Zauwazmy, ze prosta q przecina X7, Xs. Z 1.61, dla kazdego Y € ¢ mamy
&) =1[f(Y),Y], gdzie f = pzr|q jest p-rzutem.

(2) = (3) Poniewaz f jest bijekcja, to z 1.50 i 1.54 g = f~! jest szukanym
J-rzutem.

(3) = (1) Niech, zgodnie z 1.53, g = yw|p bedzie j-rzutem takim, ze ¢ = g(p),
i niech 71,7, € p, takie, ze Z1 # Z,. Poniewaz g(Z;) = Z; + W, to Z; C g(Z;).
Mamy wiec odcinki X; := [Z;,Y]], gdzie Y; = g(Z;). Odwzorowanie g jest bijekcja,
wiec Y1 # Y. Ponadto W C Y1 NY, =Y. Z 1.54(ii) mamy

p=Wnz"2"|=[2',2"] oraz q=[W,W+2"|=[Y"Y"],
czyli w szczegdlnosci W =Y’ 1 Z"NY' = Z'. Poniewaz Z' # Z", to z 1.41 odcinki
X1, Xp rozpinaja wafel. U
1.5.2 Rozszerzanie pekéw odcinkéow
W tej sekcji rozwazamy nietrywialne odcinki & = [T3,5;], dla i = 1,2,..., oraz
stosujemy nastepujace oznaczenia
T = Th N5, T" = T+ 15, S = S1N Sy, S = S1+ So, (1.47)
& = E1N&Ey = [T”, Sl] i &= <51 U 52> = [T’, S”]. (1.48)
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DEFINICJA 1.64. Méwimy, ze pek odcinkéw G rozszerza pek E jesli dla kazdego
E € E istnieje X € G taki, ze £ C X, i na odwrdt, dla kazdego X € G istnieje
£ € E taki, ze £ C X. Pek G rozszerza pek E jednoznacznie, gdy powyzsza zaleznosé
pomiedzy elementami G i E jest wzajemnie jednoznaczna. Rozszerzenie peku E do
peku G jest zgodne gdy oba peki sa albo waflami, albo pekami wlasciwymi typu
gwiazda, albo pekami wtasciwymi typu uktad.

Innymi stowy, rozszerzenie peku E = &1, & do peku G = A, Xy jest zgodne jesli
Ty =T, jest rOwnowazne Zy = Zy oraz S1 = S jest réwnowazne Y7 = Ys.

Rozszerzenie jednoznaczne nie zawsze musi by¢ zgodne. W twierdzeniu 1.74 do-
wiedziemy, ze kazdy wafel mozna rozszerzy¢ do peku wlasciwego, tak, ze rozszerzenie
jest jednoznaczne. Z definicji rozszerzenie to nie moze byé¢ zgodne.
STWIERDZENIE 1.65. Jesli pek G rozszerza pek E jednoznacznie, to albo:

(i) G i E sq pekami wlasciwymi i rozszerzenie jest zgodne, albo
(ii) G jest pekiem wiasciwym, natomiast E jest waflem, albo

(iii) G i E sq¢ waflami.

DowOD. Niech G = X, X0 1 E = £,& oraz & C X; i = 1,2. Sposrdd czterech
mozliwych kombinacji na typy pekéw G i E musimy wyeliminowaé te, gdzie G jest
waflem, a E pekiem wlasciwym, oraz wykazaé zgodnosé rozszerzenia w (i).

Gdyby E byt pekiem wlasciwym a G waflem, to mielibyémy albo T7 = Ty =T,
albo S; = Sy = S. Wéwezas odpowiednio T' € X’ lub S € X7, co jest sprzeczne
z definicja wafla.

W przypadku (i), gdyby 77 = T5 = T i jednoczesnie Y1 = Y, = Y, to mieliby$my

ZZngS]gY, dla Z,j€{1,2}

W szczegdlnosci zatem &£1,E C X4, co przeczyloby jednoznacznosci rozszerzenia.

W przypadku gdy S1 = S i Z1 = Z rozumowanie biegnie dualnie. O

TWIERDZENIE 1.66. Niech pek G = X1, Xo rozszerza pek E = &1, Es.
(i) Rozszerzenie jest jednoznaczne wtw., gdy E1 N X' =E N X',

(

Nastepujgce warunki sg rownowazne.

2) Dla kazdego X € G odcinek X NE" jest elementem E.
3) &'nx’=¢.

ii)
(1) Rozszerzenie jest zgodne i jednoznaczne.
(
(

DowoOD. (i) =: Jednoznacznosé rozszerzenia pozwala na zalozenie ze & C A&; dla
1 = 1,2. Zgodnie z 1.65 sa trzy przypadki do rozpatrzenia.

Jesli G jest waflem, to X’ = ) i réwno$¢ w tezie jest prawdziwa.

Rozwazmy przypadek, gdy E jest waflem, a G pekiem wlasciwym. Bez zmniej-
szenia ogdlnosci mozemy zalozyé, ze Zy = Zy = Z. Wykazemy, ze & N X' = (.
W tym celu przypusémy, ze U € & N X’. Poniewaz &; = [T;,5;] oraz X' = [Z,Y"],
toU e [T; + Z,S;NY'], czyli

T, CTi+ZCUCS,NnY' CY’. (1.49)
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Zgodnie z 1.40(ii) mamy S" < T; + 8" < S”, czyli T; + S’ € S1, S2. Z 1.38(1) mamy
S; =T; 4+ S"iponiewaz ' =S, N S, CY1NYe =Y’ wiec z (1.49) mamy S; C Y.
Zatem

ZCT,CSCY

co oznacza, ze & C X’ 1 uzyskujemy sprzeczno$é¢ z jednoznaczno$cig rozszerzenia
peku E do G. W ostatecznoéci E1 N X =0 =& N X,

Pozostaje przypadek, gdy E, G sa pekami wlasciwymi i rozszerzenie jest zgodne.
W tej sytuacji mozemy zaltozyé, ze Z1 = Zo = Z 11Ty =Ty = T. Wbwczas

ENX' =[T,5nY". (1.50)

Zauwazmy, ze S’ C S;NY’ C S; oraz jednoczeénie S’ < S;. Zatem albo S’ = S;NY”,
albo S; NY’ = S;. W drugim przypadku S; C Y’ istad Z C T C S; C Y’ a wigc
& C X', co przeczy jednoznacznoSci rozszerzenia E do G. Dlatego tez S’ = S; N Y’
i w konsekwencji, zgodnie z (1.50) mamy & N X' = [T,5] =& N X'

<: Przypus$émy, ze istnieje odcinek & € E taki, ze £ C A3, Ay dla pewnych,
réznych odcinkéw X3, Xy € G. Wtedy, zgodnie z 1.26 £ C X’. Gdyby £ = &1, to
mielibySmy & = E N X = E N XY, czyli & C &, co nie jest mozliwe z uwagi na
1.25. Zatem & # &1 i podobnie mozna wykazaé, ze £ # . Wowcezas

E= 5,52 oraz 53—@' - <(€,(€Z> - XZ‘,
dla i = 1,2, a zatem &1,& C X’. Tak wiec
& :51QX/:£‘QQX/:52

i dostajemy sprzecznosc.
Teraz przypusémy, ze istnieja rézne odcinki £3,&4 € E takie, ze €3, C X dla
pewnego X € G. W tej sytuacji

E= 53,54 oraz 51,52 - 8// - X,

Nie moze by¢ jednoczeénie X = X; i X = Xy, mozemy wiec zalozyé, ze X # Xj.
Wtedy & C X1 NX = X’'. Podobnie jak we wczesniejszym rozumowaniu dostajemy
E1=&ENX =ENX, astad £ C & i sprzecznosé ze wzgledu na 1.25.

(ii) (1) = (2) Jednoznacznosé¢ rozszerzenia pozwala zalozy¢, ze & C A; dla
i=1,2.

Niech X = [Z,Y]. Poniewaz £" = [T",5"], wiec zgodnie z 1.14(i) musimy po-
kazaé, ze odcinek [Z + T, Y N S”] jest elementem E, czyli Z + T’ € Ty,Ts oraz

Y NS" e Sy, 5. Wykazemy pierwsze nalezenie; drugie dowodzi sie dualnie.

W przypadku, gdy Ty =Ty = T, to ze zgodnosci rozszerzenia mamy 2y = Zp =
Ziwtedy Z+T =7Z+T,aponiewaz Z CT,to Z+T' =T eT,T.

Teraz rozwazmy przypadek gdy Ty # T5. Istnieje odcinek € = [T, S] € E taki, ze
ECX. Zatem E CXNE", czyli Z+T' CT. Tak wiec

T"CczZz4+T CT oraz T <T

ialbo T = Z 4+ T', albo Z +T' = T. Druga réwno$¢ daj nam zadana teze. Jesli
zachodzi pierwsza z nich, to Z C T’. Poniewaz ze zgodno$ci rozszerzenia nie moze
by¢ Zy = Z = Zy, wiec Z; CT' CT5_; CYs_; dlai=1lub i = 2. Tak wiec w tej
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sytuacji G jest pekiem witasciwym i ze zgodnosci rozszerzenia Y7 = Yo = Y oraz
S1 =52 = 5. W konsekwencji

xne'=[r,8)=¢"

a w szczegblnosci €1, & C X, co przeczy jednoznacznosci rozszerzenia.

(2) = (3) Zawsze mozemy przyjaé, ze & C Ap, a wtedy & C X1 N E”.
Ponadto, z zatozenia X; N E” jest elementem peku E, wiec odcinki £ 1 X1 NE” sa
sasiednie. Zatem z 1.25 mamy & = X NE".

Gdyby odcinek & rozszerzal si¢ do odcinka X, to mieliby$Smy & C X1NE” = &y,
co prowadzi do sprzecznosci, jako ze &1, & rozpinaja E. Tak wiec & rozszerza sie do
odcinka réznego od A7 i bez zmniejszenia ogdlnoéci mozemy przyjaé, ze £ C Xs.
Analogicznie jak dla & mamy & = Xo NE". Zatem z 1.26 otrzymujemy

E=ENE=XNE"NX%NE" =E"NX.

(3) = (1) Zauwazmy najpierw, ze & NX' C "N X = & dlai = 1,2
Z zalozonej réwnosci wynika w szczeg6lnosei, ze £ C X’. Zatem

gcEgEnx ce'nx =¢, i=1,2,

co razem z (i) daje jednoznacznosé¢ rozszerzenia E do G.

Zgodnie z 1.65 do wyeliminowania mamy przypadek, gdy G jest pekiem wla-
$ciwym, a E waflem. Przypusémy nie wprost, ze G jest pekiem wtasciwym i E jest
waflem. W takim przypadku mamy X’ # 0, £ = () oraz z 1.14(i)

E'NX =T +2".8nY. (1.51)

Poniewaz E jest pekiem, to 77 C S”, natomiast z jednoznaczno$ci mozemy przyjaé,
e & CXydlai=1,2,astad T =T1NT, CY1NYy =Y’ Tak wiecT" C 8" NY’.
Ponadto Z" = Zy + Zy C S1 + Sy = S”, a poniewaz G jest pekiem wlasciwym to
Z" CY'. Stad Z" C S”" NY'. Ostatecznie T' + Z” C 8" NY’, co zgodnie z (1.51)
oznacza, ze £ # () i uzyskujemy sprzeczno$é¢ z zatozeniem, ze E jest waflem. O

WNIOSEK 1.67. Jesli pek odcinkéw G = Xy, Xo rozszerza pek E = &1,&5 jedno-
znacznie, to

(i) dla dowolnego € € E zachodzi ENX' = &',
(il) prosta p przecinajgca E1,Ey przecina £ wtw., gdy przecina X'.

DowOD. Zalézmy, ze £ C X; dlai=1,2.

(i) Niech € € E. Zgodnie z 1.26 mamy &' C &,&;, a poniewaz & C X;, to &' C X/
i inkluzja & C €N X’ jest prawdziwa.

Aby wykazaé inkluzje przeciwna, zauwazmy, ze nie moze by¢ jednoczesnie £ = &;
i & = &. Zalézmy wiec, ze € # &. Wowezas E = E,& 1z 1.66(1) mamy EN X' =
& N X'. W konsekwencji

ENX' CENE =€,

co byto do okazania.
ii) =: Jedli prosta rzecina &', to poniewaz
p pp ) p

5’:€1ﬁ€2gXlﬁX2:X’,
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wiec p przecina réwniez X”.

<: Gdy p przecina X’ wezmy U € pN X’. Poniewaz p przecina &7 i & to wezmy
dodatkowo U; € pNé&;. Gdy Uy = Us, to Uy € &' 1 prosta p przecina & w Uyj.
Gdy natomiast Uy # Us, to z 1.42(iii) istnieje £ € E taki, ze U € £. Z (i) mamy
UecéNX =&, co konezy dowdd. O

STWIERDZENIE 1.68. Jesli G = X1, Xy, E = &1,& sq pekami odcinkow i & C X;
(1 =1,2), to pek G rozszerza pek E.

Dow&D. Niech t = Tl,Tg is= 51,52.

Na poczatku rozwazmy przypadek gdy G jest waflem. Wéwcezas ¢, s sg prostymi
i jednoczeénie X’ = (), a zatem mozemy rozwazaé rzuty f = £°, g = €.

Weimy X = [Z,Y] € G. Pokazemy, ze istnieje odcinek &£ € E taki, ze £ C X.
Zgodnie z 1.62 mozemy rozwaza¢ odcinek & := [f(X), g(X)]. Poniewaz f(X) C XNt
ig(X)CX¥Nszl1.58 wigc & C X izarazem € € E.

Teraz, niech €& = [T, S] € E. Niech X3 := f~1(T) i X, := g~ 1(5). Z (1.42) mamy
TeX;iS e X, Gdyby X3 # Xy, to poniewaz Z3 C T C S C Yy, pek G nie bylby
waflem. Zatem T, 5 € X := X3 = Xy i poniewaz odcinki sg wypuktymi podkratami
mamy £ C X € G.

Pozostat przypadek, gdy G jest pekiem wtasciwym. Mozemy przyjaé bez utraty
ogolnosci, ze Z1 = Zy = Z. W przypadku, gdy £ C X’ zauwazmy, ze &, C X' C Xs.
7 zalozenia £ C AXs. Dlatego tez dla dowolnego £ € E mamy £ C Xs. Z kolei dla
kazdego X € G, mamy & C X’ C X. Zatem przy zalozeniu, ze & C X’ pek G
rozszerza pek E i dowdd jest zakonczony. W ten sam sposéb dowodzimy, ze jesli
& C X', to pek G rozszerza pek E. Mozemy wiee dalej zalozyé, ze €,E € X'.

Poniewaz Z C T, T5, nasze zalozenie daje Si,S2 € Y’ czyli

S1,80 & X' (1.52)

Eliminuje to przypadek, gdy E jest pekiem wtasciwym takim, ze S; = S, gdyz
mieliby$my woéwczas S1,S2 C Y1 NYy = Y. Zatem pek E jest wlasciwy lub jest
waflem, w obu jednak przypadkach Sy # S, a wiec s jest prosta. Z (1.52) i 1.42(iv)
prosta s nie przecina X”, a wiec perspektywa f = £ ma sens.

Niech X = [Z,Y] € G. Wezmy & := [T, f(X)], gdzie T jest jednoznacznie wy-
znaczony przez £(X) zgodnie z 1.38. Z okreslenia rzutu 1.58 mamy w szczegdlnosci
f(X) e &, skad

ZCTCfX)CY,
a wiec £ C X.

Teraz niech €& = [T, S] € E. Poniewaz S € s, wigc mozemy rozwazaé¢ odcinek
X := f71(9). Zgodnie z (1.42) mamy S € X € G. Pek G jest pekiem wtasciwym
typu gwiazda, stad X = [Z,Y], dla pewnego Y € Y7,Y5. Zatem

ZCTinT,CTCSCY,
astad £ € . O

Bezposrednim wnioskiem wynikajacym z 1.66 i 1.68 jest

WNIOSEK 1.69. Przy zalozeniach 1.68, jesli dodatkowo E, NX' = ENX', to G
rozszerza E jednoznacznie.
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STWIERDZENIE 1.70. Jesli E = &, & jest pekiem wlasciwym, oraz X' odcinkiem
takim, ze E'"NX" = &', to odcinki X; = (X', &;), gdzie i = 1,2 rozpinajg pek wlasciwy
G o wierzchotku X'. Pek G rozszerza E jednoznacznie i zgodnie.

DowOD. Niech X' = [Z”,Y"]. Zalézmy, ze T) = Ty = T. 7 zalozef i z 1.14 mamy
T+2".8"nY=&nX =& =1T,5], (1.53)
oraz
X; = <X/, (“:2> = [Z// NT, Y + Sl] (154)

Z (1.53) mamy T+ Z" =T, czyli Z" C T. Oznaczmy Y; := Y’ + S;. Zatem w (1.54)
otrzymujemy X; = [Z",Y;]. Wykazemy, ze X;, Ao rozpinaja pek.

Rozwazmy przesuniecie kratowe f = jy/[[S’,5”]. Z (1.53) mamy S”" NY’' = 5/,
skad

Y'ns =8=Y'nys",
a wiec z uwagi na 1.51 odwzorowanie f jest bijekcja i dalej zgodnie z definicja
1.53 f jest j-rzutem. Zatem obrazem prostej s = S1,S2 przy f jest réwniez prosta.

Poniewaz f(S;) =Y;, wiec f(s) = Y1, Ya. W rezultacie odcinki Xj, X5 rozpinaja pek
wlasciwy G typu gwiazda.
Zauwazmy, ze Y1 N Yy = f(S) = 5" +Y' =Y’ skad
XN =[Z2"VinYs] =[2",Y"] = X/,

a wiec z 1.26 wierzchotkiem peku G jest X’. Z okrelenia odcinkéw X; wynika, ze
& C AX;, awiecz 1.68 pek G rozszerza pek E. Zgodnie z 1.66(ii) zalozenie £'NX" = &’
daje jednoznaczno$é i zgodnosé rozszerzenia E do G. U

W kolejnych dwu lematach zanotujemy konstrukcje odwrotne do tej z 1.70.
LEMAT 1.71. Niech G = X, Xy bedzie pekiem wlasciwym w kracie £(V) i Q € X'.

(i) Jesli Zy = Zs, to niech & = [Q,Y].

(ii) Jesli Y1 =Ys, to niech & = [Z;, Q).

Odcinki &1, Ey rozpinajq pek wltasciwy E taki, Ze pek G rozszerza pek E jednoznacznie
1 zgodnie.

DowOD. Zalézmy, ze spelniony jest warunek (i), czyli Z; = Zy = Z. Z samego

okreslenia odcinkéw & mamy pek wlasciwy E = &1, E. Poniewaz

wiec z 1.68 pek G rozszerza pek E. Zauwazmy, ze dla £” = (£1,E) 1 E =& N &
z 1.14 zachodzi
E'NX' =[Q,Y"IN[Z,Y=[Q,Y]=¢&.

Z uwagi na 1.66(ii) dowdd jest zakonczony.
W przypadku (ii) rozumowanie jest analogiczne. O

LEMAT 1.72. Niech G = X, Xy bedzie pekiem odcinkéw i p prostq w kracie £(V)

przecinajgcg X1, Xo tak, ze pN X' = 0. Quasi-peki Z1,Zs R p, pXRY1,Ys sq pekami
odcinkéw takim, Ze pek G rozszerza je jednoznacznie.
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DowoD. (i) Niech E := pK Y7, Ys. Jedli Y1 = Y3, to E jest pekiem wlasciwym, jesli
natomiast Y7 # Ya, to z 1.59(i) przesuniecie ]y/‘ p jest g-rzutem z prostej p na prosta

Y1, Ys, a wiec z 1.63 E jest waflem.

7 zalozenia prosta p przecina X1, Xs, wiec wezmy T; € pNAX;. Rozwazmy odcinki
& = |T;,Y;]. Zauwazmy, ze Ty # Ty, gdyz w przeciwnym razie mieliby$my 7; € pnX”.
Stad p = T1,T5, a co za tym idzie E = &, &. Poniewaz & C X;, wiec z 1.68 pek G
rozszerza pek E.

Poniewaz prosta p nie przecina X”, mozemy wiec rozwazaé rzut g := 52 7 prostej
p na pek G. Zauwazmy, ze z 1.38 perspektywa [ := 55 z peku E na prosta p jest
réwniez sensowna.

Niech £ € E. Poniewaz G rozszerza E, wiec istnieje X € G taki, ze £ C X.
Zauwazmy, ze f(€) € pNE. Zatem f(€) € X istad X = gf (&), co oznacza, ze X jest
wyznaczony jednoznacznie. Na odwrét, jesli X € G. Wtedy istnieje £ € E taki, ze
£ C X. Rozumujac jak poprzednio otrzymujemy gf(€) = X, astad £ = f~1g71(X),
czyli £ jest wyznaczony jednoznacznie przez X.

Dla quasi-peku Z7, Zs K p rozumowanie jest dualne. O

STWIERDZENIE 1.73. Jesli proste p,q wyznaczajg wafel G = pXq, to

(i) dla dowolnego j-rzutu f takiego, ze dm(f) = q, pX f(q) jest waflem rozsze-
rzajgeym G, oraz

(ii) dla dowolnego p-rzutu g takiego, ze dm(g) = p, g(p) X q jest waflem rozsze-
rzajgcym G.

Dowop. (i) Z 1.63 mamy j-rzut fo taki, ze ¢ = fo(p). Z 1.57 zlozenie ffy jest
J-rzutem takim, ze f(q) = ffo(p), wiec ponownie w oparciu o 1.63 p X f(q) jest
waflem.

Niech X = [Z,Y] € G. Zgodnie z definicja j-rzutu 1.53, mamy Y C f(Y),
wiec X C [Z, f(Y)] € pX f(q). Poniewaz f jest bijekcja, to dla dowolnego odcinka
[Z,Y] € pX f(q), mamy [Z, f~1(Y)] € G. Zatem pX f(q) rozszerza G.

(ii) Dowéd przebiega analogicznie jak w przypadku (i). O

STWIERDZENIE 1.74. Kazdy wafel mozna rozszerzyé do peku wiasciwego typu
gqwiazda © do peku wilasciwego typu ukiad tak, Ze rozszerzenmie jest jednoznaczne.

DowOD. Niech t = Ty, Ts, s = S1, 52 beda prostymi i E = &1,& =t K s dowolnym
waflem. Wezmy Z := T" i rozwazmy pek wlasciwy G := {Z} K s. Pek G jest typu
gwiazda 1 rozszerza pek E. Z 1.31 mamy T; ¢ S’. W konsekwencji, zgodnie z 1.14
otrzymujemy
ENX' =T+ 2Z,5NY']=[T;,Y'] =0,

dla i = 1,2. Zatem, z uwagi na 1.66(i) rozszerzenie jest jednoznaczne.

Aby uzyskaé pek typu uklad nalezy wzia¢ Y := S” oraz pek G := tK{Y }. Dalsze
rozumowanie biegnie jak wyzej. U

1.6 Rzuty pomiedzy odcinkami kraty

1.6.1 Uogdblnione rzuty srodkowe i Slizgi

W geometrii rzutowej rzutem zwykle jest bijekcja pomiedzy dwiema prostymi. W tej
pracy zajmujemy sie rzutowaniem odcinkéw w kracie £(V). Uzywamy oznaczen
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przyjetych w (1.18) i (1.19) na stronie 13.

LEMAT 1.75. Niech G bedzie pekiem wlasciwym odcinkéw w £(V'), X1, Xo, X5 € G,
X3 # Xy, Xo, X' := (G oraz niech Y bedzie odcinkiem kowymiaru 1 w X3 takim, ze
odcinki X', Y sq komplementarne wzgledem Xs.

(i) Jesli Zy = Zy = Z, to istnieje C takie, ze Y = [C,Y3] oraz Z < C C Y3
i Z=Y'NC,Ys=Y'+C.

(ii) Jesli Y1 =Y, =Y, to istnieje C takie, ze Y = [Z3,C] oraz Z3 C C <Y
i\Y=2"+C,Zs=2"nC.

(iii) Dla kazdego Uy € X1 \ X' istnieje dokladnie jeden Us € Y sqsiedni z Uy .

(iv) Dla Uy € X istnieje dokladnie jeden Uy € Xy sqsiedni z Uy taki, Ze prosta
przez Uy, Us przecina Y. Jesli Uy € Xy \ X/, to Uy € Xo \ X/, jesli Uy € X', to
U2 = Ul. Ponadto, dla Ul S Xl\X/, j€§l’i Zl = ZQ, to U2 = (Ul + C) ﬂYg,
jesli natomiast Y1 = Ya, to Uy = (Uy N C) + Za, gdzie C takie jak w (i) lub (ii)
odpowiednio.

Z
Rysunek 1.11

Dowo6D. (i) W tym wypadku mamy X’ = [Z,Y'], X3 = [Z, Y3]. Element C o zada-
nych wlasnosciach istnieje z 1.20(i).

(i) Tutaj X' = [Z2",Y], &3 = [Z3,Y]. Element C o zadanych wlasnosciach
istnieje z 1.20(ii).

(iii) Zalézmy, ze G jest typu gwiazda, tzn. 7y = Zy = Z. 7 (i) istnieje C' takie,
ze Y = [C,Y3] oraz

Z<CCYs, Z=Y'NnC, Y3=Y'+C. (1.55)

Niech Uy € X\ X'. Oznaczmy H := U1 NY’. Poniewaz Y/ <Y, U; CY1iU; €Y/,
to z 1.2 mamy H < U;. Wezmy Us := C + H. Poniewaz Z < C z (1.55), wiec
Z+H<C+Hz11.Stad H<C+ H, gdyz Z CU;,Y'. Gdyby H = C + H, to
mielibySmy C' C H, i stad C CY’, co jest sprzeczne z (1.55). Ostatecznie H < Us.
Zatem Uy, Us sa sasiednie.

Odcinki X’ i Y sa komplementarne wigc U € Y = Y\ X’. Przypu$émy, ze poza
Us w Y\ X/ istnieje Uj rézny od Uy i sasiedni z Uy. Wéwezas C C Uy lub Uy C Y
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z 1.17 oraz 1.18. W pierwszym przypadku C' C Y’, w drugim U; € X3. W obu
przypadkach dostajemy sprzecznosé.

Dla G typu uktad rozumowanie jest dualne.

(iv) Zaczniemy od wykazania, ze dla U; € X’ istnieje prosta przez U przecina-
jaca Y oraz kazda prosta przez U; przecinajaca ) przecina Xo jedynie w Uj.

Jesli, Uy € X', to z 1.21(i) istnieje Us € ) sasiedni z U;. Poniewaz X’ i ) sa
komplementarne, wiec Uy # Us, a zatem Uy, Us wyznaczaja prosta Uy, Us w £(V).

Jesli prosta p przez U; przecina ), powiedzmy w Us, to z 1.21(ii) elementy Uy, Us
sa jedynymi elementami na p z odpowiednio X" i Y, tzn. pn X’ = {U; } i pnY = {Us}.
Zauwazmy, ze prosta p przecina Xs w Uy. Gdyby prosta p przecinata Xo w Uy réznym
od Uy, to mieliby$my p C X5 z 1.15(iii), (ii), a stad U3 € Xo N X3 = X' z 1.26, co
przeczy komplementarnosci ) i X”.

Teraz rozwazmy przypadek, gdy Uy € X; \ X’. Pokazemy, ze istnieje dokladnie
jeden Uy € X, sasiedni z U; taki, ze prosta przez Uy, Us przecina ).

Z (iii) istnieje dokladnie jeden Us € ) sasiedni z U;. Poniewaz U; # Us, wiec

mozemy rozwazaé prosta p = Uj,Us. 7Z 1.43 istnieje Uy € Xy taki, ze Uy € p.

Zauwazmy, ze Us € X3\ X' 1 G = Xy, X3, wiec z 1.42(iv) mamy pN X' = (), a co za
tym idzie U & X”.

Gdyby istnial Uj € X rézny od Uy taki, ze Uj € p, to z 1.15(iii), (ii) mieliby$my
p C Xy, skad Uy € Xy N Xy = X/, co przeczy zalozeniu o wyborze Uj.

Pozostaje wykaza¢ prawdziwosé wzoréw dla Uy. W mocy pozostaje zatozenie
Uy € X1\ X'. Rozwazmy przypadek 71 = Zy = Z. Wowezas z (i) istnieje C' takie,
ze Y = |C,Y3] oraz prawdziwe sa warunki (1.55). Rozwazmy @ := (U; + C) N Ya.
Wykazemy, ze (a) Q € Xa, (b) Q@ ~ Uy i (c) Uy, Q przecina ). Wlasnoéé (a) wynika
wprost z okreslenia Q). Aby wykazaé¢ prawdziwos¢ (b) znajdziemy wspélny nastepnik
elementéw Uy i Q.

Z (1.55) mamy Z < C, wiec z 1.1

U=U1+Z2=<U; +C.

Gdyby U; = U + C, to byloby C C Uy, a stad C' C Y7 i mielibyémy C € &7, czyli
C e XpNX3 =X cojest sprzeczne z komplementarnoscig X’ i ). Pokazaliémy
wiec, ze Uy < Uy + C.

Poniewaz Yo < Y”, wiec z 1.1 mamy

Q:(Ul—I-C)ﬂng(U1+C)QY//:U1+C.

Gdyby @ = Uy + C', to mielibySmy U; + C' C Y5, co z uwagi na inkluzgje Z C C
w (1.55) oznaczaloby, ze C' € X,. Prowadzi to do sprzecznosci z komplementarnoscia
X'1), gdyz mielibySmy wtedy C € Xo N X3 = X'. Zatem Q < Uy + C, co daje
prawdziwosé (b).

Niech teraz p := Uy, Q. Z definicji prostej w £(V) mamy p = U1 NQ,U; + Q.
Rozwijajac @ otrzymujemy

UlﬂQZUlﬂ(Ul—i-C)ﬁYg:UlﬁYg,

Natomiast z faktu, ze Uy, Q < Uy + C oraz 1.3(iii) mamy U; + Q = Uy + C, skad
p=]U1NYs, Uy + C.
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Wezmy Us = (Up + C) N'Ys. Zaobserwujmy, ze Us € ). Stosujac to samo
rozumowanie co dla ) mozna dowie$é, ze Us < Uy + C. Poniewaz

UlﬂYgngﬂYng/ng oraz Ui NYy, CUL+C,

wiec U; NYy C Us, co razem z Us < Uy + C wystarczy by twierdzié, ze Us € p.
Ostatecznie prawdziwy jest warunek (c) i z tego, ze Uy jest jedynym elementem
spelniajacym (a), (b), (¢) mamy U = @, co konczy dowdd.

W przypadku gdy G jest pekiem typu uktad dowdd przebiega analogicznie. [

Zauwazmy, ze jesli U; ma wysokos¢ k w 1.75, to odpowiedni Uy ma réwniez
wysoko$¢ k. Przechodzimy teraz do okreélenia podstawowego dla calej rozprawy
pojecia rzutu.

DEFINICJA 1.76. Niech X, X5,y beda odcinkami kraty £(V') spelniajacymi za-
X

tozenia 1.75. Z uwagi na 1.75(iv) mozemy okresli¢ odwzorowanie %%1: X — Xy
2

warunkiem

X
%1([]1) = U wtw., gdy Uy, Us, Us leza na jednej prostej dla pewnego Us € Y,
2

(1.56)
gdzie U; € X;. Tak okreélone przeksztalcenie nazywamy uogdolnionym rzutem Srod-
kowym z X1 na Xy o érodku Y.

X X
Zauwazmy, ze {3}22 %1 = idy,, a wiec uogdlniony rzut srodkowy jest bijekcja.
1 2

X
W oparciu o 1.75(iv) wzor analityczny rzutu f = {3}5 jest nastepujacy:
2

(U—l-C)ﬂYQ, 21:ZQ,U€X1\X/
flU) = (UﬂC)—I-ZQ, Y1 =Yo, UGXl\X/ (157)
U, UeX,

gdzie C okreslone jak w 1.75(i) badz 1.75(ii). Lemat 1.75 wraz z 1.19 méwia, ze dla
dowolnych odcinkéw X7, Xo rozpinajacych pek wlasciwy istnieje uogélniony rzut
Srodkowy z X na Xs.

DEFINICJA 1.77. Niech G bedzie waflem w kracie £(V) i niech Xj, X beda
réznymi elementami G. Na mocy 1.40(i) mozemy okresli¢ odwzorowanie Cf\f; =

X .
"1 X} — A, warunkiem
X

X
Xl(Ul) =Uy wtw., gdy Uy, Us; sa sasiednie, (1.58)
2
gdzie U; € X;. Takie odwzorowanie nazywamy $lizgiem z X1 na Xs.
Dla dowolnych X, X rozpinajacych wafel istnieje Slizg z A} na X,. Zgodnie
z 1.40 §lizg jest wyznaczony jednoznacznie przez wafel, a jego wzor analityczny jest
nastepujacy:
fU)=(Z2+U)NY, dla U € A;. (1.59)
Zgodnie z (1.59) 1 1.53 §lizg jest zlozeniem p-rzutu py, i j-rzutu jz, (z modularnosci

kraty kolejnosé sktadania jest obojetna). W terminologii [4, Roz. I11.1] §lizg jest wiec
zlozeniem perspektywy dolnej z perspektywa gérna, a zatem odcinek, lub utamek
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zgodnie z [4, Roz. IIL.1], &) jest rzutowy wzgledem Xs. Innymi stowy przedstawione
przez nas pojecie §lizgu odpowiada pojeciu rzutowosci w [4, Roz. 111.1].

Zwrbéémy uwage, ze o ile uogdlniony rzut srodkowy moze by¢ identycznoscia, to
$lizg nie. Dalej méwimy krétko rzut dla $lizgéw i uogélnionych rzutéw srodkowych.

STWIERDZENIE 1.78. Rzuty zachowujg porzadek kraty £(V).

DowOD. Niech f bedzie rzutem z odcinka X; na X i niech U,W € X;. Mamy
pokazaé, ze gdy U C W, to f(U) C f(W).

Jesli f jest uogdlnionym rzutem Srodkowym, to zgodnie z (1.57) wystarczy roz-
wazy¢ trzy przypadki: (a) UW € X3\ X', (b) U € X1\ X' i W € X’ oraz (c)
Ue X iW e X\ X' Dowdd przeprowadzimy dla peku typu gwiazda, tzn. gdy
Z1 =17y =Z.

W przypadku (a) do obu stron inkluzji U C W dodajemy C' i otrzymujemy
U+ C C W + C, nastepnie obie strony mnozymy przez Yo i zgodnie ze wzorem
(1.59) uzyskujemy f(U) C f(W).

Rozwazmy teraz sytuacje (b). Wowczas W C Y/ istad U C Y’ C Y3, co oznacza,
ze U C X' sprzecznie z naszym zaloZeniem.

Przy zalozeniu (c), mamy U C Y’ C Y5 i jednoczesnie U CU +C C W 4+ C,
wiec U C (W + C)NY; i zgodnie z (1.57) otrzymujemy f(U) C f(W).

W przypadku gdy f jest §lizgiem, to do obu stron inkluzji U C W dodajemy Z5
i otrzymujemy Zs+U C Zs+ W, nastepnie obie strony mnozymy przez Y, iz (1.59)
uzyskujemy f(U) C f(W). O

7 powyzszego faktu wynika, ze rzuty sg izomorfizmami odpowiednich krat. W ta-
kim razie obrazami odcinkéw przy rzutach sa odcinki, co wiecej dlugosé odcinka
i jego obrazu jest taka sama. Konsekwencja tego faktu jest

STWIERDZENIE 1.79. Obrazem prostej przy rzucie w kracie £(V') jest prosta.

STWIERDZENIE 1.80. Jesli f jest rzutem z odcinka X na Xo w kracie £(V'), to
f(Z) =2 i f(h) =Ya.

DowOD. Przypu$émy nie wprost, ze f(Z1) # Zy. Poniewaz f(Z1) € X, wiec
prawdziwa jest inkluzja Zo C f(Z1). Rzuty sa odwracalne, zatem z 1.78 mamy
Y Z2) C f71(f(Z1)) = Z; i jednoczesnie Z; C f~H(Zs) edyz f~1(Zy) € &y. Stad
Z1 = f~Y(Z3), a tym samym f(Z;) = Z5 i otrzymujemy sprzecznoéé. O

TWIERDZENIE 1.81. Niech X; bedg odcinkami £(V') takimi, Ze Z; # O oraz
X

Y; £V, gdziei = 1,2. Jesli h = %21 jest wogdlnionym rzutem Srodkowym, to
2

istniejq $lizgi f, g takie, ze h = gf.

DowOD. Odcinki Xy, X3 rozpinaja pek wlasciwy, zatem mamy dwa przypadki do
rozpatrzenia.

Zalézmy, ze Zy = Zy = Z. Skonstruujemy odcinek Xy, ktory tworzy wafle z A
iz Xy. Poniewaz Z # ©, wiec istnieje niezerowy wektor z € Z. Wektor z mozna uzu-
petnié¢ do bazy {e;},.; podprzestrzeni Y. Wektory bazowe e; rézne od z rozpinaja
podprzestrzen Yy taka, ze

Yy < Y" i Z g Yy. (160)
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Zgodnie z definicja uogélnionego rzutu srodkowego i 1.75(i) istnieja Y3, C' takie,
ze

Y5eY,Ys, Y3#Y,Ys, Z<CCYj, Z:Y’HC’, Y3=Y'+C. (1.61)

oraz Y = [C,Ys].

Z Zo
Rysunek 1.12

Wezmy Zy := C NYy. Poniewaz Yy < Y z (1.60), tak wiec z 1.1 otrzymujemy
CNYy X CNY" 1z uwagi na inkluzje C C Y” dostajemy Zyg = CNYy < C. Gdyby
Zy = C, to mielibysmy C' C Yj. Stad i z (1.61) Z C Yy, co przeczy (1.60). Dlatego
tez Zy < C'i w konsekwencji elementy Z, Zy sa sasiednie.

Gdyby Zyg C Y; dlai = 1 lub ¢ = 2, to poniewaz Zy C C C Y3 z okreSlenia
Zy i (1.61), wiec Zp C Y'. Stad mielibySmy Zo C Y' N C, gdzie Y NC = Z
zgodnie z (1.60), czyli Zy C Z. Wczesniej pokazalidmy, ze Z, Zy sa sasiednie, wiec
z 1.10 mamy Z = Zj, co przeczy (1.60). Nasze przypuszczenie bylo falszywe, tzn.
Zo € Y1, Ys.

Teraz bierzemy Xy := [Zp,Yp]. Zauwazmy, ze Xy, X; spelniaja 1.29(ii) zatem
wyznaczajg wafel dla i = 1,2. Mozna wiec rozwazaé $lizgi f := C;gg, g:= C;(YQO-

Wykazemy, ze h = gf. Niech U; € X 1 Uz = h(Uy). Z definicji uogélnionego
rzutu $rodkowego 1.76 elementy Uy, Us leza na prostej, powiedzmy p = |H, B[ prze-
cinajacej Y w pewnym Us. Zauwazmy, ze B = Uy + Uy z 1.3(iii), skad B C Y.
Z (1.60) mamy Yy < Y”, zatem z 1.1 uzyskujemy

BNnYy<BNnY"=B0B.

Gdyby BNYy = B, czyli B C Y, to poniewaz Z C B, wiec mielibySmy Z C Yy, co
przeczy (1.60). W konsekwencji Uy := BNYy < B. Zatem Uy, Uy, Uy maja wspolny
nastepnik B, wiec sa parami sasiednie. Ponadto zauwazmy, ze C C Us bo C € )Y
iUs C BboU;s € p. Stad C C Bidalej CNYy C BNYy, czyli Zy C Uy. W rezultacie
mamy Uy € Xy, skad f(Uy) = Uy, g(Up) = Us. Ostatecznie h = gf réwnosé jest
prawdziwa.

W przypadku Y7 = Y, dowdd jest dualny. O
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W dalszej czeSci uzywamy oznaczen jak w (1.47) i (1.48) na stronie 33.

LEMAT 1.82. Niech f bedzie rzutem z Xy na Xo i & C Xy. Oznaczmy E = f(&1).
Wtedy albo £ = &, albo E1,E5 wyznaczajqg pek. Jesli E1,E jest pekiem wiasciwym

typu gwiazda (uklad), to X1, Xy jest pekiem wlasciwym typu gwiazda (uklad).

DowOD. Jesli f = id, to & = &;. Zalézmy wiec, ze dalej f # id i X; # Ab.
Oznaczmy pek odcinkéw G := A7, Xs.

Jedli f jest §lizgiem, to G jest waflem. Zatem, X’ = () i dla kazdego U; € &;
istnieje doktadnie jeden Uy € &; sasiedni z U;. W konsekwencji, z 1.49(ii) odcinki
&1, & wyznaczaja wafel.

Pozostaje przypadek, gdy f jest uogdlnionym rzutem $rodkowym f = {le iG
jest pekiem wlasciwym. Dowodd przeprowadzimy dla peku typu gwiazda, czyli2 gdy
Z = Zy = Z. Gdy G jest typu uklad, dowdd biegnie dualnie.

Z okreslenia rzutu i 1.75(i) istnieja C,Y3 takie, ze V3 € Y1,Ys, Y3 # Y1,Y5
i)Y =|[C,Ys]. Zauwazmy, ze

f(&) = f([T1,81]) = [f(T1), f(51)] = &.

Zatem z definicji rzutu mamy 77 ~ To i S1 ~ S9. Stad albo & = &, albo od-
cinki &1, & rozpinaja pewien quasi-pek E. Pokazemy, ze E jest waflem lub pekiem
wladciwym.

Jesli E nie jest waflem, to z definicji wafla 1.30 177 C Sy lub 15 C S;. Zbadajmy
pierwszy przypadek doktadniej. Albo T} € X' i wtedy Ty = T} z (1.57), co oznacza,
ze E jest pekiem wlasciwym, albo T} € X’. Wéwczas Ty = (Ty + C) N Ys z (1.57).
Poniewaz T} C Se C Y3, wiec z modularnosci otrzymujemy To = 17 + (C N Y3).
Z uwagi na to, ze C C Y3 mamy

Th=T1+(CNY3NYy) =T, + (CNY").

Uwzgledniwszy réwnosé Z = CNY' z 1.75(i), dostaniemy ostatecznie Th = T1 +Z =
T1, czyli € jest pekiem wlasciwym.

W sytuacji gdy 75 C S; rozwazmy f~', tzn. rzut z A5 na X;. Rozumujemy
analogicznie jak w przypadku poprzednim. Albo T € X’ i wtedy T1 = Ty z (1.57),
albo Ty & X'. Wowcezas Ty = (To+C)NY7 z (1.57). Kontynuujac, uzyskamy 77 = Th.
Takze, jesli E nie jest waflem, to jest pekiem wlasciwym.

Zalézmy teraz, ze E jest pekiem wlasciwym typu gwiazda, czyli Ty = 15 = T
i S1 # So. Zauwazmy, ze pek G nie moze byé wtedy waflem, bo T' € X’. Zatem
G jest pekiem wlasciwym, a f uogdlnionym rzutem srodkowym. Przypusémy, ze
G jest pekiem typu uklad, tzn. ze Y7 = Yy = Y. Wtedy, poniewaz T € X', czyli
w szczegolnosci Z” C T, wiec

Z"CTCS CY,

skad &1 C X’. W takiej sytuacji f(&1) = &1 zgodnie z (1.57), czyli £ = &, co przeczy
zalozeniom o E. Jesli wiec E jest pekiem wlasciwym, to G jest pekiem wlasciwym
tego samego typu. ]

W zaleznosci od wyboru odcinka &1, w rezultacie obcinania rzutu otrzymujemy,
albo §lizg, albo uogélniony rzut érodkowy. Méwi o tym nastepne twierdzenie.
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STWIERDZENIE 1.83. Niech f bedzie nietozsamosciowym rzutem z odcinka X1
na Xy oraz & niepustym odcinkiem takim, ze & C Xy. Oznaczmy & = f(&1).

(i) Jesli & # &, to Xy, Xy jest pekiem rozszerzajgcym jednoznacznie pek
&1,8Es.

(ii) Jesli &N X = 0, to &,& jest waflem i w konsekwencji f|E1 jest
Slizgiem.

(iif) Jesli ENX" # 0, to albo & C X' i f|& = id, albo &1,&; jest pekiem
wlasciwym i f ‘51 jest wogdlnionym rzutem srodkowym.

DowOD. Ogdlnie, gdyby X1 = X», to f musiatby byé uogdlnionym rzutem srodko-
wym, ale wtedy f = id zgodnie z definicjg uogdlnionego rzutu srodkowego. Zatem
X1 # Xp. Oznaczmy wiec G := Xy, Xy.

7 1.82 albo & = &, albo &1, &5 jest pekiem. Gdy &1 = &, to poniewaz &5 C A,
wiec mamy & C X) N Xy = X', Zatem

albo & C X', albo E := &1, &5 jest pekiem. (1.62)

(i) Zgodnie z z (1.57) rzut f jest tozsamos$cia na & N X', wiec z zalozenia
&1 # E31(1.62) E jest pekiem. Z 1.68 G rozszerza E. Dla wykazania jednoznacznosci
rozszerzenia peku E do peku G wykorzystujemy fakt, ze rzut f jest tozsamodcig na
X' Tak wiec f(E1NX') = & N A Z drugiej strony mamy f(& NX') = E N A
W rezultacie & N X' = E N A’ 1z 1.66(i) mamy jednoznacznos$é rozszerzenia.

(ii) Odcinek &7 jest niepusty, wiec z zalozenia, ze & N X' = (i (1.62) E jest
pekiem. Zauwazmy, ze £ NE C &1, X1, Xy, czyli E1NE C E N X = . Stad pek
E jest waflem. Dla Uy € & mamy Uy ~ f|&(Uy) bo f jest rzutem. Zatem f|&; jest
Slizgiem z (1.59).

(iii) Z zalozenia X’ # ), wiec f musi by¢ w tym wypadku uogélnionym rzutem
srodkowym i G pekiem wlasciwym. W pierwszym przypadku (1.62), to znaczy, gdy
& C X',z (1.57) mamy f|& = id. Gdy natomiast E jest pekiem, to poniewaz rzut
f jest tozsamoscia na &1 N X’ z (1.57), wiec & N X' C & N &y, co oznacza, ze pek E
jest wlasciwy. Wykazemy, ze f|€ jest uogélnionym rzutem srodkowym. W tym celu
musimy wskaza¢ odcinek ) taki, ze f|& = ﬁ%

Rozwazmy sytuacje, gdy 17 = Ty = T. \%Vtedy Z1 = Zy = Z z 1.82. Niech
&y :=[T,S" + C], gdzie C takie jak w 1.75(i), tzn. w szczegdlnosci Z < C, C' C Y3,
gdzie Y3 € Y7,Y5. Poniewaz Z C S, wiec S < 8" +C z 1.1. Gdyby S’ = 58" + C,
czyli C C S’ to mielibySmy C C Y, co przeczy 1.75(i). W konsekwencji

S'< S +C. (1.63)
Ze wzoru (1.57) mamy
S"=81+5=58+((S1+C)NYs)

i dalej z modularnosci
S = (S1+Y2)N(S1+ O). (1.64)
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Poniewaz Y’ C Y3, wiec
S1+Y, =05 +Y/+Y2. (1.65)

Z uwagi na to, ze Y’ < Y7 1 S1 C Y], mamy albo S; +Y’ =Y’ albo S; +Y' =Y,
ale w pierwszym przypadku mieliby$Smy S; C Y’, co daje nieprawdziwg w rozwaza-
nej sytuacji inkluzje & C X’. Zatem po wstawieniu uzyskanej réwnosci do (1.65),
z (1.64) dostaniemy

S”:(Yl—l-Yg)ﬂ(Sl—l-C):Y”ﬂ(51+C):Sl+C-

Stad S’ 4+ C C S, co razem z (1.63) daje &3 € &1, Es.

Podobnie jak dla S’ powyzej mozemy pokazaé¢ dla T, ze T < T + C. Zatem
odcinki & = [T, S'] oraz Yy := [T + C, S’ + C] sa odcinkami komplementarnymi, ko-
wymiaru 1 wzgledem &3. Dlatego tez h := ﬁfé jest uogdlnionym rzutem Srodkowym.
Pokazemy, ze f|& = h.

Niech Uy € &;. Jedli Uy € X', to po pierwsze f(U;) = Uy z 1.76, po drugie
Up € &ENX' 12 1.671) mamy Uy € &'. Zatem h(Uy) = Uy z 1.76. Tak wiec
fl&(T1) = h(Uh).

Jesli Uy € X', to Uy € &£ bo & C X'. Z 1.76 istnieje Us € ) takie, ze
Ui, h(Uy),Us leza na jednej prostej p. Zauwazmy, ze

CCT+C oraz S+CCY +CCYs.

Stad Yy C Y, gdzie Y = [C,Y3] takie, ze f = %i zgodnie z 1.75(i). Z uzyskanej
inkluzji wynika, ze Us € Y. Ponadto Uy € X1 \ X’ i h(Uy) € AXs. Poniewaz Us jest
jedynym sasiednim z U; elementem w Y, co gwarantuje 1.75(iii), wiec f(Uy) € XoNp.
7 definicji uogdlnionego rzutu srodkowego, a doktadniej z jednoznacznosci przeciecia
prostej p z Xo, mamy f|€1(U1) = h(U1) i dowdd jest zakoficzony.

W przypadku S; = S5 dowdd biegnie dualnie. O

STWIERDZENIE 1.84. Jedli pek G = X, Xy rozszerza pek E = &1,&5 jedno-
znacznie, & C X; (i = 1,2) i f jest rzutem &1 na &, to istnieje rzut F' z X1 na
Xy taki, Ze f = F]cf’l.

DowOD. Jesli G jest waflem, to z 1.65 pek E jest réwniez waflem, a wiec f jest
Slizgiem. Poniewaz wafel determinuje §lizg jednoznacznie, to dla §lizgu F' z X na
Xy, wystarczy sprawdzié, ze f = F|&;. Niech Uy € &;. Poniewaz f(Uy) € X, a w Xs
jest tylko jeden element sasiedni z Uy, mianowicie F(Uy) to f(Uy) = F(Uy).

Gdy G jest pekiem wlasciwym, to szukanym rzutem F' jest uogdlniony rzut $rod-
kowy. Aby go skonstruowaé nalezy wskazac srodek rzutu, tzn. odcinek ) kowymiaru
1 w pewnym X3 € G, komplementarny z X’ w X3. Zalézmy, ze Z1 = Zy = Z. 7. 1.65
pek E jest albo (1) waflem, albo (2) pekiem wlasciwym takim, ze Ty = To =T

(1) W pierwszym przypadku rozwazmy odcinek &3 € E rézny od &) i Er. Z defi-
nicji wafla 1.30 zauwazmy, ze T3 ¢ S’. Zatem odcinki & := [T", "], €3 = [T3, Ss] sa
komplementarne, kowymiaru 1 w odcinku & := [T, Ss]. Z zalozenia o rozszerzaniu,
istnieje X3 € G taki, ze £3 C X3, a ponadto Z C Ty NTy, = T'. Tak wiec mamy
&' C X3. Zauwazmy, ze 8" C S3NY’' C S31.5 < S3. Wiec albo S" = S3NY’, albo
S3NY’ = S3. W ostatnim przypadku mieliby$Smy jednak S3 C Y, a zatem £3 C X7,
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co przeczyloby jednoznaczno$ci rozszerzenia E do G, a wiec S’ = S3NY’. Odcinek
X’ jest kowymiaru 1 w X3 oraz

ENX' =[T'+27,8nY|=[T,5)=¢,

i zgodnie z 1.22 istnieje odcinek )Y taki, ze F' = %gl jest dobrze okreslony, a ponadto
&CY. i

Rzut f w tym wypadku jest Slizgiem, zatem dla Uy € £ mamy f(Uy) € &, takie,
ze Uy ~ f(U1). Zgodnie z 1.43 prosta p = Uy, f(Uy) przecina odcinek &, powiedzmy
w Us. Poniewaz Us € & C Y, to f(Uy) = F(Uy) z okreslenia uogélnionego rzutu
srodkowego 1.76.

(2) Gdy E jest pekiem wlasciwym, rzut f jest uogdélnionym rzutem srodkowym,
zatem z definicji tego rzutu istnieje odcinek )’ taki, ze f = @1’, czyli V' jest ko-
wymiaru 1 w pewnym & € E oraz ), £’ sg komplementarne wzél@dem &s. Rozsze-
rzalno$é E do G gwarantuje istnienie odcinka X3 € G takiego, ze &3 C X3. Odcinek
X’ jest kowymiaru 1 w X3, natomiast z 1.67(1)) mamy £ = 3 N X’ Zatem z 1.22

X
istnieje odcinek Y taki, ze rzut F = %%1 jest sensowny i )’ C V.
2
Niech U; € &;. Z okreélenia uogdlnionego rzutu $rodkowego istnieje Uz € )’
taki, ze Uy, f(Uy),Us leza na jednej prostej. Poniewaz )’ C ), wiec Us € ) i stad
f(Uy) = F(Uy) z okredlenia uogélnionego rzutu srodkowego 1.76. O

Bezposrednim wnioskiem z udowodnionego wyzej twierdzenia oraz 1.74 jest

WNIOSEK 1.85. Kazdy $lizg jest obcieciem pewnego uogolnionego rzutu $rod-
kowego.

1.6.2 Redukcje zlozen rzutéow

STWIERDZENIE 1.86. Niech X1, Xo, X3 bedq odcinkami kraty £(V') takimi, Ze
71 # Z3 i Y1 # Ys oraz niech [ bedzie slizgiem z odcinka Xy na Xy i g $lizgiem
2z X na Xs. Jesli Y1, Ys, Y3 posiadajg wspolny poprzednik, to Z1, Zs, Z3 posiadajg
wspolny poprzednik. Jesli Z1, Zs, Z3 posiadajg wspolny nastepnik, to Y1,Ys,Ys
posiadajqg wspolny nastepnik. W obu przypadkach X1, X3 tworzq wafel i gf jest
Slizgiem.

DowOD. Rozwazmy przypadek, gdy Y7, Ys, Y3 maja wspolny poprzednik, tzn.

YINYe=YoNY3=Y3NY. (166)
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Rysunek 1.1

Niech U; € X1. Z (1.59) mamy f(U;y) = (Z2+U1)NYe D Uy NYo, zatem z (1.66)
UiNY; = (Ulﬂyl)ﬁ}@,:UlﬁYQQ}/g gf(Ul)ﬁY;),.

Poniewaz f~1 jest §lizgiem, wigc z (1.59) mamy Uy = (Z,+ f(U1))NY; 2 f(Uy)NYy,
a wiec z (1.66)

fUN)NYs=(f(U)NY2)NYs=f(U1)NYiNY3 C U NY;.
W ten sposob otrzymalidmy
UiNY; = f(U)NYs. (1.67)
Wowcezas z modularnosci kraty £(V') mamy
(Zs+ f(U1)NYs =Zs+ (f(U1)NY3) = Zs+ (U1 NY3) = (Z3 + Uy) N Y3,
co razem z (1.59) daje
gf(U1) = (Z3s+U;)NYs dla kazdego Uy € X;. (1.68)

Zgodnie z definicja §lizgu wystarczy zatem wykazaé, ze odcinki Xy, X3 rozpinaja
wafel. Poniewaz f(Z1) = Za oraz g(Z2) = Z3 z 1.78, wigc z (1.68) w szczegblnosci
Zs = gf(Z1) = (Zs + Z1) N Ys. Tak wiec

Z1NZs=7Z1N (Zl + Zg) NYs=27Z1NYs. (169)
Z (1.59) mamy Zs = f(Z1) = (Z2 + Z1) N Ya, a stad razem z (1.66)
Z1NZy =74 ﬁ(ZQ‘FZﬁﬁYQ =Z1NYo=2Z1NY1NYy, =21 NYs5. (170)

Z dowolnosci Uy w (1.67) mamy Z; N'Ys = Zy N Y3. Natomiast z (1.59) mamy
Zy = g (Z3) = (Zo + Z3) N Ya, a zatem

ZlﬂY;),:ZQQY;),:(ZQ-FZg)ﬁYgﬂYé,

co z 1.41 dla wafla Xy, X3 daje Z3 NYs = Z; N Z3. Tak wiec ostatecznie z (1.69)
i (1.70) uzyskujemy

IA\NZy=Jos NIy = 3N Ly,
co oznacza, ze 41, Zs, Z3 posiadaja wspolny poprzednik, a w szczegdlnosci 71, Z3 sa
sasiednie. Zauwazmy, ze gdyby Z; C Y3, to z (1.66) mielibySmy Z; C Y1 NYs C Y,
ipek Ay, Xy nie bylby waflem. A wieec Z; € Ys. Podobnie pokazaé¢ mozna, ze Z3 € V5.

Zgodnie z definicja, X, A3 jest waflem.
W przypadku, gdy Z1, Zs, Z3 maja wspolny nastepnik dowdd przebiega dualnie.
O
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STWIERDZENIE 1.87. Niech X, X5, X3 bedq odcinkami kraty £(V') takimi,
ze albo 74y = Z3, Y1 # Y3 i Y1,Yo, Y3 majg wspélny nastepnik, albo Z1 # Zs,
Y, = Ys i Zy, 725, Z3 majg wspdlny poprzednik. Jesli f jest $lizgiem z odcinka
X1 na Xo i g Slizgiem z Xo na X3, to X1, X3 tworzq pek wlasciwy © gf jest
uwogolnionym rzutem Srodkowym.

DowOD. Zalézmy, ze Z = Z1 = Z3, Y1 # Y31 Y1, Y5, Y3 maja wspdlny nastepnik
Y”. Polézmy Y :=Y1NY31i Z':= ZN Z.

Rysunek 1.2

Poniewaz Y7,Y3 sa sasiednie, to z 1.3(1) Y’ < Y3,Y3. Z tego samego powodu
7' < Z,Zy. Zgodnie z 1.1 zatem Z' +Y' < Zy +Y'. Zauwazmy, ze Z' C Y’,
awiec Z/4+Y' =Y istad Y X Zo+Y' . Gdyby Y/ =2y +Y', to Z, CY' C Y,
i odcinki X7, X5 nie rozpinalyby wafla, co przeczy zalozeniom. Tak wiec Y < Zo+Y”,
a ponadto Zy + Y’ C Y”. Poniewaz Y1 < Y" to Y < Zo +Y' < Y”, tzn.,
Y := Z5 + Y’ lezy na prostej Y7, Ys.

Polézmy C := Z + Zs. Elementy Z, Z sa sasiednie, wiec z 1.3(iii) zachodzi
Z,7Zy < C. Niech Y = [C,Y]. Zauwazmy, ze odcinek ) jest odcinkiem kowymiaru
1 w odcinku X = [Z,Y] lezacym w peku wyznaczonym przez X;, X’s5. Pokazemy, zZe
odcinki Y i X’ := X N X5 sa komplementarne wzgledem odcinka X. Z 1.14(i) mamy

VNX =[C+2YNY]=[CY]

Gdyby C C Y, to z okredlenia C mielibySmy Zs C Y/’ C Y] i odcinki X, Xy nie
rozpinalyby wafla. Zatem Y N X' = (. Z 1.14(ii) mamy

YV, Xy=[CnzY+Y]=[2Y]=2x.

Mozemy zatem rozwazaé uogdlniony rzut srodkowy h = %il

Do wykazania pozostato, ze h = gf. Niech Uy € A i U; := h(Uy). Z okreslenia
rzutu h istnieje U € Y taki, ze Uy, Us, U leza na jednej prostej p = |H, B[. Zauwazmy,
ze C CU, gdyz U € Y, ponadto U C B, gdyz U € p oraz B CY", gdyz h nie jest
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identycznodcig, a co za tym idzie B = Uy + Uz C Y7 + Y3 = Y”. Poniewaz Y5 < Y,
wiec z 1.1 otrzymujemy
BNY, =Y"NB=B.

Gdyby BNY,; = B, czyli B C Ys, to mielibydmy Z C Y5 i X, X5 nie rozpinatyby
wafla. W rezultacie Uy := BNYy < B. Zauwazmy, ze Zo C C C U C B oraz Zy C Y,
co razem daje Uy € Xy. Ponadto Uy, Uy, Us < B, czyli Uy, Us, Uz sa parami sasiednie.
Zatem z definicji lizgu f(Uy) = Us, g(Us) = Us i ostatecznie h = gf.

W drugim przypadku dowdd przebiega dualnie. O

Rozwazmy pek wlasciwy G rozpiety przez odcinki Xy, X taki, ze Z1 = Zy = Z.
Niech A bedzie zbiorem wszystkich atoméw w kracie L wyznaczonej przez odci-
nek X" = (X1, Xy), tzn. kracie powstalej przez ograniczenie uniwersum kraty £(V')
i relacji porzadku C do zbioru X”. Zauwazmy, ze A = {U € UG: Z < U}. Zbié6r
A mozna traktowaé jako zbiér punktéow przestrzeni rzutowej P zwiazanej z kra-
ta L (por. [4, Tw. 6, Roz. IV.5]), natomiast zbiory A; := A; N A, i = 1,2, jako
podprzestrzenie przestrzeni P.

Jesli f = %32 jest uogdlnionym rzutem $rodkowym, gdzie Y = [C, V3], to zgodnie

z 1.75(1) C jest atomem w L, czyli punktem przestrzeni rzutowej P, a zatem f|A
jest rzutem érodkowym z A; na As o $rodku C' w przestrzeni rzutowej P, formalnie
Aq
flA= g,
Prawdziwe jest réwniez twierdzenie dualne dla peku wtasciwego takiego, ze Y7 =
Yo=Y iA={U e€UG: U <Y}, tak wiec ogdlnie

OBSERWACJA 1.88. Obciecie uogdlnionego rzutu érodkowego, z odcinka A} na
Xa, do zbioru atoméw kraty L wyznaczonej przez X" (lub kraty o odwréconym
porzadku) jest rzutem $rodkowym w przestrzeni rzutowej zwiazanej z krata L. O

W Desarguesowskiej przestrzeni rzutowej ztozenie rzutéw érodkowych dziataja-
cych miedzy elementami peku prostych (lub ogdélniej podprzestrzeni) jest rzutem
srodkowym. Wykazemy, ze to twierdzenie jest prawdziwe w kracie £(V') dla uogél-
nionych rzutéw $rodkowych.

STWIERDZENIE 1.89. Jesli f jest uogdlnionym rzutem srodkowym z odcinka
X1 na Xo, g wogdlnionym rzutem $rodkowym z odcinka Xo na X3 oraz X1NXy =
XoNAXs, to gf jest uogdlnionym rzutem Srodkowym.

DowOD. Mozemy przyjaé, ze X1, Xo, X3 sa parami rézne, gdyz w przeciwnym razie
teza jest natychmiastowa. Odcinki X, Xy rozpinaja pek wlasciwy. Zalézmy zatem,
ze 7y = Jy = Z,1Y' =Y NYs. Odcinki Xy, X3 réwniez rozpinaja pek wlasciwy.
Gdyby Yo = Y3, to z 1.14

[Z, Y/] = XN =ANX3 = [ZQ + Zg,YQ],
i mielibySmy Y’ = Y5, co jest niemozliwe. Zatem Zo = Z3 1Y’ = Yo N Y3, czyli

Y1, Y5, Y3 maja wspolny poprzednik Y.
Zgodnie z okresleniem uogdlnionego rzutu srodkowego nalezy wskazaé taki ele-

ment peku X € G := X, X5 oraz odcinek )Y w nim zawarty taki, ze )V, X’ sa
komplementarne i kowymiaru 1 w X.
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Przypomnijmy, ze krata £(V') jest arguesowka, tzn. zwigzana z nia geometria
rzutowa jest Desarguesowska (por. [4, Tw. 12, Roz IV.5]). Zgodnie zatem z 1.88
zlozenie obcigé rzutéw f|A, g|A, do zbioru A atoméw kraty [Z,Y1 + Y + Y3], jest
rzutem $rodkowym 7 w przestrzeni rzutowej zwigzanej z ta krata, z ANX; na ANAXj3.
Niech C' bedzie $rodkiem tego rzutu. Poniewaz C € |JG, to w G istnieje odcinek
X = [Z,Y] zawierajacy C. Taki odcinek jest dokladnie jeden, gdyz w przeciwnym
razie mielibySmy C' C Y’ czyli C € X', co przeczy temu, ze n jest rzutem.

Yy
-.'ﬂr.z

Rysunek 1.3

Potézmy Y = [C,Y] oraz h = %i Wykazemy, ze h = gf. W tym celu, wezmy
Ui e X1. JesliUy € X’, to f(Ul) =U; = g(Ul) i h(Ul) =U; Zgodnie z 1.76. Mozemy
wiec przyjaé, ze Uy € Xp \ X'.

Rozwazmy odcinek & = [Uy, Y1], jego obraz & := f(&1) oraz & := g(&2). Z 1.80
mamy f(Y1) = Y2 i g(Y2) = Y3. Polézmy Uy := f(Uy) i Us := g(Uz). Wowczas
& = [U,Y;] dla i = 1,2,3. Zgodnie z 1.83 zauwazmy, ze f|& i g|&s sa Slizgami.
Zatem z 1.86 ich zlozenie jest $lizgiem i stad Uy, Us, Us sa parami sasiednie.

Teraz, rozwazmy atom T w X taki, ze Ty C Uy i Ty € X’. Atom taki istnieje,
gdyz w przeciwnym razie mieliby§Smy 7' ¢ U; lub T' € X’ dla kazdego atomu T' € X,
co oznacza, ze jeSliT C Uy, to T € X', a wiec Uy € X', sprzecznie z zalozeniem o Uyj.
Niech T3 := gf(T1). Z 1.78 mamy T5 C Us. Proste ¢ = Y1,Y3, p = U, Us it =T, T3
spelniaja zalozenia 1.62. Poniewaz n(7T}) = T3 to prosta t przecina odcinek X w C,
innymi stowy £7(X) = C. Niech U := EE(X). 72162C CUCY,awiecU € ).
Wskazaliémy w ten sposéb element U odcinka Y taki, ze Uy, Us, U leza na jednej
prostej, a tym samym

h(Ur) = Uz = gf(Un).

7 dowolnosci wyboru U; otrzymujemy h = gf.
Przypadek Y; = Y5 dowodzi sie dualnie. O



Rozdziat 2

Przestrzen pekow

W literaturze (por. [4, Roz. IV.3]) kraty geometryczne kojarzone sa z geometria rzu-
towa, w ten sposob, ze atomy kraty traktowane sa jak punkty, natomiast elementy
o wysokosci 2 jako proste. Jedli wyjsciowa krata jest modularna uzyskuje sie prze-
strzen rzutowa. W naszej pracy czesto odwolujemy sie do przestrzeni Grassmanna
zwiazanej z krata £(V). W tym rozdziale przedstawione zostana gléwnie wnioski
z wynikéw uzyskanych w rozdziale pierwszym, specyficzne dla grasmanianow.

2.1 Geometria przestrzeni pekow

Rozdzial ten rozpoczynamy od przypomnienia, a zarazem ustalenia, definicji pod-
stawowych struktur geometrycznych, ktérymi zajmujemy sie w pracy. Dowolny zbior
S ktorego elementy nazywane sa punktami, wraz z wyrézniong rodzing podzbioréw
L C 25 zwanych prostymi, czyli struktura 2 = (S, L) jest czesciowq przestrzenig
prostych gdy: (i) dwa rézne punkty leza na co najwyzej jednej prostej; (i) na kazdej
prostej leza przynajmniej dwa rézne punkty. Przestrzen 2 jest: (i) niezdegenerowana
gdy istnieje w niej przynajmniej jedna prosta; (ii) nietrywialna gdy istnieje prosta
i punkt, ktéry na niej nie lezy; (iii) nieredukowalna jesli na kazdej prostej leza przy-
najmniej trzy punkty; (iv) spdjna gdy kazde dwa punkty mozna polaczyé tamana.
A jest przestrzenig prostych gdy jest czeSciowa przestrzenig prostych i kazde jej dwa
punkty sa wspoétliniowe. Czesciowa przestrzen prostych zwana jest wia$ciwg, gdy
nie jest przestrzenia prostych.

Podzbiér X zbioru punktéw czesciowej przestrzeni prostych 2 jest podprzestrze-
nig 2 jesli jest domkniety na prowadzenie prostych, to znaczy, kazda prosta p prze-
cinajaca X w co najmniej dwoéch réznych punktach jest cala zawarta w X. Tak
rozumiana podprzestrzen niesie strukture cze$ciowej przestrzeni prostych. Mozemy
wiec w odniesieniu do podprzestrzeni stosowa¢ terminy: niezdegenerowana, nietry-
wialna i spdjna.

Ustalmy liczbe naturalng k taka, ze 0 < k < dim V. Ze zbioru Sub(V') wszyst-
kich podprzestrzeni przestrzeni V wybieramy k-podprzestrzenie, tj. te o wymiarze
k, i oznaczamy ich zbiér przez Subg (V). Natomiast przez Pi(V) oznaczmy zbidr
wszystkich prostych U, W gdzie U, W € Suby (V). Takie proste nazywamy k-pekami.
Geometrig, ktérej punktami sa k-podprzestrzenie, a prostymi k-peki w £(V) nazy-
wamy przestrzenig pekow o indeksie k i oznaczamy

P =P(V) = (Subi(V), Pr(V)). (2.1)

93
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W literaturze geometria ta znana jest jako grasmanian reprezentujacy (k — 1)-
podprzestrzenie przestrzeni rzutowej P(V) (por. [2]), lub przestrzen Grassmanna
(por. [1, 6], [12, Roz. 8]). Wiadomo jest (por. [2]), ze przestrzenie pekéw sa spéjnymi,
nieredukowalnymi, czeSciowymi przestrzeniami prostych spelniajacymi twierdzenie
Veblena. Gdy k = 1 lub k = dimV — 1, Py (V) jest przestrzenia rzutowa. Przestrzen
pekow jest wlasciwa gdy nie jest rzutowa.

W geometrii naturalne jest badanie struktury podprzestrzeni. W przestrzeniach
afinicznych, czy rzutowych, podprzestrzenie sg izomorficznymi obrazami pewnych
przestrzeni, odpowiednio, afinicznych lub rzutowych. Nie kazda podprzestrzen prze-
strzeni Py (V) ma strukture przestrzeni pekéw. Na wyrdznienie zastuguja podprze-
strzenie odcinkowe, inaczej méwiac k-odcinki, czyli zbiory postaci

[Z,Y]i = [Z,Y] N Suby(V). (2.2)

TWIERDZENIE 2.1. ([21]) Podprzestrzenie odcinkowe Pp(V') to izomorficzne ob-
razy pewnych przestrzeni pekow.

Zauwazmy bowiem, ze odcinek X' = [Z, Y] jest izomorficzny z krata £(Y/Z), na-
tomiast elementom k-wymiarowym z X odpowiadaja elementy k—dim Z wymiarowe
w £(Y/Z).

Proste Py (V), czyli k-peki sa szczegdlnym przypadkiem k-odcinkéw. Mianowicie
gdy p = [H, B]j jest niepusty i jego dlugo$¢ (formalnie dlugo$é odcinka [H, B])
wynosi 2, to p jest prosta Pr(V) i odwrotnie. W konsekwencji B € Subgi1(V),
H € Subg_1(B). W tym szczegblnym przypadku piszemy P(H, B) := [H, Blj.

Przykladem przestrzeni pekéw jest przestrzen Po(V), gdzie dimV = 4, tzn. 3-
wymiarowa przestrzen rzutowa, ktorej proste pelnig role punktéw, natomiast peki
prostych rzutowych pelnia role prostych. Przyktad ten doskonale uzasadnia termi-
nologie ze wzgledu na to, ze k-pek P(H, B) jest tutaj zbiorem prostych rzutowych
przez punkt H lezacych w plaszczyznie B.

W czesciowych przestrzeniach prostych szczegélne znaczenie odgrywaja mocne
podprzestrzenie, tzn. takie gdzie kazde dwa punkty sa wspétliniowe. Mocne podprze-
strzenie P (V') sa zatem (z dokladnoscia do izomorfizmu) przestrzeniami rzutowymi.

TWIERDZENIE 2.2. ([21], Huang [6]) Mocne podprzestrzenie przestrzeni Pi(V') to
k-odcinki [Z,Y |y takie, Ze dimZ =k — 1 lub dimY =k + 1.

W pierwszym przypadku z powyzszego twierdzenia méwimy o gwiazdach, w dru-
gim o uktadach.

Tallini (por. [2]) przedstawil aksjomatyczna charakteryzacje wlasciwych prze-
strzeni pekéw opierajac sie na wlasnosciach mocnych podprzestrzeni. Ot6z, w takich
przestrzeniach pekow sg doktadnie dwie rodziny mocnych podprzestrzeni, a niepu-
sty przekrdj podprzestrzeni z réznych rodzin jest prosta. Przestrzen pekéw mozna
pokry¢ mocnymi podprzestrzeniami, czyli przestrzeniami rzutowymi.

Podprzestrzenie zwykle klasyfikuje sie ze wzgledu na ich wymiar. Indeksem k-
odcinka X = [Z, Y] jest idx X = k—dim Z. O ile X jest niepusty to idx X to dtugosé
odcinka [Z, U], gdzie U € X. Ko-indeksem k-odcinka X jest coidx X = dimY — k,
czyli dlugosé odcinka [U, Y], o ile X # (. W przestrzeni pekéw P (V') jako wymiar k-
odcinka X’ przyjmujemy pare liczb pdim X' := (idx X, coidx X'). Zauwazmy, ze proste
maja wymiar (1,1), natomiast mocne podprzestrzenie (1,z) lub (y, 1). Plaszczyzny
w Py (V) to k-odcinki o wymiarze (1,2) lub (2,1). k-odcinki o tym samym wymiarze
nazywamy podobnymi.



ROZDZIAL 2. PRZESTRZEN PEKOW 55

2.2 Peki podprzestrzeni odcinkowych

Pojecie peku podprzestrzeni odcinkowych przestrzeni pekéw zostalo w zasadzie sfor-
mulowane w (1.17). Podamy teraz bardziej precyzyjna definicje, ale wezeéniej przy-
pomnijmy potrzebny do tej definicji fakt, wynikajacy bezposrednio z 1.13:

FAKT 2.3. Niech X; = [Z;,Yi]r (i = 1,2) bedq niezdegenerowanymi podprzestrze-
niami przestrzeni P. Xy = Xy wtw., gdy Z1 = Zy 1 Y1 =Ys.

Fakt ten, pozwala kazdej podprzestrzeni odcinkowej X w P, jednoznacznie przy-
porzadkowaé odcinek X kraty £(V') wyznaczajacy X. Formalnie

jesli X = [Z,Y ]y, to X = [Z,Y]. (2.3)

Zauwazmy, ze Subg(X) = X.

DEFINICJA 2.4. Niech &7, Xs beda podprzestrzeniami odcinkowymi w przestrzeni
pekéw PB. Podprzestrzenie X, Xo sa wspolpekowe jedli odcinki X, Xa sa wspoipe-
kowe w kracie £(V). Podprzestrzenie X7, Xo rozpinajg pek podprzestrzeni odcin-
kowych w B, jesli sa rézne i odcinki &7, Xy rozpinaja pek G w kracie £(V). Pek
podprzestrzeni odcinkowych rozpiety przez Xy, Xs to zbidr:

X1, X = {Subk(X) X € G}

Typ peku X7, Ao jest taki jak typ peku G.

Zwrbéémy uwage, ze powyzsza definicja jest catkowicie zgodna z definicja pekow
podprzestrzeni odcinkowych w przestrzeni pekéw w [17]. Niemal wszystkie wyni-
ki [17] dla pekéw podprzestrzeni odcinkowych zostaly uogdlnione w rozdziale 1.
Miedzy innymi zwiazek pomiedzy relacja przylegania zbioréw a relacja sasiedniodci
podprzestrzeni odcinkowych zostal pokazany w 1.37.

Tak jak to zostalo powiedziane w 2.1 podprzestrzen odcinkowa w przestrzeni
pekoéw niesie strukture przestrzeni pekdéw. W szczegdlnosci moze to byé przestrzen
rzutowa, a mianowicie podprzestrzen [Z, Y], jest izomorficzna z przestrzenia rzuto-
wa, gdy kK = dim Z + 1, lub dualnie, gdy k¥ = dimY — 1. W przypadku, gdy pek
G = Xy, Xy podprzestrzeni odcinkowych B lezy w przestrzeni rzutowej, to znaczy
gdy podprzestrzen Suby(X”) jest izomorficzna z przestrzenia rzutowa P, to ele-
menty peku G mozna utozsamiaé¢ z podprzestrzeniami P, ktére w P tworza pek
podprzestrzeni. Takie peki G nazywamy rzutowymi. Poza tym szczegdlnym, skad-
ingd dobrze znanym przypadkiem, peki podprzestrzeni odcinkowych w P opisuje
sie geometrycznie przy pomocy dwéch warunkéw: (), (x2) okreslonych na stronie
24. Twierdzenie 1.48, charakteryzujace wtasnie w sposdb geometryczny peki odcin-
kéw w kracie £(V), z uwzglednieniem podprzestrzeni odcinkowych w 3, przybiera
nastepujaca postac.

TWIERDZENIE 2.5. Niech G = X, Xy bedzie pekiem odcinkéw w kracie £(V').
Jesli Suby(X") nie jest przestrzenig rzutowq (z dokladnoscig do izomorfizmu), to
nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) A3€G,

(2) odcinki Xy, Xa, X3 spelniajq (1), (x2),
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odcinki Int X7, Int Xy, Int X3 spelniaja (%1), (x2),

k-odcinki Suby(X7), Subg (Xs), Subk(X3) spelniajg (x1), (x2),
Suby(X3) € Subg(G).

Int X5 € Int G.

DowOp. (1) = (2) Bezposredni wniosek z 1.43.

(2) = (3) Wynika z 1.44(i), (ii).

(3) = (4) Wynika z 1.44(iii), (iv).

(4) = (5) Wniosek z [17].

(5) = (6) oraz (6) = (1) wynikaja wprost z definicji. O

Mozemy teraz uszczegdlowié¢ kryteria na rozpinanie pekéw odpowiedniego typu
sformutowane w 1.49, dla przypadku podprzestrzeni odcinkowych przestrzeni pekéw.

TWIERDZENIE 2.6. ([17]) Niech X1, Xy bedq réznymi, sqsiednimi podprzestrzenia-
mi odcinkowymi przestrzeni .

(i) Xy, Xo wyznaczaje pek wlasciwy wiw., gdy X' # 0, oraz idx(X’) = idx(X")

lub coidx(X') = coidx(X"). W przypadku peku wlasciwego, X5 € X1, Xy wiw., gdy
podprzestrzeri X3 jest podobna do Xy 1 X' C X3 C X”.

(ii) Xy, Xy wyznaczaje wafel wtw., gdy dla kazdego Uy € X istnieje dokladnie
jeden Us € Xy sqgsiedni z Uy, © na odwrot.

(i) Jesli X1, Xy jest nierzutowym pekiem, to X3 € X1, Xo wtw., gdy X1, Xa, X3
spelniajq (x1) i (¥2).

2.3 Rzuty

DEFINICJA 2.7. Niech X7, Xo beda podzbiorami zbioru punktow przestrzeni pe-
kéw PB. Odwzorowanie f: X1 — Xo jest rzutem (uogélnionym rzutem Srodkowym
lub §lizgiem) z X1 na Xy w przestrzeni B, gdy istnieje rzut F' (odpowiednio, uogdl-
niony rzut rodkowy lub §lizg) w kracie £(V) taki, ze f = F|Subg (V). Méwimy, ze
rzut F wyznacza rzut f.

Poniewaz elementy sasiednie o skoniczonej wysokosci w kracie £(V) maja te sama
wysoko$é, wige na mocy 2.5 jesli f jest rzutem w przestrzeni pekéw P wyznaczonym
przez rzut F w kracie £(V), to f~! jest rzutem w P wyznaczonym przez F~!.

Inna wazng cecha tak okreslonego rzutu w przestrzeni pekdéw 3 jest to, ze wszyst-
kie promienie rzutujace sg prostymi przestrzeni B. Zatem w przypadku uogdélnione-
go rzutu $rodkowego F' z odcinka &} na odcinek X5 o érodku Y w kracie £(V'), po
zrelatywizowaniu F' do uniwersum przestrzeni pekéw P otrzymamy rzut z podprze-
strzeni Sub (A1) na Subg(X2) o srodku w Subg()) w PB. Widaé zatem, ze definicja
2.7 jest réwnowazna definicji rzutu w [17].

Nazwe uogolniony rzut Srodkowy uzasadnia fakt, ze o ile Srodkiem w klasycznym
rzucie srodkowym jest ustalony punkt, to tutaj srodek przebiega ustalong podprze-
strzen. Mozna wrecz przyjac, ze rzut $rodkowy z podprzestrzeni X7 na X o érodku
w punkcie C' to uogélniony rzut srodkowy z X; na Xy o §rodku w {C'}, formalnie

Xl

{C I
XQ Xo
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W rozdziale nastepnym, w 3.84 zostanie pokazane, ze uogdlniony rzut srodkowy w 3
jest suma klasycznych rzutéw srodkowych. Dowiedziemy teraz kilka uzytecznych
wlasnosci rzutéw Srodkowych. Piszac C' <1| X rozumiemy, ze punkt C przylega do
zbioru punktéw X, to znaczy, C jest wspotliniowy z kazdym z punktéw zbioru X.

LEMAT 2.8. Niech X = [Z,Y] bedzie niezdegenerowang podprzestrzenig P i C
punktem nie lezgcym w X takim, ze C |> X. Wtedy C' lezy w mocnej podprzestrzeni,
ktora zawiera X oraz albo

(i) X jest gwiazdg i Z =CNY, albo
(ii) X jest ukladem iY =Z + C.

DowOD. Z 1.17 X jest mocna podprzestrzenia. Na podstawie 1.18 albo X jest
gwiazda i Z C CNY C C, albo & jest uktadem iC C C+Z CY. O

Natychmiastowa konsekwencja 2.8 jest

STWIERDZENIE 2.9. Niech X1, Xs bedq podprzestrzeniami odcinkowymi przestrze-
X

niP i f= %)C(l rzutem srodkowym. Wtedy Xy, Xo i C' leZg w mocnej podprzestrzeni
2

IT wPR(V) i f jest rzutem Srodkowym w przestrzeni rzutowej Il (z dokladnoscig do
izomorfizmu,).

Fakt, Zze rzut w przestrzeni pekéw indukowany jest rzutem w kracie pociaga za
sobg wiele konsekwencji. Miedzy innymi dziedzina i obraz rzutu w przestrzeni pekow
sg zawsze podprzestrzeniami odcinkowymi.

STWIERDZENIE 2.10. Jesli f jest rzutem ze zbioru X1 na Xo w przestrzeni pekow
B, to X1, Xo sq¢ podprzestrzeniami odcinkowymi w PB. Ponadto, jesli F' jest rzutem
z odcinka [Z1,Y1] na [Zs,Ys] w kracie £(V'), wyznaczajgcym f, to X; = [Z;, Vil

DowOD. Na mocy definicji 2.7 istnieje rzut F' w kracie £(V') wyznaczajacy f, czyli
taki, ze f = F|Suby(V). Z kolei z definicji rzutu w kracie £(V) mamy

dm(F) = [Z1,V1]  oraz  1g(F) = [Za, Y]
Zatem

X1 = dm(f) = dm(F) N Subg(V) = [Z1, V1],
Xy = rg(f) = dm(f ™) = dm(F ™) N Suby (V) = rg(F) N Subg (V) = [Z2, Yals,
co nalezalo wykazac. O

Jesli F jest rzutem w kracie £(V'), to niezaleznie od tego, czy dziedzina F kroi sie
pusto z uniwersum P, czy tez nie, w $wietle definicji 2.7, odwzorowanie F'|Suby (V)
jest zawsze rzutem w .

TWIERDZENIE 2.11. Kazdy rzut w kracie £(V') wyznacza rzut w przestrzeni pekdéw

.
Kolejna konsekwencja przyjetej definicji rzutu w przestrzeni pekéw jest

STWIERDZENIE 2.12. Obrazem prostej przy rzucie w przestrzeni pekow P jest
prosta w przestrzeni .
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DowOD. Niech f bedzie rzutem i p prosta w ‘B taka, ze p C dm(f). Z 2.7 istnieje
rzut F' w kracie £(V) taki, ze f = F|Suby (V). Poniewaz p jest prosta w £(V) wiec
z uwagi na 1.79 ¢ := F(p) jest prosta w £(V). Zauwazmy, ze

q = F(p) = F(Suby(p)) = Subi(F(p)) = Suby(q),
a wiec q jest prosta w 3, co nalezalo dowiesé. O

Zwazywszy na 2.1 podprzestrzenie odcinkowe przestrzeni pekéw to przestrzenie
pekéw z doktadnoécia do izomorfizmu. Mozemy wiec na podstawie 2.12 twierdzié, ze
rzut z podprzestrzeni odcinkowej X1 na X w przestrzeni pekéw wyznacza kolineacje
pomiedzy przestrzeniami pekéw Py, Po odpowiadajacymi podprzestrzeniom A7, Xs.
Wynik ten pokrywa si¢ z wynikami [17].

Udowodnimy teraz dwa techniczne fakty méwigce o zachowaniu rzutéw krato-
wych na k-odcinkach.

LEMAT 2.13. Niech X; = [Z;,Yi]r (i = 1,2) bedq podprzestrzeniami B. Jesli F
jest rzutem w kracie £(V'), F(X1) = X i podprzestrzen Xy jest niezdegenerowana,
to F(Zl) = Z2 1 F(Yl) = Yg.

DowOD. Z uwagi na 1.78 rzut F' jest izomorfizmem krat. Poniewaz podprzestrzen
X1 jest niezdegenerowana, wiec réwniez jej obraz X, przy F' jest niezdegenerowany.
Zatem z 1.13 mamy Z; = (&; oraz Y; = |J &;. Stad

Zy =% = F(x) = F( &) = F(Zy),
Vo=t =UF@) =F(Jn)=Fm),
co konczy dowdd. O

LEMAT 2.14. Niech Fy, Fy bedg rzutami z odcinka X na odcinek Y w kracie £(V').
Jesli Fi|Subg(X) = Fy|Subg(X) oraz Suby(X) jest niezdegenerowang podprzestrze-
niqg w przestrzeni P, to F1 = F5.

DowOD. Zalézmy, ze X = [Z,Y]. Niech U € X, a wiec Z C U C Y. Mozliwe sa
trzy nastepujace przypadki:

(a) dimU <k, (b) dimU =k, (¢c) k <dimU.

W sytuacji (a) wezmy k-odcinek [U,Y]g. Z zalozenia, ze Suby(X) jest niezdegene-
rowanym k-odcinkiem k < dim Y. Zatem niezdegenerowany jest roéwniez k-odcinek
[U,Y]i. Mozemy wiec zastosowaé 2.13, a zatem z réwnosci

[ (U), (V)] = Fu([U, Y]i) = Fo([U,Y]) = [F2(U), F2(Y)lk

otrzymujemy Fy(U) = F»(U).
W przypadku (b) z zalozenia F;(U) = F»(U), natomiast w przypadku (c) bie-
rzemy k-odcinek [Z, U]y i rozumujemy analogicznie jak w (a). O

7 powyzszego lematu wynika wazna wlasnosé rzutéw w przestrzeniach pekéw.
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STWIERDZENIE 2.15. Jesli f jest rzutem w przestrzeni pekow P takim, ze dm(f)
jest niezdegenerowanq podprzestrzeniq, to istnieje dokladnie jeden rzut F w kracie
L£(V) wyznaczajocy f.

DowOD. Niech f bedzie rzutem z podprzestrzeni odcinkowej X} na Xo w przestrzeni
pekéw P. Przypusémy, ze rzuty Fi, Fo w kracie £(V) wyznaczaja f, to znaczy

Fl}Subk(V) = f = Fg’Subk(V) (2.4)
7 2.10 wynika, ze

dm(Fy) N Subg (V) = &} = dm(F3) N Subg(V), oraz
rg(F1) N Subg (V) = Xy = rg(F3) N Subg (V).

Poniewaz X jest niezdegenerowana podprzestrzenia P z zalozenia, wiec Xo jako
obraz X; przy rzucie F; jest réwniez niezdegenerowang podprzestrzenia 3. Zatem
z 2.3 mamy dm(F;) = dm(F) oraz rg(Fy) = rg(F»). Dlatego tez, z uwagi na (2.4)
mozemy zastosowaé 2.14, skad otrzymujemy F; = Fb. U



Rozdziat 3

Przestrzen jezowa

W rozwazaniach nad geometriami zanurzalnymi w przestrzeni rzutowej z jednej
strony pojawiajg sie struktury o czysto rzutowej naturze, takie jak przestrzenie
pekow, z drugiej mamy przyklady struktur o wlasnosciach charakterystycznych dla
geometrii afinicznych. Wéréd tych ostatnich znajduja sie przestrzenie z dziura (por.
[7], [8]), afiniczne grasmaniany (por. [20]) oraz przestrzenie liniowych uzupelnien
(por. [?], [18], [12, Roz. 8.4]). Przestrzen jezowa przedstawiona w [13] obejmuje
wszystkie trzy wymienione klasy geometrii, ktére sa jej szczegdlnymi przypadkami,
wlaczajac rowniez przestrzen pekéw.

3.1 Krata z ustalonym elementem

Zanim podamy definicje przestrzeni jezowej przedstawimy kilka ogdlnych wtasnosci

prostych w kracie £(V') z ustalonym elementem W. Nie nakladamy zadnych ogra-

niczen na wymiar podprzestrzeni W i dopuszczamy W nieskonczenie wymiarowe.
Dla dowolnego elementu U kraty £(V') okreslamy:

TreU :=UNW, (3.1)
CtrU =U +W.

Wartosé TrcU nazywamy sSladem U, natomiast CtrU kosladem U. Zauwazmy, ze
odwzorowania Trc i Ctr sg szczegdlnymi przesunieciami kratowymi, a mianowicie,
Trc = pw oraz Ctr = jw. Przypomnijmy, ze zachowuja one porzadek w kracie
£(V). Jesli X jest zbiorem elementéw kraty £(V), to

Tre X :={TrceU:U € X}, (3.3)
CtrX :={CtrU:U € X}. (3.4)

LEMAT 3.1. Niech p = |H, B[ bedzie prostg w £(V).
(i) Jesli Trc H = Tre B, to Ctr H < Ctr B i Ctrp jest prostq.

Jesli Ctr H = Ctr B, to Trc H < Trc B @ Trcp jest prostg.

)

(iii) Jesli Trce H < Trc B, to Ctr H = Ctr B.
) Jesli Ctr H < Ctr B, to Trc H = Trc B.
)

Trc H < Tre B wtw., gdy Ctr H < Ctr B.

60
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(vi) Jesli Trc H < Tre B lub Ctr H < Ctr B, to istnieje dokladnie jeden Uy € p
taki, ze dla dowolnego U € p, réznego od Uy, zachodzi

Trc H = TrcU < Trc Uy = Tre B,
CtrH = CtrUp < Ctr U = Ctr B.

(Vii) Jesli Uy, Us € p i Uy 75 Us, to
Trc H = TrcUy N TrcUs  oraz  Ctr B = Ctr Uy + Ctr Us.

DowoOD. (i) Ze wzgledu na 1.51 przesuniecie Ctr|[H, B] jest bijekcja, a wiec zgodnie
z 1.52 przesuniecie to jest izomorfizmem odcinkéw [H, B] i [Ctr H,Ctr B]. Stad
dlugosé odcinka [Ctr H, Ctr B] jest taka jak dtugos$é odcinka [H, B], czyli 2. Ponadto
Ctrp jest prosta.

(ii) Wynika z (i) i prawa dualnosci.

(iii) Z zalozenia istnieje D takie, ze Trc B = Trc H+D, Trc HND = © idim D =
2. Zauwazmy, ze D C B,W ,awiec HNDNW = HN D, skad HND = O. Poniewaz,
H + D C B, wiec z zalozenia o wymiarze D mamy H + D = B. W takim razie

CtH=H+W=H+D+W =B+ W = CtrB.

(iv) Wynika z (iii) i prawa dualnosci.

(v) Zalézmy, ze Trc H < Trc B. Poniewaz dlugo$¢ odcinka [H, B] wynosi 2, wiec
albo Ctr H = Ctr B, albo Ctr H < Ctr B, albo Ctr H < Ctr B. W pierwszym
przypadku z (ii) dostajemy sprzecznos¢ z zalozeniem, natomiast w ostatnim z (iv).
Tak wiec Ctr H < Ctr B. Implikacje przeciwna dowodzi sie analogicznie.

(vi) Zgodnie z (v) mozemy zalozy¢, ze Trc H < Trc B. Wowczas istnieje atom
D taki, ze Trc B = Trc H & D, lub innymi stowy Trce HN'D = 0 i D C TrcB.
Rozwazmy Uy := H + D. Zauwazmy, ze UgN H = O, a wiec Uy € p. Z modularnosci
kraty £(V) mamy

TrcUpy=(H+D)NW =(HNW)+ D = TrcB.

WezZmy dowolne U € p, U # Uy. Z zalozenia oraz faktu, ze Trc H C TrcU C Trc B
mamy TrcU = Trc H lub TrcU = Trc B. Gdy TrcU = Trc B, to D C U, a ponadto
H C U, skad uzyskujemy Uy C U, a wiec Uy = U. W konsekwencji TrcU = Trc H
dla wszystkich U € p roznych od Uy. Zauwazmy teraz, ze

CtrU=H+D+W=H+W =CtrH.

Dla dowolnego U € p takiego, ze U # Uy istnieje atom @ taki, ze U = H @ @, tzn.
HNQ = 0. Zauwazmy, ze H + Q + D = B. Poniewaz D C W, wiec

CtrUy =H+Q+W=H+Q+ D+ W =CtrB,

co konczy rozumowanie.

(vii) Wykazemy, ze Trc H = TrcU; N TrcUs. Jedli Trc H = Tre B to Trc H =
Trc Uy = Trc Us poniewaz Trc H C TrcU; C Tre B. Jeéli Trc H < Trc B, to rownosé
jest prawdziwa zgodnie z (vi). Gdy natomiast Trc H < Trc B, to z (iii) mamy
Ctr H = Ctr B, co z uwagi na 1.52 oznacza, ze Trc|[H, B] jest izomorfizmem krat.
Poniewaz H = U; N Us, wiec z stad nasza réwnosc.

Réwnosé Ctr B = Ctr Uy + Ctr Uy dowodzi sie analogicznie. O
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TWIERDZENIE 3.2. Jesli p = |H, B] jest prostqg w £(V), to zachodzi jeden
z ponizszych warunkow

(i) |Trcp| =1 oraz Ctrp jest prostq.

(ii) Trep, jak i Ctrp sq taricuchami dlugosci 1,

(ili) Trcp jest prostq oraz ‘Ctrp] =1.

DowOD. Dlugo$éé odcinka [H, B] wynosi 2, stad prawdziwy jest jeden z nastepuja-
cych, warunkéw:

(a) TrcH = TrcB, (b) TrcH < TrcB, (¢) TrcH < TrcB.

W przypadku (a) zgodnie z 3.1(1) mamy (i). W przypadku (b) uzyskujemy (ii)
z 3.1(vi). Gdy natomiast zachodzi (c), to tez¢ uzyskujemy z 3.1(iii) i 3.1(ii). O

Powyzsze twierdzenie méwi, ze w kracie £(V) z ustalonym W sa trzy rodzaje
prostych. Zgodnie z warunkami w 3.2 bedziemy je nazywa¢ odpowiednio: a-proste,
afiniczne i w-proste. Mowiac prosta rzutowa mamy na mysli prostg typu « lub
w. Zgodnie z oznaczeniami w 3.1(vi), element Uy prostej afinicznej p nazywamy
niewla$ciwym 1 oznaczamy przez p>°. Zasadno$é¢ takiej terminologii i jej zgodnos$é
z intuicjg wyjasni sie, kiedy w sformutowane zostanie pojecie przestrzeni jezowej
i przedstawione beda jej wlasnosci.

UwacA 3.3. W 3.1 oraz 3.2 operacja $ladu Trc moze by¢ zastgpiona dowolnym
przesunieciem p oraz operacja kosladu Ctr dowolnym przesunigciem .
STWIERDZENIE 3.4. Niech p bedzie prostq w kracie £(V') z ustalonym W.

(i) Jesli p jest a-prostq, to Ctrp jest a-prostq.

(ii) Jesli p jest w-prostq, to Trcp jest w-prostq.
DowoOD. (i) Zgodnie z 3.1(i) Ctrp jest prosta. Niech Uy, U, € p. Zauwazmy, ze
Tre(CtrUy) = (U1 + W)NW =W = (Us + W) NW = Tre(Ctr Us),

stad $lady elementéw prostej Ctrp sa takie same wiec Ctrp jest a-prosta.
(ii) Dualnie do (i). O

Prostej p w kracie £(V') z ustalonym W przyporzadkowujemy

N {p, gdy p jest prosta rzutowa, (3.5)

B p\ {p™}, gdy p jest prosta afiniczna.

Jedli p = |H, B, to uzywamy réwniez oznaczenia p(H, B) = p jesli nie bedzie to
prowadzi¢ do nieporozumien.

Podamy teraz kilka waznych wnioskow wynikajacych z 3.1 i 3.2 dla prostych
o elementach skonczonej wysokosci w kracie £(V'). Bezposrednio z 3.2 wynika, ze

LEMAT 3.5. Jesli U, Us sq sgsiednimi elementami o skoniczonej wysoko$ci w kracie
£(V), to
‘dimTrc Uy — dim Tre Ug‘ <1
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LEMAT 3.6. Jesli p jest prostq o elementach skonczonej wysokosci w £(V), to
istniejg rozne Uy, Us € p takie, Ze dim Trc Uy = dim Trc Us,.

DowOD. Na kazdej prostej w £(V) istnieja co najmniej trzy rézne elementy. Opie-
rajac sie na 3.2, dla kazdego z trzech mozliwych typéw prostej p mozemy wybraé
dwa elementy U;,Us € p takie, ze albo TrcU; = TrcUs;, albo TrcU; ~ TrcUs.
W obu przypadkach dim Trc Uy = dim Trc Us. O

LEMAT 3.7. Jesli Uy, Us sq roznymi elementami o skonczonej wysokoSci lezgcymi
na prostej p w kracie £(V) i dimTrcU; = dimTrcUs =: my, to dimCtrU; =
dim Ctr Us =: d,, oraz albo

(i) prosta p jest rzutowa i dla U € p mamy dim TrcU = m,, i dim Ctr U = d,,,
albo

(ii) prosta p jest afiniczna i istnieje dokladnie jeden element Uy € p taki, ze
dimTrcUy = my + 1 oraz dimCtrUy = d, — 1, a dla pozostalych U € p mamy
dim TrcU = my, 1 dim Ctr U = d,,.

DowOD. Poniewaz dim CtrU = dimU + dim W — dim Trc U oraz wartosci dim U
i dimW sa stale dla wszystkich punktéw U prostej p = Uj,Us, wiec réwnoéé
dim Trc Uy = dim Trc U jest rownowazna dim Ctr U; = dim Ctr Us. Zgodnie z 3.2,
prosta p jest albo rzutowa i zachodzi (i), albo afiniczna i zachodzi (ii). O

Niech G = pX ¢ bedzie pekiem wlasciwym lub waflem odcinkéw w kracie £(V)
z ustalonym W. Odcinek X € G nazywamy osobliwym, gdy p jest prosta afiniczng
i p>® € X lub ¢ jest prosta afiniczng i ¢*° € X.

LEMAT 3.8. Jesli proste p,q sq afiniczne w £(V) i G = pKq jest waflem w £(V),
to p™° C ¢, czyli [p™,q>] € G.

DowOD. Niech p = Zy,Zs, q = Y1,Ys. Zgodnie z 1.38 niech ¢ N Z" =: Z € p.
Zatem
ZNW =q¢*nW nZ"nw.

Stad, poniewaz ¢ N W =Y”" NW z [15, 3.10] i ponadto Z" NW C Y NW, to
ZNW = Z"NW. Ponownie z [15, 3.10] mamy Z" NW = p>*NW. W konsekwencji
ZNW =p*NW, awiec Z = p>* gdyz dla wszystkich U € p jest dim TrcU = m,,
a wylacznie dla p*° mamy dim Trcp™ =m, + 1. O

Zatem, w peku odcinkéw w kracie £(V) z ustalonym W, moze byé¢ najwyzej
jeden element osobliwy, podobnie jak na prostej moze byé najwyzej jeden element
niewladciwy. Podkreslajac te analogie, element osobliwy peku odcinkéw G oznaczaé
bedziemy przez G*°. Ponadto wprowadzamy nastepujace oznaczenie

~ {G, gdy w G nie ma elementu osobliwego, (3.6)

G\ {G*>}, w przeciwnym razie,

Zanotujemy teraz kilka faktéw, uzytecznych podczas rozwazania pekéw odcin-
kéw w kracie z ustalonym elementem.

LEMAT 3.9. Niech X1, Xy beda elementami peku odcinkow w kracie £(V') z usta-
lonym elementem W.
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(i) Jesli Zy # Zy i Ctr Z1 = Ctr Zy, to CtrY; = CtrYs.
(ii) Jesli Y1 # Ys i Tre Yy = TreYs, to Tre Zy = Tre Zs.
DowoD. (i) Zgodnie z 1.38(1), Y; = gy (Z;) = Z;+Y’, wiec z zalozenia, ze Z1+W =
Zy + W mamy
Yi+W=Z1+Y +W=2+Y' + W =Yoo+ W.
(ii) Dualnie do (i). O

Jak sie okazuje element Wy = Z + (W NY) ma specjalne znaczenie dla odcinka
[Z,Y]. Rola jaka pelni wyjasni sie p6zniej, gdy okre$limy pojecie podprzestrze-
ni odcinkowej w przestrzeni jezowej i przedstawimy kryterium na istnieje rzutéw
w przestrzeni jezowej. Teraz podamy kilka podstawowych wtasnosci tego elementu.

LEMAT 3.10. Niech [Z,Y] bedzie odcinkiem kraty £(V') z ustalonym elementem
W i niech Wo =Z+ (WnNY). Jesli U,U1,Us € [Z,Y], to
(i) UnNWo=Z+WnU) oraz U+Wy=U+W)NY,
(ii)) TrcU; = Trc Uy witw., gdy Uy N Wy = Uy N W,
(iii) CtrU; = Ctr Uy wtw., gdy Uy + Wy = Uy + W.
DowoD. (i) Z modularnosci kraty mamy
UnNnWo=UnNZ4+W)NY =(Z4+W)NU=2Z+(WnU),
oraz
U+Wo=U+Z+WnY)=U+WnNY)=U+W)NY.

(ii) Jesli Trc Uy = Trc Us, to z (i) mamy Uy N Wy = Uy N Wy,
Zalézmy teraz, ze Uy N Wy = Us N Wy. Po podstawieniu zgodnie z (i) z modu-
larnosci otrzymujemy

(Z—l-W)ﬂUl:(Z-l-W)ﬁUQ.

Jesli pomnozymy obie strony tego rownania przez W dostaniemy Trc U; = Trc Us.
(ii) Dowdd przebiega dualnie do (ii). O

Dla kazdego odcinka kraty mozna wiec wprowadzi¢ pojecia lokalnego sladu i ko-
$ladu, ktére maja to samo znaczenie co Slad i koslad globalny, w przypadku gdy
rozwazana jest struktura podkraty wyznaczonej przez odcinek.

LEMAT 3.11. Jesli [Z,Y] jest niepustym odcinkiem kraty £(V') z ustalonym W, to
Tre(Z+(WNY))=TrcY i Ctr(Z 4+ (WNY)) =CtrZ.

DowoOD. Niech Wy = Z + (W NY). Zauwazmy, ze Wy, Y € [Z,Y] oraz WyNWy =
Y NWy. Zatem z 3.10(ii) uzyskujemy Trc Wy = Trc Y. Poniewaz Wy+ Wy = Z+ W,
wiec z 3.10(iii) mamy Ctr Wy = Ctr Z. O
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3.2 Okreslenie przestrzeni jezowej

Punktem wyjécia do definicji przestrzeni jezowej jest przestrzen pekéw. Niech zatem
B = Pi(V) bedzie przestrzenia pekéw nad £(V') okreslona w (2.1). Poza ustalonym
elementem W w £(V) ustalamy jeszcze liczbe naturalna m taka, aby

Mumin = max (0, k — codim W) < m < min(k, dim W) =: mpyax, (3.7)

to znaczy, aby parametr m mial sens przy dalszej konstrukcji, w stosunku do usta-
lonych V, W, k. Tak jak w [13] niech

From(W) = {U € Subg(V): dimU NW = m}, (3.8)

oraz

GemW) = {pNFrmW): p € Pr(V) i |pN Frm(W)| > 2}. (3.9)

Geometrie, ktérej punktami sa elementy zbioru Fj.,(W), a prostymi elementy
Gk,m (W) nazywamy przestrzeniq jeZowq i oznaczamy:

A= Akm(W) = (FemW), G (W)). (3.10)

Szczegblnymi przypadkami przestrzeni jezowych sa: przestrzen rzutowa z dziurg
dla k =11lub k = dimV — 1 (por. [14]), przestrzen afiniczna dla k = 1, m = 0
i codimW = 1 lub dualnie ¥ = dimV — 1, m = 0 i dimW = 1, grasmanian
afiniczny dla m = k — 11 codim W = 1, przestrzen liniowych uzupelnien dla m =0
ik =codimW (por. [18]), przestrzen pekéw dla m = myyax.

Moéwimy, ze przestrzen jezowa jest niezdegenerowana, gdy jej zbiér prostych jest
niepusty. Zgodnie z wynikami [13] niezdegenerowane przestrzenie jezowe sa spojny-
mi, czeSciowymi przestrzeniami prostych. Poza przestrzeniami rzutowymi z dziura,
przestrzenie jezowe sa wlasciwymi czeSciowymi przestrzeniami prostych.

Dalej zaktadamy, ze przestrzen 2 jest nietrywialna, to znaczy, ze w 2 istnieje
prosta i punkt poza ta prosta. W celu skrocenia zapisu uzywamy nastepujacych
podstawien

n=dmV, w=dimW, n—w=codimW. (3.11)

Kazdej prostej g z U, przyporzadkowujemy k-pek g, to znaczy prosta z P taka,
ze g = gN Fim(W). Zgodnie z 3.7 dla prostej g € Gim(W) albo g € Fp (W),
albo zbiér 7\ g jest jedno-elementowy. Przypomnijmy, ze element tego zbioru ozna-
czamy przez ¢g°°, proste spelniajace pierwszy warunek nazywamy rzutowyms, na-
tomiast te, spelniajace drugi, afinicznymi. Zbior prostych afinicznych oznaczamy
przez Ay m (W), a-prostych przez Ez‘m(W) 1 w-prostych przez Egm(W). Dokladna
klasyfikacja prostych przestrzeni jezowej przedstawiona jest w tabeli 3.1.

klasa prosta g = P(H, B) N Fp (W) g

Ak)m(W) H e fk—l,m(W)a B e fk—l—l,m-{-l (W) H + (B n W)
Egym(W) He Frp1m(W), B € Frr1m(W) -
7 (W) H e fk717m71 W), B e fk+17m+1(W) —

k,m

(
(

Tabela 3.1: Klasyfikacja prostych w przestrzeni jezowej Ay, (V, W).
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Klasyfikacja ta jest konsekwencja 3.1 i 3.2, ktére w terminach bezwymiarowych —
sasiedniosci i poprzedzania — oddaja klasyfikacje prostych przestrzeni jezowej przed-
stawiona w [13]. Lemat 3.6 méwi, ze dla dowolnej prostej p o elementach skonczonej
wysokosci mozna dobra¢ parametry k,, m,, tak, aby prosta p byla prosta przestrzeni
jezowej przy ustalonym W, a mianowicie Ay, (V,W).

Moéwimy, ze podprzestrzen ‘H przestrzeni 2 jest afiniczna (rzutowa) jesli H za-
wiera wylacznie proste afiniczne (rzutowe). Wérdd podprzestrzeni rzutowych wyrdz-
niamy te, ktore zawieraja wytacznie a-proste. W odniesieniu do tych podprzestrzeni
stosujemy termin podprzestrzenie a-rzutowe. Podobnie definiuje sie podprzestrzenie
w-rzutowe. Méwimy, ze podprzestrzen H jest a-semi-afiniczna (w-semi-afiniczna),
gdy zawiera proste afiniczne i nie zawiera w-prostych (a-prostych), albo jest zde-
generowana. Podprzestrzen przestrzeni jezowej jest semi-afiniczna, gdy jest a-semi-
afiniczna lub w-semi-afiniczna. Zauwazmy, ze podprzestrzen, ktéra jest jednoczesnie
a-semi-afiniczna i w-semi-afiniczna to podprzestrzen afiniczna. Zatem podprzestrze-
nie afiniczne sg semi-afiniczne. Zgodnie z okredleniem podprzestrzen zdegenerowana
jest zarazem semi-afiniczna, afiniczna jak i rzutowa. Szczegdétowa analiza wszystkich
wymienionych typéw podprzestrzeni zostanie przedstawiona w podsekcji 3.3.3.

W przestrzeni jezowej okresla sie relacje rownolegtosci dla prostych afinicznych
w nastepujacy sposob:

g1l g2 wtw., gdy ¢f° = g5°. (3.12)

Jest to typowa definicja dla geometrii rzutowych. Uzyskana relacja réwnolegtosci,
jest réwnoleglodcia czedciowa, w tym sensie, ze nie przez kazdy punkt U mozemy po-
prowadzi¢ prosta rownolegla do danej prostej g. Jesli taka prosta istnieje oznaczamy
ja przez U * g.

W [18] zostala przedstawiona, a w [16] dokladniej zbadana relacja rozszerzonej
réwnoleglo$ci ||¢ w przestrzeni jezowej. Jesli Uy, Us sa punktami pewnej przestrzeni
jezowej A, to piszemy U; ~7 Us, gdy istnieje tamana skladajaca sie z prostych
afinicznych tej przestrzeni 2, laczaca punkty Uy, Us. Zgodnie z [13] horyzontem
przestrzeni jezowej Ay ., (V, W) jest réwniez przestrzen jezowa

H(Ahm(V, W)) - Ak,m+1(v7 W)

oile tylko m+1 < mmpax. Ma zatem sens nastepujaca definicja: jedli g1, go sa prostymi
afinicznymi w 2, to
91 lle g2 wtw., gdy g7° =" g5°. (3.13)

Nazwe relacji ||, usprawiedliwia fakt, ze || C ||y. Przestrzen jezowa 2 wraz z re-
lacja ||o spelnia afiniczny warunek Veblena, twierdzenie o uzupelnianiu do réwnole-
glego trojkata oraz (duze) twierdzenia Desarguesa (por. [16]).

Zgodnie z wynikami [13, 19] przestrzenie jezowe spelniaja afiniczny warunek
Veblena, zaréwno wzgledem || jak i ||, oraz aksjomat Shulta (por. [5]). Prawdziwe
sa w tej geometrii réwniez: konfiguracyjny wariant twierdzenia o uzupelnianiu do
réwnolegloboku, twierdzenie o uzupelnianiu do tréjkata réwnoleglego oraz (duze)
twierdzenie Desarguesa.

3.3 Podprzestrzenie odcinkowe

Wazna klasa podprzestrzeni przestrzeni jezowej sa podprzestrzenie odcinkowe tzn.,
zbiory postaci [Z, Y |NFy, (W), gdzie [Z, Y] jest odcinkiem kraty £(V). Zauwazmy,
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ze kazdy zbiér takiej postaci jest podprzestrzenia przestrzeni . Jest to konsekwen-
cja 3.7 oraz faktu, ze odcinki kraty £(V') sa wypukle (por. 1.15). Jesli nie powoduje
to niejasnosci piszemy krétko [Z, Y]z dla oznaczenia podprzestrzeni odcinkowej w 2
o wierzchotku Z i podstawie Y. Méwimy, ze odcinek [Z,Y] kraty £(V) wyznacza
odcinek [Z,Y]r w przestrzeni jezowej 2.

FakT 3.12. (Prazmowski [15]) Podprzestrzen odcinkowa [Z,Y ], N Fim(W) jest
izomorficzna z przestrzeniq jezZowq Ag_dim zm—dim e z(Y/Z,(Z + (Y N"W))/2).

Naturalnym pytaniem jakie moze sie w tym miejscu nasuwaé jest to, czy typ
prostej zalezy, czy tez nie, od tego w jakiej podprzestrzeni przestrzeni jezowej ja
rozwazamy. Niech X = [Z,Y]r bedzie podprzestrzenia odcinkowa w 2. Zgodnie
z 3.12 niesie ona strukture przestrzeni jezowej

Ao := A—zm—m.(Y/Z,(Z + (Y "W))/Z),
gdzie z = dim Z i m, = dim Trc Z. Izomorfizm dany jest przeksztalceniem
n: X23Uw U/Z € Suby_,(Y/Z).

Przyjmijmy oznaczenie Wy := Z + (W NY'). Przestrzen jezowa 2y mozna traktowaé
jako przestrzen okreslona w kracie £(Y/Z) z ustalonym Wy /Z. Wéwczas $lad punktu
U/Z w tej przestrzeni ma postaé

Treg, (U/Z) =U/ZNWyo/Z = (UNWy)/Z,
podczas, gdy Slad punktu U w przestrzeni 2 to
TreqU =UNW.
Z uwagi na 3.10(ii) prawdziwa jest réwnowaznosé
Treg Uy = TregUs  wiw., gdy  Treg, (U1/Z) = Treg, (Us/Z).
Korzystajac z prawa dualnoéci uzyskamy analogiczna réwnowaznosé dla kosladow
Ctroq Uy = CtrgUs  wtw., gdy Ctry, (U1 /Z) = Ctry, (U2/Z).

W rezultacie typ prostej nie zalezy od tego w jakiej podprzestrzeni odcinkowej
przestrzeni jezowej te prosta rozpatrujemy (por. 3.2).

Podkreslmy szczegdlne znaczenie elementu Wy w odcinku [Z,Y]. Otéz zgodnie
z 3.10(i) dla U € [Z,Y] mamy

dmUNW =m wtw., gdy dimUNWy=z4+m—m,,

a wiec

(Z,Y]r={U €[Z,Y]y: dmUNWy =z +m —m,},

co oznacza, ze Wy pelni taka sama role w odcinku [Z, Y] przy rozwazaniu przestrzeni
jezowej g jak W w kracie £(V) przy rozwazaniu przestrzeni jezowej 2.

Zajmujemy sie wylacznie nietrywialnymi przestrzeniami jezowymi, lecz do ana-
lizy podprzestrzeni odcinkowych w 2l potrzebujemy zestawy parametréw, przy kté-
rych przestrzen jezowa degeneruje sie do punktu lub prostej. Zostaly one zebrane
w tabeli 3.2 (por. [19]).
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punkt prosta afiniczna a-prosta w-prosta

k=0lubk=n

Orm:k:w 7’L=2,k=1=w,m=0 m:w:k—l:n_2 k:l:m’w:2

Tabela 3.2: Trywialne przestrzenie jezowe.

3.3.1 Mocne podprzestrzenie

Wazng podklasa podprzestrzeni odcinkowych sg mocne podprzestrzenie. Podobnie
jak w przypadku przestrzeni pekéw, w przestrzeni jezowej sa dwa typy mocnych
podprzestrzeni, a mianowicie gwiazdy i ukltady.

FAkT 3.13. (Prazmowski [13]) Niech H bedzie mocng podprzestrzenig w 2L i niech
H=J{g: g€ Grm(W), g < H}.
Zbiér H jest mocng podprzestrzeniq B i H = H N Frm(W).

Wisréd gwiazd w przestrzeni 2 rozrézniamy a-gwiazdy i w-gwiazdy oraz podob-
nie dla uktadéw: a-uktady i w-uktady. Poniewaz kazda mocna podprzestrzen 3 jest,
z doktadnoscia do izomorfizmu, przestrzenia rzutowsa, to kazda mocna podprzestrzen
2 jest przestrzenia rzutowa P z dziura, tzn. usunieta podprzestrzenia D (por. [13]).
W tabeli 3.3 przedstawiono klasyfikacje maksymalnych gwiazd i uktadow.

klasa reprezentant dim P dim D
S,‘;im(W) [HAH+Wli: HéE€ Fr—1m—aa (W) dimW —m -1
Sﬁm(W) [H,V]r: H € Fr—1m(W) dmV -k dimW —-—m -1
T (W) [BNAW,Blg: B € Fry1,m(W) k—m -1
Zcojm(W) [67 B]]: B e fk-l—l,m-l—l (W) k k—m-—1

Tabela 3.3: Klasyfikacja maksymalnych gwiazd i uktadéw w Ay, ,,(V, W).

To, ze sa cztery rodzaje gwiazd i ukladéw w przestrzeni 2 nie oznacza, ze za-
wsze istnieja odpowiednie podprzestrzenie. W tabeli 3.4 zebrano wszystkie mozliwe
degeneracje jakim moga ulega¢ maksymalne gwiazdy i uktady.



RozDzIAL 3. PRZESTRZEN JEZOWA 69

elementy sa

klasa klasa pusta punktami prostymi:  afinicznymi  rzutowymi
St (W) m =0 m=w m=w-—1 nigdy zZawsze
Si (W) m=k k=mn k=n—-1 m=w-1 m=w
T2 (W) k—m=n—w m=k m=k—1 nigdy Zawsze
T (W) m=uw k=0 k=1 m=0 m=1

Tabela 3.4: Degeneracje maksymalnych gwiazd i uktadéw w Ay, (V, W).

W przestrzeni jezowej kazda prosta mozna jednoznacznie rozszerzyé¢ do maksy-
malnej gwiazdy i uktadu. Maksymalne a-gwiazdy S,?m(W) i maksymalne a-uktady
’Z}f‘m(W) sa rozszerzeniami a-prostych, natomiast maksymalne w-gwiazdy Si;,,,(W)
i maksymalne w-uklady ’Z};’m(W) sg rozszerzeniami w-prostych. Proste afiniczne
rozszerzaja sie do a-gwiazd i w-ukladow. Proste sa szczegdlnymi mocnymi pod-
przestrzeniami i sa jednocze$nie gwiazdami i uktadami. W pewnych przestrzeniach
jezowych proste moga by¢ maksymalnymi gwiazdami lub uktadami.

Jak widaé¢ z powyzszych rozwazan, a-gwiazdy sa podprzestrzeniami a-semi-
afinicznymi, w-gwiazdy sa podprzestrzeniami w-rzutowymi, a-uktady to podprze-
strzenie a-rzutowe i w-uktady to podprzestrzenie w-semi-afiniczne.

Na podstawie tabeli 3.1 mozemy podaé¢ warunki na to, kiedy nie ma prostych
danego typu, natomiast na podstawie tabeli 3.4, kiedy proste danego typu sa mak-
symalnymi gwiazdami lub ukladami.

klasa klasa pusta maks. gwiazdy maks. uktady
Ap.m (W) m=klubm=w k=n—-1m=w-1 k=1,m=0
fmW) m=klubk-m=n-w k=n—1m=w m=k—1
L3 (W) m=0Ilubm=w m=w-—1 k=1=m

Tabela 3.5: Degeneracje prostych i ich rozszerzen do maksymalnych gwiazd i ukta-
dow w Ay, (V,W).

W mocnej podprzestrzeni ‘H przez kazdy punkt istnieje prosta réwnolegta do
danej prostej afinicznej zawartej w H (por. [15]). Jest to konsekwencja faktu, ze w H
kazde dwa punkty sa wspoétliniowe, w szczegdlnosci punkty wtasciwe i niewlasciwe
przestrzeni 2.

3.3.2 Horyzont podprzestrzeni odcinkowej

Badajac strukture przestrzeni jezowych czesto odwotujemy sie do zbioru kierunkow,
inaczej méwiac do zbioru punktéw niewtasciwych, albo horyzontu. Dla dowolnego
zbioru punktéow X w przestrzeni 2 przyporzadkowujemy zbior

X>®={g>: g€ Agm(W), gC X} (3.14)
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punktéw niewlasciwych lezacych na prostych afinicznych zawartych w zbiorze X.
Udowodnimy teraz kilka podstawowych wlasnosci zdefiniowanego horyzontu pod-
przestrzeni w przestrzeni jezowej.

LEMAT 3.14. Podprzestrzenn X przestrzeni U jest rzutowa wtw., gdy X = ().

DowOD. =: Zalézmy, ze X jest podprzestrzenia rzutowa w 2. Zgodnie z definicja
przestrzeni rzutowej, kazda prosta g C X jest rzutowa. Zatem X° = ().

< : Jedli podprzestrzen X jest zdegenerowana, tzn. nie zawiera zadnej prostej,
to zgodnie z okresleniem X jest rzutowa. Przypusémy wiec, ze X nie jest zdegenero-
wana. Wezmy dowolng prosta g przestrzeni 2, taks ze ¢ C X. Gdyby ¢ byta prosta
afiniczng, to ¢ € X, co przeczy zalozeniu, ze X*° = (). Zatem g jest rzutowa
i dowdd jest zakonczony. O

LEMAT 3.15. Jesli X = [Z,Y|NFj (W) jest niepustq podprzestrzeniq przestrzeni
jezowej A, to X*° = [Z,Y] N Fiymi1(W).

DowOD. C: Niech U € X*. Zatem z (3.14) istnieje prosta afiniczna g C X taka,
ze ¢*° = U. Stad, zgodnie z 3.7 dimTrcU = m + 1. Jednocze$nie z 1.15 mamy
g C[Z,Y], awiec U € [Z,Y]. Ostatecznie U € [Z,Y] N Fim+1(W).

O: Teraz niech U € [Z,Y] i U € Fj i1 (W). Musimy wskaza¢ prosta afiniczng
g taka, ze g C X iU = g*™.

Podprzestrzen X jest niepusta mozemy zatem wziaé¢ punkt Uy € X'. Poniewaz
U € Frpm(W), wiec U # Uy. Ponadto Z C U,Uy C Y skad

dmZ <dimUNUy<k—1 oraz k+1<dimU + Uy < dimY. (3.15)

Zauwazmy roéwniez, ze
dim Trc Z < dim Trc Uy = m.

Istnieje zatem jednowymiarowa podprzestrzen D C W taka, ze Z N D = O oraz
Z + D C U. Podprzestrzen U ma postaé

U=ZoDoQ,

gdzie dimQ = k —dim Z — 1. Wezmy H = Z & ). Zauwazmy, ze dim H =k — 1
oraz

H+W=Z+4+Q+W=2Z4+Q+D+W=U+W.

Stad
dimTrcH =k —1+dimW — (k+dimW —m — 1) = m.

Podprzestrzen Xy := [H,Y] N Fym (W), zgodnie z tabela 3.3 jest a-gwiazda w 2
natomiast z tabeli 3.4 oraz faktu, ze m + 1 = dimTrcU < k, gwiazda X jest
niepusta. Wezmy wiec Uy € Xy. Zauwazmy, ze U ~ Uy, gdyz H jest ich wspolnym
poprzednikiem. Z uwagi na 3.2 oraz prosta p = U, Uy jest afiniczna w kracie £(V),
a wiec g := p\ {U} jest prosta afinicznag w 2. Z 1.15 mamy g C [Z,Y], co konhczy
dowdd. O

Jak juz zostalo wczeéniej powiedziane horyzont H(2A) przestrzeni jezowej jest
przestrzenia jezowa. Z powyzszego lematu wynika, ze horyzont podprzestrzeni od-
cinkowej w 2 jest podprzestrzenia odcinkowa na horyzoncie H(2l).
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Niech X,Y beda podprzestrzeniami przestrzeni jezowej zawierajacymi proste
afiniczne. Méwimy, ze podprzestrzen X jest réwnolegta do podprzestrzeni Y w sensie
relacji || (lub [|), wtw., gdy dla kazdej prostej afinicznej g zawartej w X istnieje
prosta afiniczna h w Y taka, ze g || h (lub odpowiednio g ||y k) i na odwrét. Relacja
rownoleglosci jest wiec zawsze symetryczna.

LEMAT 3.16. Jesli Xy, Xs sq podprzestrzeniami zawierajgcymsi proste afiniczne
w przestrzeni A, to
X || Xa wtw., gdy  X7° = X5,

DowOD. =-: Niech U € A7°. Z (3.14) istnieje prosta prosta afiniczna g C &) taka,
ze U = ¢{°. Z zalozenia, ze X; || Ay istnieje prosta afiniczna go C X taka, ze
g1 || g2. Z okreslenia (3.12) relacji || dla prostych mamy U = ¢9° = ¢5°, zatem
zgodnie z (3.14) U € X3°. W konsekwencji A7T° C X5°.

Analogicznie wykaza¢ mozna inkluzje odwrotnag X5° C AT°.

<: Niech g; bedzie prosta afiniczna taka, ze g1 C AX;. Poniewaz z zalozenia
g7 € Xs°, wiec z (3.14) istnieje prosta afiniczna go C Ay taka, ze ¢g5° = ¢°.
Z (3.12) otrzymujemy ¢; || g2 i podprzestrzen X; jest réwnolegla do X5 wzgledem

I
Analogicznie mozna wykazaé, ze podprzestrzen Xs jest réwnolegla do Xy wzgle-
dem ||. O

3.3.3 Klasyfikacja podprzestrzeni odcinkowych

Klasyfikacje podprzestrzeni odcinkowych przestrzeni jezowej 2 rozpoczynamy od
analizy plaszczyzn. Przypomnijmy, ze plaszczyzny w przestrzeni jezowej to naj-
mniejsze, nietrywialne mocne podprzestrzenie.

Niech II = [H,Y]; bedzie plaszczyzna typu gwiazda w przestrzeni pekéw .
Wéwezas dimH = k — 11 dimY = k + 2. Rozwazmy IIx = II N F,, (W). Z 3.12
I1£ jest, z dokladnoscia do izomorfizmu, przestrzenia jezowa Ay, (Vir, W), gdzie
mp € {0,1}, dim Vg = 3 oraz dimWp € {0,1,2,3}. Przypusémy, ze mg = 0
i dim Wi = 0. Wtedy z 3.12 wylicza sie, ze H € Fr_1,;m(W) 1Y € Frpom(W),
wiec zgodnie z tabela 3.3 plaszczyzna Il r jest a-gwiazda. Z drugiej strony IIr jest
plaszczyzna rzutowa, gdyz liniowy wymiar usunietej przestrzeni jest 0.

Teraz niech my = 0 oraz dim W = 1. Podobnie jak wczesniej oblicza sie, ze
He Fro1mW)1iY € Frroms1(W). Tak jak wyzej Il jest a-gwiazda. Z drugiej
strony Ilr jest plaszczyzna rzutows z usunietym punktem, czyli ptaszczyzna semi-
afiniczna.

Postepujac analogicznie, jesli uwzglednimy zestawy parametréw dla ktérych 11
degeneruje sie do zbioru pustego, punktu lub prostej, zebranych w tabeli 3.2, do-
staniemy tabele 3.6.
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klasa reprezentant typ horyzont
mﬂsam [H,Y)r: HE Fr1m1(W),Y € Frromiz(W) rzutowa  pusty
(W) [HY)r: H € Fre1m(W),Y € Fryom(W) rzutowa pusty
swwam [H,Y)r: HE Fr1m(W),Y € Frsomir(W) semi-af. punkt

APy SW) [H,Y)r: HE Fr1.m(W),Y € Frromra(W) afiniczna  w-prosta
IﬂTam [Z,Blr: Z € Fi_om(W),B € Frp1m(W) rzutowa  pusty
(W) [Z,Blr: Z € Fr—am—2W),B € Frp1m+1(W)  rzutowa pusty
(W) [Z,Blr: Z € Fr—am—-1(W),B € Frp1m+1(W)  semi-af. punkt

AP:;(W) [Z,Blr: Z € Fy—a,m(W),B € Frq1,m+1(W) afiniczna  a-prosta

Tabela 3.6: Klasyfikacja plaszczyzn w przestrzeni jezowej Ay ,,,(V, W).

Dalsze rozwazania wymagaja dodatkowego zalozenia, ze wymiar przestrzeni V
jest skonczony. Niech X = [Z,Y]r bedzie niepusta podprzestrzenia odcinkowa w 2.
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

z =dim Z, y=dimY, (3.16)
m, =dimTrcZ, d, =dimCtrZ, my,=dimTrcY, d, =dimCtrY, (3.17)
kh=k—2z, mop=m-—m,, nog=y—2z, wWy=my—m; (3.18)

oraz Wy = Z 4+ TrcY, wowcezas, zgodnie z 3.12 podprzestrzen X jest izomorficzna
z przestrzenig jezowa Ao = Apymo(Y/Z, Wo/Z). Zauwazmy, ze dimY/Z = ng oraz
dim Wy/Z = wy. Dla skrécenia zapisu przyjmujemy

d=k+w-—m. (3.19)

Jesli U jest punktem przestrzeni 2, to d = dim Ctr U.
Zauwazmy, ze zachodza nastepujace zwiazki:

d,—z=w—-m,, z—m,=d,—w, dy—y =w—my, Yy—my=d,—w. (3.20)

Przestrzen 2y nie jest totalnie zdegenerowana, gdy spelnione sa dwa nastepujace

warunki:
< k‘o < no, (321)

aby przestrzen pekéw Py = Py, (Y/Z), nad ktéra 2y jest okreslona, nie byta zdege-
nerowana, oraz
max (0, ko — ng + wp) < mo < min(kg, wo), (3.22)

gdyz uniwersum 2y musi by¢ niepuste, czyli 2y musi spelnia¢ odpowiednik (3.7).
Zgodnie z (3.18) warunek (3.21) jest réwnowazny z

2 < k <y,

czyli odpowiada zalozeniu o niepustosci [Z,Y]. Jesli uwzglednimy (3.18), to z (3.22)
otrzymamy
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i po podstawieniu (3.20) oraz (3.19)

s Ty (3.23)
d < d.

NN

Na podstawie tabeli 3.2 przestrzen 2 jest jedno-punktowa gdy
ko=0, lub ky=mng, lub mg=ky= wyp.
Z (3.18) mamy odpowiednio
z=k, lub k=y, lub m=myid=d.. (3.24)
Zatem przestrzen jezowa 2y nie jest punktem wtw., gdy
z<k<y, oraz m<my, lub d,<d. (3.25)

Podprzestrzen X jest niezdegenerowana, gdy zachodzi (3.23) i (3.25).

Na podstawie tabeli 3.5 mozemy okresli¢ kiedy w przestrzeni 2y nie ma prostych
afinicznych, a mianowicie gdy mg = ko lub my = wy. Zgodnie z (3.18) oraz (3.20)
pierwszy warunek réwnowazny jest z d = d., natomiast drugi z m = m,. Mamy za-
tem charakteryzacje rzutowych podprzestrzeni odcinkowych. Aby taki rzutowy od-
cinek byl dodatkowo niezdegenerowany, musi by¢ spelnione (3.25). Zgodnie z (3.20),
bezposrednim wnioskiem jaki mozemy stad wyciagnaé jest

STWIERDZENIE 3.17. Podprzestrzen odcinkowa X = [Z,Y | przestrzeni A jest
rzutowa wtw., gdy m = my lub d = d,. Podprzestrzen X jest rzutowa i niezdegene-
rowana witw., gdy

{mz<m:my, b {mz<m<my, (3.26)

d, < d < dy, d, = d < d,

Gdy spelniony jest pierwszy uktad nieréwnoéci w powyzszym twierdzeniu, to dla
dowolnego punktu U € X mamy TrcU = TrcY, gdyz dim TrcU = m = dim Trc Y.
Oznacza to, ze wszystkie proste przestrzeni 2 zawarte w X sa a-rzutowe (por. tab.
3.1). Uzasadnione jest zatem nazywanie X podprzestrzeniq odcinkowq a-rzutowg,
lub krétko a-odcinkiem.

Gdy natomiast spelniony jest drugi uktad nieréwnoéci, to dla dowolnego punktu
U € X mamy CtrU = CtrZ, bo dimCtrU = d = dimCtrY. W tym wypadku
wszystkie proste przestrzeni 2 zawarte w X sa w-rzutowe. Konsekwentnie, w odnie-
sieniu do X stosujemy termin podprzestrzen odcinkowa w-rzutowa lub w-odcinek.

Przestrzen 20y nie zawiera a-prostych, gdy mg = kg lub kg — mg = ng — wo,
co razem z (3.18) i (3.20) daje odpowiednio d = d, lub d = d,. Na szczegdlng
uwage zastuguja podprzestrzenie odcinkowe X', dla ktorych spetniony jest waru-
nek d, < d = d,. Zauwazmy, ze takie podprzestrzenie nie zawieraja a-prostych
iz 3.17 nie moga zawiera¢ wylacznie w-prostych, wiec jesli nie sa zdegenerowane, to
muszg zawieraé proste afiniczne. Uwzgledniajac warunki (3.23) i (3.25), na to aby
podprzestrzen X nie byla zdegenerowana, otrzymujemy
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STWIERDZENIE 3.18. Jesli podprzestrzenn X = [Z,Y|r przestrzeni 2 nie jest
zdegenerowana, to jest ona podprzestrzeniq w-semi-afiniczng wtw., gdy d, < d = d,.
Podprzestrzen X jest w-semi-afiniczna i niezdegenerowana wtw., gdy

{mz<m<my, (3.27)

d, < d =d,.

W przestrzeni 2y nie ma w-prostych, gdy mg = 0 lub mg = wy, co rownowaznie
odpowiada m = m_. lub m = m,. Zatem podprzestrzen odcinkowa X spelniajaca
m, = m < m, nie zawiera w-prostych i z 3.17 nie moze zawiera¢ wylacznie a-
prostych. Jesli wiec X nie jest zdegenerowana, to zawiera proste afiniczne i moze
zawieraC a-proste. W ten sposéb uzyskujemy opis podprzestrzeni a-semi-afinicznych
w przestrzeni 2.

STWIERDZENIE 3.19. Jesli podprzestrzen X = [Z,Y | F przestrzeni A nie jest zde-
generowana, to jest ona podprzestrzeniq a-semi-afiniczng wtw., gdy m, = m < m,,.
Podprzestrzen X jest a-semi-afiniczna i niezdegenerowana wtw., gdy

{mzzm<my, (3.28)

d. < d < dy

Biorac pod uwage 3.19 i 3.18 otrzymujemy charakteryzacje afinicznych podprze-
strzeni odcinkowych.

STWIERDZENIE 3.20. Jesli podprzestrzen X = [Z,Y]r przestrzeni 2 nie jest
zdegenerowana, to jest ona podprzestrzeniq afiniczng wtw., gdy m = m, 1 d = d,.
Podprzestrzen X jest afiniczna i niezdegenerowana wtw., gdy

{mzzm<my, (3.29)

d, < d =d,.

Tutaj, dla dowolnego punktu U € X mamy jednocze$nie TrcU = Trc Z i Ctr U =
CtrY. Zauwazmy, ze mo = 0 z (3.18) oraz ko = ng — wy, zatem 2y jest przestrzenia
jezowa liniowych uzupelnien, ktéra nie zawiera prostych rzutowych, co potwierdza
nasz wynik (por. [18]).

Uzyskane w 3.17 i 3.20 wyniki pokrywaja sie z wezesniejszymi dla prostych (por.
tab. 3.1) oraz maksymalnych gwiazd i ukladéw (por. tab. 3.3).

3.3.4 Odcinki wyznaczajace

Sposréd wszystkich podprzestrzeni odcinkowych wyjatkowa wlasnosé przyshuguje
podprzestrzeniom rzutowym.

STWIERDZENIE 3.21. Niech X = [Z,Y]r # 0. Odcinek X jest a-rzutowy (w-
rzutowy) w A wtw., gdy X =[Z+ (W NY), Y], (X=[Z2,Z+(WNY)).

DOWOD. = : Zalézmy, ze X jest a-odcinkiem w i X = [Z 4+ (W NY),Y],.
Niech U € X, ezyli Z CU CY i U € Fgpn(W) Z 3.17 mamy TreY = TreU,
awiecYNW CU. Zatem Z+ (WNY)CUCY imamy X C X.
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Teraz niech U € X, czyli Z+ (W NY) CU CY oraz U € Suby(V). Zauwaz-
my, ze Z C U CY, a takze Tre(Z+ (W NY)) C TrcU C TrcY. Z 3.11 mamy
Tre(Z+ (W NY)) = TrcY. W rezultacie TrcU = TrcY i z 3.17 otrzymujemy, ze
U € Frm(W). Ostatecznie U € X, a tym samym X C X.

<: Z réwnosci X = [Z + (W NY), Y], bezposrednio wynika, ze

X =[Z+(WNY),Y]NFm(W). (3.30)

Poniewaz X # (), wiec istnieje punkt U w A taki, ze Z+ (W NY) CU CY, a stad
razem z 3.11 mamy Tre(Z + (W NY)) = TrcU = TrcY. Tak wiec podprzestrzen
z prawej strony réwnosci (3.30) spelnia pierwszy uktad nieréwnosci w 3.17, czyli X
jest a-odcinkiem. O

Powyzszy lemat méwi, ze kazda rzutows podprzestrzen odcinkowa w 21 moz-
na przedstawi¢ jako k-odcinek, czyli podprzestrzen odcinkowa w ‘3, analogicznie
jak kazda prosta rzutowa w 2 jest k-pekiem, czyli prosta 3. Mozemy teraz podaé
charakteryzacje analogiczna do 3.17 dla szczegdlnych k-odcinkéw zawartych w uni-
wersum 2.

STWIERDZENIE 3.22. Niech X = [Z,Y]y bedzie k-odcinkiem kraty £(V). Odci-
nek X jest zawarty w uniwersum Fi (W) przestrzeni A i jest niezdegenerowang
podprzestrzeniq rzutowq w A witw., gdy

{mzzm:my7 lub {mz<m<my, (331)

d, < d < dy, d, = d = dy.
Gdy spetniony jest pierwszy uklad, to X jest a-odcinkiem, jesli drugi, w-odcinkiem.
DowOD. Bezposredni wniosek z 3.17, 3.11 oraz 3.21. U

Poniewaz moze by¢ kilka odcinkéw kraty £(V) wyznaczajacych jedna i te sama
podprzestrzen odcinkowsa w przestrzeni jezowej 2, specjalne znaczenie nadajemy
najmniejszemu z nich.

DEFINICJA 3.23. Niech X bedzie podprzestrzenia odcinkowa przestrzeni jezowej
A. Przez X rozumiemy najmniejszy odcinek kraty £(V') wyznaczajgcy podprzestrzen
X, to znaczy, najmniejszy sposrdéd wszystkich odcinkéw [Z, Y] spelniajacych réw-
nos¢ X = [Z,Y] N Fim(W).

7 powyzszej definicji, jesli X' jest podprzestrzenia odcinkowa, to:
X = XN Frm(W), (3.32)

Pojecie najmniejszego odcinka wyznaczajacego podprzestrzen odcinkowa, odegra
kluczows role w rozwazaniach na temat pekdéw podprzestrzeni odcinkowych oraz
rzutéw miedzy podprzestrzeniami odcinkowymi.

LEMAT 3.24. Niech X; = [Z;,Y;|F, i = 1,2 bedg niezdegenerowanymi podprzestrze-
niami w przestrzeni 2.

(i) Jesli Xy, Xy nie sq podprzestrzeniami w-rzutowymi i X1 C X, to Y1 C Ys.

(ii) Jesli Xy, Xy nie sq podprzestrzeniami a-rzutowymi i X1 C X, to Z1 C Zs.
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DowOD. (i) Zgodnie z 3.17 mozemy zalozyé, ze d # d,. Poniewaz Xj, Xy sa nie-
zdegenerowane, co znaczy, ze d, < d z (3.23), wiec mozemy zalozy¢, ze d, < d. Po
podstawieniu zgodnie z (3.17) i (3.19) mamy

r:=z4+m-—m, <k.
WeZzmy dowolny punkt U € X). Zauwazmy, ze Z1 + (W NU) C U oraz
dim(Z,+ (WNU))=z+m—m, =r.
Rozwazmy baze U
U={(e1,€2,...,6r,€r11,Er42,...,€k),

powstala przez rozszerzenie bazy {ei, e, ..., €.} podprzestrzeni Z; + (W NU) do
bazy podprzestrzeni U.

Niech x € Y;. Wykazemy, ze x € Ys. Jesli x € U, to z zatlozonej inkluzji X} C A,
mamy U € Xy, czyli U C Ys, a wiec x € Ys. Jesli natomiast x & U, to rozwazmy

UO = <617627 LR 76T76T+176T+27 LR 7ek—17"1;>’
Zauwazmy, ze:
(a) Z1 + (W N U) C Uy, (b) dim Uy = k, (C) U ~ Uy.

Bezposrednio z (a) mamy Z; C Uy C Y; oraz TrcU C Tre Uy. Konsekwencja ostat-
niej inkluzji, (c) oraz 3.2 jest fakt, ze albo TrcU ~ Trc Uy, albo TrcU < TrcUy.
W pierwszym przypadku dimTrcUy = m. Stad Uy € Fim(W), a wiec Uy € A).
Stad Uy € Xy i w rezultacie x € Y. W przypadku, gdy TrcU < TrcUp, to
dimTrcUy = m + 1. Zatem z 3.15 Uy € X7°. Zatem, zgodnie z (3.14) istnieje
prosta afiniczna g lezaca w X taka, ze Uy = ¢g°°. Poniewaz X} C X», wiec g C Ao,
a co za tym idzie Uy € X5°. Ponownie korzystajac z 3.15 widzimy, ze Uy € [Za, Y2,
a zatem Uy C Y i stad x € Ys.

7 dowolnosci wyboru x prawdziwa jest inkluzja Y7 C Y5.

(ii) Wynika z (i) i prawa dualnosci. O

7 udowodnionego lematu wynika, ze jedli Xj, Xy sa niezdegenerowanymi, nie-
rzutowymi podprzestrzeniami odcinkowymi i X7 = Xs, to wyznaczajace je odcinki
kraty £(V') sa réwne, tzn. Z; = Z i Y1 = Yo, przy oznaczeniach 3.24.

STWIERDZENIE 3.25. Jesli X = [Z,Y]r jest niezdegenerowang podprzestrzeniq
przestrzeni A, to

[Z+(WNY),Y], gdy X jest a-odcinkiem w A,
X=X1[2,Z+(WnNY)], gdyX jest w-odcinkiem w A,
[Z,Y], w pozostatych przypadkach.

DowOD. Zatézmy, ze X jest a-odcinkiem w . Wowczas z 3.21 wynika, ze X =
[Z+ (W NY),Y]g. Z definicji 3.23 mamy X C [Z+ (W NY),Y] oraz

XN Fem(W)=X =[Z+(WNY),Y],
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a wiec [Z+(WNY),Y], C X. Z1.13 uzyskujemy Z+ (WNY),Y € X, a poniewaz
X jest zbiorem wypuklym w kracie £(V), to [Z + (W NY),Y] C X. Wykazaliémy
w ten sposéb réwnosé X = [Z + (W NY),Y].
Dla odcinka w-rzutowego rozumowanie jest analogiczne.
Do rozpatrzenia pozostal przypadek, gdy podprzestrzen X nie jest rzutowa.
Z (3.32) mamy
XN Fem(W) =X =[Z,Y] 0 Frn(W).

Zatem z 3.24 otrzymujemy réwnosé X = [Z,Y]. O

3.4 Peki podprzestrzeni odcinkowych

Rozwazania w tej sekcji prowadzimy przy zalozeniu, ze przestrzen wektorowa V jest
skonczonego wymiaru.

Kazdemu pekowi G = pXg w kracie £(V') z ustalonym W przypisujemy typ ¢\n,
w ten sposéb, ze jesli p jest singletonem, to w miejscu ¢ piszemy pt, jesli natomiast
p jest prosta, to za ( wstawiamy jej typ, to znaczy af dla prostej afinicznej, a dla
a-prostej i w dla w-prostej; w miejscu 1 wpisujemy typ ¢ okreslony w analogiczny
sposo6b jak dla p.

Wprost z 3.9 oraz 3.2 wynika

STWIERDZENIE 3.26. W kracie £(V) z ustalonym W nie istniejqg peki odcinkéw
typu w\a, w\af oraz af\a.

Pomiedzy pekiem odcinkéw w kracie £(V') z ustalonym elementem W, a prosta
w £(V) jest pewna analogia, wyrazajaca sie miedzy innymi tym, ze odcinek oso-
bliwy peku odpowiada elementowi niewtasciwemu prostej. Doktadniej méwi o tym
ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.27. Jesli G jest pekiem odcinkéw w kracie £(V') z ustalo-
nym W, to wszystkie elementy G wyznaczajg podprzestrzenie tego samego typu
w przestrzeni jezowej 2.

DowOD. Rozwazmy przypadek, gdy G jest pekiem wlasciwym typu gwiazda. Wéw-
czas G = {Z}Kp, dla pewnego Z i prostej p. Wezmy X3, X € G. Wtedy &; = [Z,Y],
gdzie Y € p zgodnie z (3.6). Zatem z 3.7 otrzymujemy dim TrcY; = dim Trc Y3
i dim CtrY; = dim Ctr Y5. W konsekwencji z 3.17, 3.18, 3.19 i 3.20 odcinki X;, Xs
wyznaczaja podprzestrzenie tego samego typu w 2.

W przypadku peku wtasciwego typu uklad rozumowanie jest analogiczne.

Gdy natomiast G jest waflem, to G = p X ¢ dla pewnych prostych p, ¢ w kracie
£(V). Niech X, X, € G. Wtedy Z1,75 € p, Y1,Y2 € 4. W oparciu o 3.7 mamy
dim Trc Z7 = dim Trc Z5, dim Ctr Z; = dim Ctr Zy oraz dim TrcY; = dim Trc Yo,
dim Ctr Y7 = dim Ctr Ys. Stad, zgodnie z 3.17, 3.18, 3.19 i odcinki &}, X> wyznaczaja
podprzestrzenie tego samego typu w 2. O

Jak juz to zostalo zapowiedziane we wstepnej czesci tego rozdziatu, pewne ele-
menty odcinkéw kraty £(V') z ustalonym W pelnig specjalng role. Seria kolejnych
trzech lematéw méwi o ich ulozeniu w pekach odcinkéw.
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LEMAT 3.28. Niech G = pX{Y'} bedzie pekiem wlasciwym w kracie £(V'), i niech
W bedzie zbiorem wszystkich elementéw postaci Z + (W NY), gdzie [Z,Y] € G.

(i) Jesli p jest a-prostq, to W jest a-prostg i WN (NG = 0.
(ii) Jesli p jest w-prostq lub prostq afiniczng, to [W| =11 W CNG.
DowOD. Rozwazmy przesuniecie g = jwny. Niech [Z,Y] € G. Zauwazmy, ze
9(Z2) =Z+(WnY),

zatem
W =1{9(Z): Z € p} = 9(p).
(i) Jesli p jest a-prosta, to z (3.5) mamy p = p oraz z 3.2

Z’nwny)=Z'nw=2"nw=2z2"n(Wny).

Stad, na mocy 1.51 odwzorowanie g jest bijekcja na odcinku [Z/, Z"], a wiec zbi6r
W jest prosta. Zgodnie z 3.11 dla kazdego @Q € W mamy Trc @) = TrcY, wiec z 3.2
prosta W jest a-prosta.

Teraz przypusémy, ze istnieje Z € p taki, ze g(Z) € NG. Z 1.26 NG = [Z2",Y],
gdzie Z" taki, ze p = |2/, Z"]. Zatem Z" C g(Z) = Z + (W NY), a stad po
obustronnym dodaniu W dostajemy Z” +W C Z + W, co nie jest mozliwe z uwagi
na 3.2 i zalozZenie, ze p jest a-prosta. PokazaliSmy, ze W N[ G = (.

(ii) Jesli p jest w-prosta lub prosta afiniczna, to zauwazmy, ze z modularnosci
kraty mamy

9(2)=(Z+W)nY.

Poniewaz w tym wypadku dla Z1, Zy € p, zgodnie z 3.2, mamy Ctr Z; = Ctr Zs,
a stad g(Z1) = g(Z3), wiec zbiér W jest jedno-elementowy. Oznaczmy przez Q)
element tego zbioru. Zauwazmy, ze Q = g(Z) € [Z,Y]dla Z € p,zatem Q € N G. O

W przypadku (i) powyzszego lematu, bezposrednio z 1.72(ii) wynika, ze E =
pXIW jest waflem i pek G rozszerza pek E jednoznacznie. Natomiast w przypadku
(i), z 1.71(ii) E = p® W jest pekiem wlasciwym i G rozszerza E jednoznacznie
i zgodnie.

Analogicznie mozna dowiesé¢ dualny fakt w stosunku do 3.28.

LeEMAT 3.29. Niech G = {Z}Xq bedzie pekiem wlasciwym w kracie £(V'), i niech
W bedzie zbiorem wszystkich elementéw postaci Z + (W NY'), gdzie [Z,Y] € G.
(i) Jesli q jest w-prostq, to W jest w-prostg i WN(G = 0.

(ii) Jesli q jest a-prostq lub prostq afiniczng, to |W|=1iW CNG.

Ogodlnie, z 3.28, 3.29 wynika, ze jesli G jest pekiem wiasciwym, to elementy
postaci Z + (W NY), gdzie [Z,Y] € G, albo tworzg prosta nie przecinajaca ()G,
albo sa wszystkie sobie réwne i leza w () G. Podobna wtasnosé przystuguje waflom
z jednym wyjatkiem.

LEMAT 3.30. Niech G bedzie waflem w kracie £(V') z ustalonym W.

(i) Jesli G nie jest a\w-waflem, to wszystkie elementy postaci Z + (W NY),
gdzie [Z,Y] € G, lezg na jednej prostej.
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(i) Jesli G jest a\w-waflem, to Zadne dwa rézne elementy postaci Z+(WNY),
gdzie [Z,Y] € G nie sq sqsiednie.

(i) Jesli G jest af\af-waflem, to wszystkie elementy postaci Z + (W NY'), gdzie
[Z,Y] € G, lezg na jednej prostej.

Dowo6D. Niech G =pKyq, p=12",Z"[iq=]Y"Y"].

(i) Zalézmy, ze q jest a-prosta lub prosta afiniczna i rozwazmy przesuniecie
kratowe f = jynyr. WeZzmy dowolny odcinek X = [Z,Y] € G. Zauwazmy, ze Z # p™
1Y # ¢, wiec z 3.2 mamy

TrcY = TreY'. (3.33)

Stad Z+ (WNY)=Z2Z+TrcY = f(Z) dla wszystkich Z € p. Poniewaz elementy
wafla sa roztaczne (por. 1.31) 1 Z, f(Z) € X, wiec dlaréznych Z € p dostajemy rézne
f(Z). Zatem z 3.2 i uwagi 3.3 f(p), jako obraz prostej p przy pewnym przesunieciu
kratowym, jest prosta, co konczy dowdéd w rozpatrywanym przypadku.

Dualnie dowodzi sie, ze jesli p jest w-prosta lub prosta afiniczng, to elementy
postaci Z + (W NY), gdzie [Z,Y] € G, leza na jednej proste;.

(ii) Niech &; = [Z;,Y;] € Gdlai = 1,2 oraz W, := Z; + (W NY;) takie, ze
W1 # Ws. Zauwazmy, ze musi byé Zy # Z, oraz Y1 # Yo z uwagi na fakt, ze
W; € X; i odcinki X7, X3 sa albo réwne, albo roztaczne (por. 1.31).

Zgodnie z oznaczeniami (3.16) oraz (3.17) mamy dim W; = z+my —m,. Z okre-
$lenia elementéw W; mamy

Wi+ Wo=21+(WNY))+Zo+(WnNYy)=2Z"+(WnNY)+ (WnNYs).

Poniewaz ¢ jest w-prosta, wiec z 3.2 dostajemy (W NYy)+ (WnNYs) =WnNY”,
zatem
Wi +Wy=2"+ (Wn Y”). (3.34)

Poniewaz p jest a-prosta, wiec zgodnie z tabela 3.1 mamy dim(Z”NW) = m,, nato-
miast ¢ jest w-prosta, wiec dim(Y” NW) = m, + 1. Stad oraz z (3.35) otrzymujemy
dim(Wy +Wa) =z4+14+my+1—m,=2z+my —m, +2=dimW; + 2,

co oznacza, ze Wi o Ws.

(iii) W tym wypadku obie proste p,q sa afiniczne. Mozemy zatem wykorzystacé
rozumowanie przeprowadzone w (i), z ktérego wynika, ze obrazem prostej p przy
przesunieciu f = jyny- jest prosta, i elementy postaci Z+(WNY), gdzie [Z,Y] € G,
leza na prostej f(p). Wystarczy zatem pokazaé, ze f(p™) = p>= + (W N ¢*>°) zgodnie
z 3.8. Zauwazmy, ze Y' C ¢*°, a wigc

F(™®) =p>®° +(WNY') Cp™+ (WnNgo). (3.35)

Zgodnie z (3.33) dla Y € ¢ mamy dim Trc Y’ = my, przy oznaczeniach (3.16), (3.17).
Natomiast z 3.7 mamy dim Trcp®™ = m_ + 1 oraz dim Trc ¢> = m, + 1. Stad

dim f(p™°) =z +my —m, =z + (my + 1) — (m, + 1) = dim(p> + (W N ¢*)),

co z uwagi na (3.35) konczy dowdd. O
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W dowiedzionym lemacie zalozenie [Z,Y] # G jest istotne (por. rys. 3.9, str.
88, rys. 3.11, str. 88).

Powyzsze trzy lematy zapewniaja, ze gdy G jest pekiem odcinkéw w kracie £(V)
z ustalonym W, G nie jest a\w-waflem i odcinki &; € @, dla i € I, wyznaczaja
podprzestrzenie rzutowe & = X; N Fy, (W) w przestrzeni jezowej U, to odcinki &
leza w peku odcinkéw w £(V), albo wszystkie sa sobie réwne. Precyzyjniej formuluje
to nastepny lemat.

LEMAT 3.31. Niech G bedzie dowolnym pekiem odcinkow, z wyjgetkiem wa-
fla typu o\w, w kracie £(V) z ustalonym W, niech [Z1,Y1],[Z2,Ya] € G oraz
X = J:\gi7/\}i;']f.AJ€§l’l. X1 # Xy, to odcinki X1, Xo rozpinajq pek E w kracie
L£(V), X1, X € E i pek G rozszerza pek E tak, Ze rozszerzenie jest jednoznaczne.
Ponadto

(XN FimW): X Gl ={enF (W) £cE 26} (3.36)

DowOD. 7 3.27 podprzestrzenie X7, X sa tego samego typu. Jesli podprzestrzenie
te nie sa rzutowe, to X; = [Z;,Y;] zgodnie z 3.25. Zatem E = G i dowdd jest
zakonczony.

Rozwazmy przypadek, gdy X;, Xs sa a-odcinkami w 2. Wéwcezas z 3.25 mamy

Xi = [Zi+ (W NY),Yi. (3.37)

Oznaczmy W; := Z;+ (W NY;). Jesli G jest pekiem wlasciwym, to z 3.28, wzglednie
3.29, albo Wy, Wy wyznaczaja prosta nie przecinajaca (G i z 1.72 odcinki ;\,71, Xs
rozpinajg pek E taki, ze G rozszerza E jednoznacznie, albo W1 = Wy € N G. Z uwagi
na zaltozenie X; # X, ten drugi przypadek moze mieé¢ miejsce wylgcznie gdy G jest
typu gwiazda. Wowczas jednak z 1.71(i) odcinki /'?1, X’; rozpinaja pek wlasciwy E
taki, ze G rozszerza E jednoznacznie i zgodnie.

Gdy G jest waflem, to z 3.30 Wy, W> leza na prostej, powiedzmy p. Poniewaz
W; € [Z;,Y;] i NG = 0, wigc z 1.72 odcinki X;, X5 rozpinaja pek E taki, ze G
rozszerza E jednoznacznie.

Poniewaz Trc W; = TrcY;, zgodnie z 3.11, a Y7, Ys albo sa réwne, albo sa ele-

mentami wtasciwymi prostej Y1,Ys z zalozenia, wiec jedli Wy # Wa, to sg one

elementami wlasciwymi prostej Wi, W na mocy 3.2 i 3.1(vi). Zatem X1, X, € E.

Aby wykazaé prawdziwosé réwnoéei (3.36) wezmy X = [Z,Y] € G. Oznaczmy
Wo:=Z+WnY)i€& = [Wy,Y]| Z3.28, 3.29 i 3.30 elementy Wy, Wy, W5 leza
na jednej prostej, wiec £ € E. Poniewaz rozszerzenie peku E do G jest jednoznaczne
1€ C X #G™, wiec & Z G™. Z 3.27T X N Fjm(W) jest a-odcinkiem w 2. Zatem
zgodnie z 3.21 mamy X N Fy (W) = E N Fip(W).

Teraz niech £ € E1 £ ¢ G™. Poniewaz G rozszerza &, wiec istnieje X € G taki,
ze £ C X. Rozszerzenie jest jednoznaczne, zatem X # G*°, a wiec X' € G. Na mocy
rozumowania przeprowadzonego w poprzednim paragrafie istnieje odcinek & € E
taki, ze & C X i XN Fp (W) = EgNFpe i (W). Z uwagi na to, ze rozszerzenie peku
E do G jest jednoznaczne mamy & = &£, co konczy dowdd.

Dla w-odcinkéw dowdd przebiega analogicznie. O

Jak sie okazuje nie zawsze rézne, wspétpekowe odcinki kraty wyznaczaja rozne
podprzestrzenie w przestrzeni jezowej.
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PRZYKEAD 3.32. Niech z,y beda liczbami naturalnymi takimi, ze 1 < z < k < y.
O parametrach k, m przestrzeni jezowej A = Ay, ,,,(V, W) zakladamy, ze

max(0,y —codim W) < m < min(y,dim ).

Rozwazmy uktad e, e, ..., e, liniowo niezaleznych wektoréw nalezacych do W.
Rozszerzmy dwie m — 1 elementowe bazy utworzone z wektoréw ey, es, ..., e, tak,
aby:

Zl = <€1, e Cm—15Cm41y -, €Z>, TI‘CZl = <€1, e ,em_1>,

Zy = (€2, ... CmyCmily---,€z), Trc Zs = (€9, ..., €m),

oraz dim Z; = z — 1 = dim Zs. Zauwazmy ze 21, Zs sg sasiednie i rézne. Oznaczmy
przez p prosta wyznaczona przez Zi, Zo. Nastepnie konstruujemy

Y:<el,...,em,em+1,...,ez,ez+1,...,ey>,

tak, aby TrcY = (e1,...,en). Zauwazmy, ze G = p K {Y} jest pekiem wlasciwym
w kracie £(V), a podprzestrzenie odcinkowe X; = [Z;, Y] N Fp, (W) sa a-rzutowe
w 2, zgodnie z 3.17. Poniewaz

Zi+(YNW)={(e1,...,em,mt1,---,€:), dla i=1,2
wiec jesli zastosujemy 3.21, to uzyskamy /'E = QAC;, a zatem X; = Xb. O

Naturalna wydaje sie definicja peku podprzestrzeni odcinkowych w przestrze-
ni jezowej 2 jako peku odcinkéw w kracie £(V'), zrelatywizowanego do uniwersum
przestrzeni 2. Klopot polega na tym, ze jedna rzutowa podprzestrzen odcinkowsa
moze wyznaczaé kilka réznych odcinkow kraty, a co za tym idzie moze zmieni¢ sie
struktura peku, tak jak to zostalo pokazane w przykladzie 3.32. Te niejednoznacz-
no$é¢ odcinka wyznaczajacego usuwa sie biorac najmniejszy odcinek wyznaczajacy.

DEFINICJA 3.33. Niech A7, X5 bedg niepustymi podprzestrzeniami odcinkowymi
w przestrzeni jezowej 2A. Méwimy, ze podprzestrzenie Xj, Xo sa wspolpekowe jesli
istnieje pek odcinkéw E w kracie £(V) taki, ze Xy, X, € E. Podprzestrzenie X;, Xs
rozpinajq pek podprzestrzeni odcinkowych w A, jesli sg rézne i odcinki /?1, /'AV; roz-
pinaja pek E. Pek podprzestrzeni odcinkowych rozpiety przez Xj, Xo to zbidr:

X1, Xy = {Xﬂfkm(W): X e E}

Typ peku X1, X5 jest taki jak typ peku E.

Zauwazmy, ze zgodnie z 3.27 wszystkie elementy peku podprzestrzeni odcinko-
wych w przestrzeni jezowej sa tego samego typu. Z 3.31 natomiast wystarczy, ze
jesli podprzestrzenie odcinkowe X1, X2 sa rézne i sa wyznaczone przez nieosobliwe
odcinki jakiegokolwiek peku G, byleby nie a\w wafla, to X, X5 rozpinaja pek E i sa
elementami nieosobliwymi peku E. Zatem, zgodnie z powyzsza definicja X1, Xo sa
wspotpekowe w 2.

Wprawdzie stosujemy termin pek witasciwy w odniesieniu do wszystkich pekéw
typu pt\n i ¢\pt, co sugeruje, ze wierzcholek takiego peku jest zawsze niepusty,
lecz w przypadku przestrzeni jezowej moze sie zdarzyé, ze wierzchotek, czyli czesé
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wspolna elementéw peku podprzestrzeni odcinkowych jest zbiorem pustym. Ma to
miejsce na przykiad w peku rownolegltych prostych afinicznych w 1. Wowczas wierz-
chotkiem peku jest punkt niewlasciwy przestrzeni 2. Moze to sie ktoci¢ z intuicja
zwigzang z terminem pek wierzchotkowy, ale jest to konsekwencja odwotania sie
w definicji peku w 2 do struktury zewnetrznej, z punktu widzenia przestrzeni 2.

Pek podprzestrzeni odcinkowych oraz pek ich horyzontéw pozostaja ze soba
w $cistym zwiazku.

STWIERDZENIE 3.34. Jesli X1, Xo sq nierzutowymi, wspolpekowymi podprzestrze-
niami odcinkowymi w przestrzens jezowe] 2, to ich horyzonty X7T°, X5° sq albo réow-
ne, albo wspotpekowe.

DowOD. Z zalozenia, ze podprzestrzenie X, Xo nie sg rzutowe wynika, ze X, Xo
sa niezdegenerowane, natomiast z 3.14 mamy X # . Z kolei z faktu, ze X1, X» sa
wspotpekowe, odcinki Xl, Xg sa nieosobliwymi elementami pewnego peku w kracie
£(V). Namocy 3.15 A7, X5° sa podprzestrzeniami odcinkowymi na H(2L), co wigcej
X = X N Fp m+1(W) z uwagi na 3.25. Zatem z 3.31 albo /i’\lo/o = /i’;o/o, albo odcinki

Xl ,X2 sa wspolpekowe. O

_ Zgodnie z definicja 3.33, podprzestrzenie X7, X2 rozpinaja wafel w 2, jesli odcinki
X1, Xa rozpinaja wafel w £(V'). Poniewaz X C X}, wigc

WNIOSEK 3.35. Jesli podprzestrzenie odcinkowe X1, Xo rozpinajg wafel w A, to
ich horyzonty Xf°, X$° wyznaczajg wafel na H(2L).

3.4.1 Klasyfikacja pekéw podprzestrzeni odcinkowych

Dokladnej analizie poddajemy peki rzutowych i afinicznych podprzestrzeni odcin-
kowych. Poniewaz spodziewana jest analogia z pekami prostych, odpowiednio rzu-
towych i afinicznych, klasyfikacje rozpoczynamy od pekéw prostych.

Niech h1, ha beda a-prostymi w 2, rozpinajacymi pek wlasciwy G typu gwiazda
w £(V). Wéwczas h; = p(H, B;), gdzie By, By leza na pewnej prostej p w £(V).
Zal6zmy, ze p jest a-prosta. Zgodnie z 3.27 wszystkie elementy G sg a-prostymi. Z
tabeli 3.1 mamy Bj, By € fk—‘,—l,m(W)a BiNBy e fk,m(W) iB1+ By € fk+2,m(W).
Stad wierzchotek G, a mianowicie By N Ba, jest punktem wlasciwym w 2(, natomiast
podstawa G, czyli podprzestrzen [H, By + Bs|r, to plaszczyzna PP%Z(W) (por. tab.
3.6).

Gdyby p byta w-prosta, to wspdlny element prostych hi, ho, czyli B; N By bytby,
zgodnie z tabela 3.1, w zbiorze Fy, —1 (W), podczas gdy hq U hy C Fi (W), Taki
uktad prostych jest zatem niemozliwy.

Gdy prosta p jest afiniczna, to z tabeli 3.1 mamy B; N By € Fj (W) oraz
By + By € Fiyoms1(W). Zatem wierzchotek G jest punktem wlasciwym w 2,
a podstawa jest ptaszczyzna semi-afiniczna typu a-gwiazda SPgi(W) W peku G
jest jedna prosta o wierzchotku H i podstawie p™°. Jest to prostal osobliwa peku G.
Poniewaz p> € Fp1,m+1(W), wiec jest to prosta afiniczna w 2.

Kontynuujac te analize uzyskamy opis pekéw wiasciwych, rozpietych przez pro-
ste w przestrzeni 2, przedstawiony w tabelach 3.7 1 3.8.
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rozpinajace prosta podstaw prosta osobliwa wierzcholek  podstawa
- .S

a-rzutowe a-rzutowa - wlasciwy PPy (W)

a-rzutowe afiniczna afiniczna w 2 wlasdciwy SP?SL(W)
- S

w-rzutowe w-rzZutowa - wlasdciwy PPZ,m (W)
. . . ,S

afiniczne a-rzZutowa - niewlasciwy  SPy (W)

afiniczne w-rzutowa - wlasciwy AP;:,’;Z (W)

afiniczne afiniczna w-rzutowa na H(2() niewlasciwy APgi(W)

Tabela 3.7: Klasyfikacja pekéw wlasciwych typu gwiazda rozpietych przez proste
w przestrzeni jezowej 2.

rozpinajace prosta wierzch. prosta osobliwa wierzcholek  podstawa
L. T

a-rzutowe a-rzutowa - wlasciwy PPy (W)
- T

w-rzutowe w-rzZutowa - wlasdciwy PPZ,m (W)

w-rzutowe afiniczna afiniczna w 2 wlasciwy SP‘,:’nTl (W)
. , . T

afiniczne a-rzutowa - wlasciwy APy (W)
. . - T

afiniczne w-rzZutowa - niewtasdciwy SP;;m (W)

afiniczne afiniczna a-rzutowa na H(2() niewlasciwy AP:’Z (W)

Tabela 3.8: Klasyfikacja pekéw witasciwych typu uklad rozpietych przez proste
w przestrzeni jezowej.

Dokonamy teraz analizy wafli rozpietych przez proste w przestrzeni 2. Niech
91,92 beda prostymi afinicznymi w 2 takimi, ze g7, g2 rozpinaja wafel G w £(V).
Wéwcezas g; = p(Hi, B;), gdzie H; € Frp_1,m(W) 1 B; € Fiy1m+1(W) zgodnie
z tabela 3.1. Ponadto Hy, Hy leza na pewnej prostej p w £(V') i podobnie By, B2 na
pewnej prostej q.

Zal6zmy, ze p jest a-prosta, a g jest prostag afiniczng. Wéwcezas w peku G istnieje
prosta niewtasciwa gy o wierzchotku Hy € p i podstawie ¢°°. Z tabeli 3.1 odczytu-
jemy, ze Hy € F_1,m(W) i By € Ft1,mt2(W). Jest to w-prosta na H(A). Niech ¢
bedzie prosta przecinajaca g; i go w punktach odpowiednio Uy, Us. Prosta t przecina
réwniez prosta gop w pewnym punkcie Uy. Poniewaz punkty U;, U, sa wlasciwe w 2,
natomiast Uy niewltasciwy, to t jest prosta afiniczna w 2 z 3.2.

W ten sposéb, uwzgledniajac 3.9, ktore naklada pewne ograniczenia na wafle,
otrzymamy tabele 3.9.
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rozpinajace prosta wierzch. prosta podstaw prosta osobliwa promienie
a-rzutowe a-rzutowa a-rzutowa - a-rzutowe
a-rzutowe a-rzutowa afiniczna afiniczna w 2 a-rzut.+afin.!
a-rzutowe w-rzutowa w-rzutowa — w-rzutowe
a-rzutowe afiniczna afiniczna a-rzutowa na H(2A) afiniczne
w-rzZutowe a-rzutowa a-rzutowa - a-rzutowe
w-rzutowe w-rzutowa w-rzutowa — w-rzutowe
w-rzutowe afiniczna w-rzutowa, afiniczna w 2 w-rzut.+afin.!
w-rzutowe afiniczna afiniczna w-rzutowa na H(2A) afiniczne
afiniczne a-rzutowa a-rzutowa - a-rzutowe
afiniczne a-rzutowa w-rzutowa — afiniczne
afiniczne a-rzutowa afiniczna w-rzutowa na H(A) afiniczne
afiniczne w-rzZutowa w-rzZutowa - w-rzZutowe
afiniczne afiniczna w-rzutowa a-rzutowa na H(2A) afiniczne
afiniczne afiniczna afiniczna afiniczna na H(2) afiniczne

Tabela 3.9: Klasyfikacja wafli rozpietych przez proste w przestrzeni jezowej.

Podobna analize wykonamy teraz dla pekéw rozpietych przez podprzestrzenie
odcinkowe w 2. Niech X}, A>, beda a-odcinkami rozpinajacymi pek wiadciwy typu
gwiazda w 2 i niech G = X}, Xp. Przyjmijmy, ze X; = [Z,Y;]F, tak aby X, = [Z,Y;].

Gdy prosta p = Y7,Ys jest a-prosta, to z 3.7 i 3.22 kazdy element X € G wy-
znacza a-odcinek. Wierzchotek X7 peku G musi réwniez wyznaczaé a-odcinek jako
przekréj a-odcinkéw. Podstawa peku G wyznacza podprzestrzen X" = [Z,Y"|r,
gdzie Y = Y] + Y;. Poniewaz p jest a-prosta i p = p(Y',Y"), gdzie Y/ = Y} N Vs,
wiec z 3.2 mamy TrcY; = Tre(Y”). Zatem X" jest a-dcinkiem z 3.17.

Gdyby p byla w-prosta, to TrcY’ < TrcY; z 3.2, a wiec podprzestrzen [Z, Y]
wyznaczona przez wierzchotek G, zgodnie z 3.17, nie bylaby a-odcinkiem. Taki pek
nie istnieje.

Jesli p jest afiniczna, to z 3.27 wszystkie elementy G wyznaczajg «-odcinki.
Odcinek osobliwy G*™ wyznacza podprzestrzen Xy = [Zo, Yo|r, gdzie Zy = Z oraz
Yp = p™>°. Zgodnie z 3.7 podprzestrzen X posiada nastepujace parametry:

dim Trc Zy = m,, = m,,
dim Ctr Zy = d,, = d.,

dim Trc Yy = my, = my + 1,
dim Ctr Yy = dy, = dy — 1.
Poniewaz podprzestrzenie Xj, Xo spelniaja pierwszy uktad nieréwnosci w (3.31),

wiec mamy

My = M < My,

Aoy < d < dy,.

(3.38)

!"Wszystkie promienie sa prostymi rzutowymi z wyjatkiem jednego, ktéry jest prostg afiniczna.
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Stad, zgodnie z 3.19, Xy jest podprzestrzenia a-semi-afiniczng. Jednoczesnie za-
uwazmy, ze

My < m+ 1 = my,,

doy < d—1 < dy.

(3.39)

Gdy zachodzi réwnosé d,, = d — 1, to z (3.25) odcinek X wyznacza punkt na
horyzoncie H(2(), natomiast gdy d,, < d — 1, to z 3.17 odcinek A wyznacza a-
odcinek na H(2).

Kontynuujac powyzsze rozumowanie dla pozostalych typéw odcinkéw uzyskamy
tabele 3.10, natomiast korzystajac z zasady dualnodci tabele 3.11.

rozpinajace prosta podstaw odcinek osobliwy wierzchotek podstawa
a-rzutowe a-rzutowa — a-rzutowy a-rzutowa
. a-semi-afiniczna w 2, .
a-rzutowe afiniczna a-rzutowy a-semi-af.
punkt lub o na H(2)
w-rzutowe w-rzutowa — w-rZutowy w-rzutowa
. w lub w-semi-af. .
afiniczne a-rzutowa - a-semi-af.
na H(2)
afiniczne w-rzutowa — afiniczny afiniczna
. . w-rzutowa lub w lub w-semi-af. .
afiniczne afiniczna ; afiniczna
w-semi-af. na H(2) na H(2)

Tabela 3.10: Klasyfikacja pekéw wlasciwych typu gwiazda rozpietych przez pod-
przestrzenie odcinkowe przestrzeni jezowe;.

rozpinajace prosta wierzch. odcinek osobliwy wierzcholek podstawa
a-rzutowe a-rzutowa — a-rzutowy a-rzutowa
w-rzutowe w-rzutowa - w-rzutowy w-rzutowa
. w-semi-afiniczna w U, .
w-rzutowe afiniczna w-rzutowy w-semi-af.
punkt lub w na H(A)
afiniczne a-rzutowa - afiniczna afiniczna
. « lub a-semi-af. .
afiniczne w-rzutowa - w-semi-af.
na H(2)
. . a-rzutowa lub a lub a-semi-af. .
afiniczne afiniczna ) afiniczna
a-semi-af. na H(2) na H(2)

Tabela 3.11: Klasyfikacja pekow wlasciwych typu uklad rozpietych przez podprze-
strzenie odcinkowe przestrzeni jezowej.

Niech X, X5 beda a-odcinkami rozpinajacymi wafel w 21 i niech G = /'E, Xy =
pXq.
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Zalézmy, ze p jest a-prosta. Gdy q jest rowniez a-prosta, to w G nie ma odcinka
osobliwego 1 z 3.27 wszystkie elementy G maja te same parametry wierzchotkéw
i podstaw. Zatem wszystkie elementy G wyznaczaja a-odcinki w 2.

Z uwagi na 3.30 prosta g nie moze by¢ w-prosta. Gdy ¢ jest prosta afiniczna, to
w G jest odcinek osobliwy Xy = [Zy, Y|, gdzie Zy € pi Yy = ¢°°. Odcinki X7, X
spelniaja pierwszy uklad nieréwnosci w (3.31), zatem z 3.7 mamy

My =M < My,

Aoy < d < dy,.

(3.40)

Stad i z 3.19 &y wyznacza podprzestrzen a-semi-afiniczna w 2. Zauwazmy, ze jed-
noczeénie
My < m~+1 = my,,

dy < d—1 < dy,.

(3.41)

Jesli dyy = d — 1, to z (3.25) odcinek Xy wyznacza punkt na horyzoncie H(2),
natomiast jesli d,, < d — 1, to z 3.17 odcinek Xp wyznacza a-odcinek na H(2().
W efekcie takiej analizy otrzymujemy tabele 3.12.

rozpinajace prosta wierzch. prosta podstaw odcinek osobliwy

a-rzutowe a-rzutowa a-rzutowa —

a-semi-afiniczny w 2,

a-rzutowe a-rzutowa afiniczna
a-rzutowy na H(2)
a-rzutowe w-rzutowa w-rzutowa —
a-rzZutowe afiniczna afiniczna a-rzutowy na H(2)
w-rzZutowe a-rzutowa a-rzutowa -
w-rzutowe w-rzutowa w-rzutowa —
w-rzutowe afiniczna w-rzutowa w-semi-afiniczny w 2,
w-rzutowy na H(2)
w-rzutowe afiniczna afiniczna w-rzutowy na H(2)
afiniczne a-rzutowa a-rzutowa —
afiniczne a-rzutowa w-rzutowa -
afiniczne a-rzutowa afiniczna w-rzutowy lub w-semi-af. na H(2A)
afiniczne w-rzutowa w-rzutowa —
afiniczne afiniczna w-rzZUtowa a-rzutowy lub a-semi-af. na H(2()
afiniczne afiniczna afiniczna afiniczny na H(2)

Tabela 3.12: Klasyfikacja wafli rozpietych przez podprzestrzenie odcinkowe w prze-
strzeni jezowe;j.

Aby zilustrowaé wprowadzone pojecia, rozwazmy przestrzen pekéw prostych
w trojwymiarowej przestrzeni rzutowej z usuniety podprzestrzenia W, inaczej mé-
wiac, przestrzen jezowa g = Ag,,(V, W), gdzie dim V' = 4. Dobierajac odpowied-
nio W oraz m mozna uzyskaé¢ wszystkie peki sklasyfikowane w tabelach 3.10, 3.11
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i 3.12 uwzgledniajac réwniez typy podprzestrzeni odcinkowych rozpinajacych te pe-
ki. Ponizej przedstawimy przyktady wszystkich mozliwych typow pekéw wystepu-
jacych w przestrzeniach jezowych, pominiemy jednak kwestie typow podprzestrzeni
rozpinajacych.

Na ponizszych rysunkach elementami rozwazanych pekéw sa podprzestrzenie
X =17, Yi)F (i = 1,2,3), ustalonej wyzej, przestrzeni 2y. Odcinki [Zy, Y1], [Z2, Y2]
sg zawsze odcinkami nieosobliwymi rozwazanego peku. Ponadto przyjmujemy stan-
dardowe oznaczenie W; = Z; + (W NY;) dla i = 1,2,3. Na rysunkach 3.9 oraz 3.11
przez () oznaczono punkt prostej Wy, Wy lezacy w odcinku [Z3, Y3]. Dla tych dwéch
pekéw W3 # @, dokladniej: @ < W3 dla peku a\af oraz W3 < @ dla peku af\w
(por. 3.30).

Yo Y2
Wa
Y =w; Y’
Y1 Y3 Y1 Wy Y3
w Ws [
W
Z Z
Rysunek 3.1: Pek typu pt\« Rysunek 3.2: Pek typu pt\w
Yo
y-/
Y1 Ws Y3
w
Wi =Wy = Z

Rysunek 3.3: Pek typu pt\af

Z3
Z// =W

Z3

Rysunek 3.4: Pek typu a\pt Rysunek 3.5: Pek typu w\pt
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Yy

Wy

Z1

i

Z3

zZ!

Rysunek 3.6: Pek typu af\pt

Yo

Y3

Wa

2

Rysunek 3.7: Pek typu o\«

Wi

Z

Z!

Ya

Y3|= Ws

Z3

2

Rysunek 3.9: Pek typu o\af

Yy

Wi

Z!

'

Wa

Y3

Yo

Z3

Z3 = W3

Rysunek 3.11: Pek typu af\w

Yy W,

Yo

Z//
Z1

2

Rysunek 3.8: Pek typu a\w

Ya

Y3

Z//:W
Z1 =W,

Rysunek 3.10:

=2, — w,
Z3z = Ws

Pek typu w\w

Y/
Yy

Wy

Yo

Y3

Z! Z3

Zo

Rysunek 3.12: Pek typu af\af

Uzyskane przyklady mozna zebra¢ w nastepujacej tabeli.



RozDzIAL 3. PRZESTRZEN JEZOWA 89

C\n pt ! w af
pt X rys. 3.1 rys. 3.2 rys. 3.3
w | rys. 3.5 | brak, por. 3.9 | rys. 3.10 | brak, por. 3.9

a | rys. 3.4 rys. 3.7 rys. 3.8 rys. 3.9
af | rys. 3.6 | brak, por. 3.9 | rys. 3.11 rys. 3.12

Tabela 3.13: Zestawienie pekéw podprzestrzeni odcinkowych w przestrzeni jezowej.

Analiza, ktora wykonaliémy w tej sekcji jest kompletna w tym sensie, ze wszyst-
kie wyrdznione w tabelach 3.10, 3.11 i 3.12 typy pekéw mozna spotka¢ w odpowied-
nich przestrzeniach jezowych.

TWIERDZENIE 3.36. KaZdy pek podprzestrzeni odcinkowych w przestrzeni jezowej
jest jednym z pekéw w tabeli 3.13. Na odwrot, dla kazdego peku z tabeli 3.13 istnieje
odpowiednia przestrzen jezowa, w ktorej taki pek mozna skonstruowad.

3.5 Rzuty z prostej na prosta

Zanim przejdziemy do zasadniczego tematu jakim sa rzuty pomiedzy podprzestrze-
niami odcinkowymi w przestrzeni jezowej, zbadamy rzuty klasyczne z prostej na
prosta, w typowym dla geometrii rzutowych i afinicznych ujeciu, czyli rzuty srodko-
we i réwnolegte. Zaczynamy od okreslenia dwéch wygodnych pojeé: stozka i walca.

Niech M = (S, L) bedzie dowolng cze$ciowa przestrzenia prostych, U € S do-
wolnym punktem i X C S zbiorem punktéw. Zbior

AUX)=J{peL:Uecp ipnX +#0} (3.42)
nazgywamy stozkiem.

LEMAT 3.37. Niech U bedzie punktem i h prostg w . Jesli U & h i istniejg rézne
proste p1,ps przez U przecinajgce h, to stozek A(U,h) jest plaszczyzng w 2.

DowOD. Niech Uy, Us beda réznymi punktami z prostej h takimi, ze p; = U, U; dla
i = 1,2. Wéwczas zgodnie z [15] punkty U, Uy, Us rozpinaja plaszczyzne 1T w 2.
Poniewaz punkty Uy, Us sa rézne i Uy, Us € IIN A, to hy C 11 O

Dla prostej afinicznej g i dowolnego zbioru punktéow X w 24 okredlamy zbior
Nr(X,g) = {h € Gpm(W): hN X #0, h R g} (3.43)

oraz walec
gdzie R jest relacja réwnolegtosci || lub ||y .
LEMAT 3.38. Niech g,h bedg prostymi w . Jesli g jest prostq afiniczng, g §f h

i istniejq dwie rdine proste g1, ge takie, zZe g1,92 || g © 91,92 przecinajg h, to walec
Cy(h,g) jest plaszczyzng w A.
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DowOD. Poniewaz ¢ = ¢5° = U i U ¢ h, to w P stozek II = A(U,h) jest
plaszezyzna. Zauwazmy, ze Cy(h, g) = LN Fy (W) oraz TN Fy, (W) zawiera trzy
niewspdiliniowe punkty z 21, zatem jest plaszczyzng w 2. U

Niech C' bedzie punktem i hq, ho prostymi w 2. Rozwazmy nastepujaca relacje:

Ui §(h1,C he) Uy wtw., gdy Up € hy,Us € hy
i istnieje prosta p taka, ze C, Uy, U € p.  (3.45)

Jesli relacja € jest bijekcja z hy na hy to nazywamy ja rzutem Srodkowym.

STWIERDZENIE 3.39. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) relacja &(hy, C, ha) jest rzutem Srodkowym,

(2) C & hy U hg, zbior A(C,hy) jest plaszczyzng, ho C A(C,hy) oraz albo
proste hi,hy sq afiniczne i hy || ha, albo hy,hy sq prostymi rzutowymi
tego samego typu,

(3) proste hi,hs sq tego samego typu i albo hy = ha, albo h_l,E WYZNaczajq
pek wlasciwy w £(V) taki, Ze h{°,h® € hy N hy oraz %g_l jest rzutem

ho
srodkowym w £(V).
W

Jesli £E(hy, C, ha) jest rzutem, to £(hy,C hg) = ¢c
ha

hi.

Dowoép. (1) = (2) Gdyby C € hy lub C € hg, to £ nie bylaby bijekcja.
Z 3.37 stozek II = A(C, hy) jest plaszczyzna w 2. Poniewaz kazda prosta przez C
przecinajaca hi przecina he, to ho C II.

Teraz zal6zmy, ze prosta hy jest afiniczna. Poniewaz II jest mocna podprzestrze-
nig 2, to na II istnieje prosta h := C'x hy. Jesli prosta hsy przecina hi, to he przecina
réwniez h, powiedzmy w punkcie U. Wtedy musi istnie¢ punkt U; € hy N h taki
aby Uy &(h1,C, hy) U co prowadzi do réwnosci h = h; i uzyskujemy sprzecznosci.
Zatem hs musi by¢ prosta afiniczna i hy || hy.

Zgodnie z klasyfikacja ptaszczyzn 2 w tabeli 3.6, nie istnieje plaszczyzna na kto-
rej istnialyby proste rzutowe réznych typoéw, wiec gdy obie proste hi, hy sa rzutowe,
obie musza by¢ a-prostymi lub w-prostymi.

(2) = (3) Zalézmy, ze hy # ho. Zauwazmy, ze hi, hs leza na plaszczyZnie
w ‘B, i posiadajg doktadnie jeden punkt wspolny U. W przestrzeni 2 punkt U jest
albo wlasciwy i proste hi, hy sa rzutowe, albo niewlasciwy i wtedy proste hi, hy sa
rownolegltymi prostymi afinicznymi. W drugim przypadku mamy U = h{® = hs°.
W obu przypadkach hi, by wyznaczaja pek wiaéciwy w £(V). Poniewaz C & hiUhs,

to %}é_l jest bijekcja, czyli rzutem srodkowym w £(V).
ho .
(3) = (1) Niech f = ?é_l bedzie rzutem Srodkowym w £(V). Wéwczas za-
ho
uwazmy, ze £ = f|(h1), co wystarczy za argument. O
LEMAT 3.40. Jesli proste hy, hy sq afiniczne i hy || hy lub obie hy, hy sq a-prostymi

lub w-prostymi, oraz hi, he sq wspdlplaszczyznowe, to istnieje rzut Srodkowy f taki,
ze f(hl) = hg.



RozDzIAL 3. PRZESTRZEN JEZOWA 91

DowOD. Niech II bedzie plaszczyzng w 2, na ktérej lezg proste hi, ho. Wezmy
punkt C' na II spoza hy U hy. Spelniony jest wéwczas warunek (2) w 3.39, wiec
&(h1,C, hs) jest zadanym rzutem. O

Niech g, hi, ha beda prostymi afinicznymi w 2. Rozwazmy nastepujaca relacje:

Ui n(h1,g9,h2) Uz wtw., gdy Ui € hy,Us € ho
i istnieje prosta p taka, ze U, Uz € p || g. (3.46)

Jesli relacja n jest bijekcja z prostej hy na ho to nazywamy ja rzutem rownoleglym
wzgledem ||.

STWIERDZENIE 3.41. Nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

(1) relacja n(h1, g, ha) jest rzutem réwnoleglym wzgledem ||,
(2) hi1,h2 ff g, ha € Cy(h1,9) i proste hi, hy sq tego samego typu,

(3) proste hy, ha sq tego samego typu i albo hy = ha, albo hy, hy wyznaczajq
hy
pek wlasciwy w £(V') oraz %é" jest rzutem $rodkowym w £(V').
ho

hy
Jesli n(hi, g, ha) jest rzutem, to n(hi, g, ha) = %ﬁﬂhl.
ho

Dowop. (1) = (2) Gdyby hy || g lub hy || g, to n nie bylaby bijekcja. Zatem
hi,he f g i ze wzgledu na 3.38 walec I = C(h1, g) jest ptaszczyzna w L.

Przypusémy, ze prosta h; jest afiniczna. Wowczas punkty niewlasciwe h° i ¢g°°,
poniewaz sg rézne, wyznaczaja prosta g ztozona z punktéw niewltasciwych I1. Prosta
q przetnie hy na II. Stad ho posiada punkt niewlasciwy i musi by¢ afiniczna.

Jesli prosta hy jest rzutowa, to z powyzszego prosta ho jest réwniez rzutowa
i zgodnie 7z tabela 3.6 obie proste hi, he sa albo a-rzutowe albo w-rzutowe.

(2) = (3) Zalézmy, ze hy # hg. Poniewaz hy C C)(h1,g), to z 3.38 walec
C)/(h1,g) jest plaszczyzna w 2l. Poniewaz proste hi, ho s wsolplaszczyznowe, wiec
wyznaczaja pek wlasciwy w £(V). Zauwazmy, ze g™ jest $rodkiem rzutu z hi na
hy w (V).

hy
3) = (1) Gdy f = %ﬁo jest rzutem srodkowym w £(V), to n = f|hy i 7 jest
h
bijekcja. ’ O

LEMAT 3.42. Jesli proste hi, he sq tego samego typu, leZg na plaszczyinie 11 w A
oraz TI®\ (hyUhs) # 0, to istnieje rzut réwnolegly f wzgledem || taki, ze f(h1) = ha.

Dow6ép. Niech C € 1%\ (hyUhg). Poniewaz II jest (z doktadnoécig do izomorfizmu)
plaszezyzng rzutowa, wiec ha C A(C, hy). Proste przez C na Il w przestrzeni A
tworzg pek prostych réwnolegtych. Niech g bedzie jedna z nich. Wéwczas spetniony
jest warunek (2) w 3.41 i n(hy, g, he) jest szukanym rzutem réwnoleglym. U

Przestrzen jezowa nie jest sami-afiniczna cze$ciowa przestrzenia prostych (w sen-
sie [14]), gdzie réwnoleglo$¢ spelnia pelny postulat Euklidesa, ale uzyskane wyni-
ki w przypadku rzutu $rodkowego i réwnoleglego pokrywaja sie z wynikami [14].
W przestrzeni jezowej mamy okreslona rozszerzona réwnoleglo$é ||, i mozemy roz-
wazaé rzuty réwnolegle wzgledem tej relacji.
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Niech g, h1, he beda prostymi afinicznymi w 2. Okreslamy nastepujaca relacje:

Ui 6(h1,9,h2) Uz wtw., gdy Ui € hy,Uz € hy
i istnieje prosta p taka, ze Uj,Us € p ||y 9. (3.47)

Jedli relacja § jest bijekcja z prostej hy na ho, to nazywamy ja rzutem rownoleglym
wzgledem ||

Wszystkie trzy rzuty zostaly okreslone na zbiorze prostych, mozna jednak te
definicje rozszerzyé¢ na dowolne podzbiory zbioru punktow 2.

LEMAT 3.43. Niech X1, X2 bedg afinicznymi podprzestrzeniami odcinkowymi w 2L.
Jesli Xy, Xy rozpinajg wafel G w £(V') taki, Ze istnieje afiniczna podprzestrzen od-
cinkowa X na H(A) i X € G, to istnieje prosta afiniczna g taka, Ze 0(Xy,g,Xa) jest
rzutem réwnoleglym wzgledem ||, w 2A.

DowOD. Wezmy Uy € X;. Poniewaz G jest waflem to istnieje Uy € i’; oraz prosta g
w £(V) przez Uy, Us. Prosta g przecina réwniez Xw pewnym punkcie U. Poniewaz
dim Trc Uy = m oraz z 3.20 mamy m < dimTrcUs i m + 1 < dim Tre U, wiec z 3.7
prosta g jest prosta afiniczna w 2. Zatem U jest punktem na H(2(). Wezmy dowolny
punkt D € X} rozumujac analogicznie jak wyzej znajdziemy prosta afiniczng h w 21
taka, ze h przecina X5 w dokladnie jednym punkcie. Ponadto g ||, h bo X jest sp6jna
podprzestrzenia afiniczna na H(). O

Powyzszy lemat méwi, ze $lizgi w pewnych typach wafli w 2 rozpietych przez
afiniczne podprzestrzenie afiniczne, posiadajacych odcinek osobliwy wyznaczajacy
podprzestrzen afiniczna na horyzoncie H(2l), realizuja rzut réwnolegly wzgledem
|ls- Dla prostych prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne.

STWIERDZENIE 3.44. Niech g, hy, ho bedg prostymi afinicznymi w 2. Nastepujgce
warunki sg rownowazne:

(1) relacja 6(hy, g, ha) jest rzutem réwnoleglym wzgledem |,

(2) h17h2 HO g, h2 C C||¢ (hlvg) oraz albo 5(h1797 h2) = n(h17g,7h2) dla pbew-
nej prostej g’ |ls g, albo hy = ha, albo hy ||g ha i hy J he,

(3) hi,ha ffy g, ha C Cy, (h1,9) oraz albo 5(@,&@) =n(h1,4', he) dla pew-
nej prostej g' |lo g, albo hy = ha, albo hi, he rozpinaje wafel G w £(V')
taki, Ze istnieje prosta afiniczna h na H(A) i h € G, oraz CZ—; jest slizgiem
w £(V).

Jesli 6(hy, g, he) jest rzutem, to 6(hy, g, he) = Z—_;}hl.

DowoOD. (1) = (2) Gdyby hy ||y g lub hs ||s g, to relacja 6 nie bytaby bijekcja.
Dla dowolnego punktu Us € hs istnieje prosta ¢’ = Us *4 g taka, ze ¢’ Nhy # 0, wige
ha C C”. (h1,9).

Zalézmy, ze hy # ho oraz nie istnieje prosta ¢’ taka, ze ¢’ ||y g 1 6(h1,9g,he) =
n(h1,4’, ha). Wezmy dwa rézne punkty Uy, Us € hy. Woéwezas mamy proste g; =
Ui x4 g, takie ze g1 }f go. Z [16, 3.4] mamy hq ||y ha 1 hy }f ho.

(2) = (3) Zalézmy, ze hy # hg oraz nie istnieje prosta ¢’ taka, ze ¢’ ||y g
i 8(h1,g,h2) = n(h1,qg', ha). Zauwazmy, ze hy N hy = (. Z faktu hy C Cyy (h1,9)
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wynika, ze hy <I|> hg, natomiast z [16, 4.7] mamy h$° ~ h$°. Tak wiec G = hy, hy
jest waflem w £(V). Zgodnie z [16, 4.9] h = N*°(g, hy) spelnia teze.

(3) = (1) Przy zalozeniu, ze hy,ha ffy g i ha C C), (h1,9), jesli 6(h1, g, ha) =
n(h1,4’, ha) dla pewnej prostej ¢’ ||s g, albo hy = hg, to § jest bijekcja. W pozo-
stalym przypadku korzystamy z 3.43 1 uwzgledniajac zalozenie, ze hy C C), (h1,9)
dostajemy teze. O

LEMAT 3.45. Jesli hy, ho sq prostymi afinicznymi w A takimi, zZe ich punkty nie-
wlasciwe h3°,h3° sq réine i lezg na prostej afinicznej na H(A), to istnieje rzut
rownolegly f wzgledem ||y taki, ze f(hi) = ha.

DowoODp. Niech h; = p(H;, B;). Z 3.1(vi) mamy Trc B; = Trc h{®, a takze Trc h(® =
Trc hs®, gdyz punkty niewlasciwe leza na prostej afinicznej. Zatem z 3.12 najmniej-
sza podprzestrzen odcinkowa 2 zawierajaca hy, ho, czyli [H1 N Hy, By + Balr, to
(z doktadnoscia do izomorfizmu) przestrzen pekéw prostych w tréjwymiarowej prze-
strzeni rzutowej z usunieta prosta Wy (rys. 3.13).

Ba
F()
B U Bg
U:
Uy 2
hOO
W,
oo X2
h3 /
Hg
H//
Hy

Rysunek 3.13

Zauwazmy, ze proste g = Uy,Us i ¢ = U, f(U), gdzie U € hy, sa afiniczne w 2
oraz Trc g®° = Trc ¢™. Zatem g ||y ¢. Ponadto prosta g spelnia warunek (2) w 3.44,
a wiec f jest szukanym rzutem. O

3.6 Rzuty miedzy podprzestrzeniami odcinkowymi

Zaczynamy od definicji rzutu z podprzestrzeni odcinkowej na podprzestrzen od-
cinkowa w przestrzeni jezowej 2. Podobnie jak w przypadku pekéw podprzestrzeni
odcinkowych w 2, rzuty sa rzutami w kracie £(V) zrelatywizowanymi do uniwersum
przestrzeni jezowej 2.

DEFINICJA 3.46. Niech X;, Xy beda podzbiorami zbioru punktéw przestrzeni
jezowej . Odwzorowanie f: X1 — Xs jest rzutem (uogdlnionym rzutem $rodko-
wym lub §lizgiem) z X1 na Xy w przestrzeni A, gdy istnieje rzut F' (odpowiednio,
uogélniony rzut srodkowy lub $lizg) w kracie £(V) taki, ze f = F|Fj (W) oraz
[t = F Y7 m(W). Méwimy, ze rzut F wyznacza rzut f.
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Bezposrednio z definicji wynika kilka waznych wtasnosci rzutéw w przestrzeniach
jezowych. Zauwazmy, ze rzut w przestrzeni jezowej jest odwzorowaniem odwracal-
nym i odwzorowanie odwrotne do rzutu w przestrzeni 2 jest rowniez rzutem w 2.
Ponadto wszystkie promienie rzutujace przy rzucie f sa prostymi przestrzeni 2.
Ostatnia obserwacja pozwala nieco inaczej okresli¢ rzuty w przestrzeni jezowej. Je-
§li F' jest uogdlnionym rzutem srodkowym z odcinka X7 na odcinek A5 o srodku
Y w kracie £(V) wyznaczajacym rzut w 2, to zauwazmy, ze promienie rzutuja-
ce przecinajg )Y w punktach wiasciwych lub niewtasciwych przestrzeni A, zgodnie
z 3.2. Mozna zatem powiedzieé¢, ze rzut F wyznacza uogélniony rzut srodkowy f
w 2 z podprzestrzeni Xy N F, 1, (W) na Xo N Fy 1 (W) 0 Srodku zawartym w zbiorze

Vo= (YN Fpom(W)) U (YN Fryms1(W)),

dany formulg analogiczna do (1.56), a mianowicie: dla U; € X; N Fi, (W)

f(Uy) = Uy wtw., gdy Uy, Us, Us leza na jednej prostej w 2L lub
Us = (Un, Ug)oo,gdzie Ui, Us; jest prosta w 2, dla pewnego Us € ).

W przypadku slizgu mozna powiedzieé, ze slizg w przestrzeni jezowej 21 to odwzo-
rowanie f: X} — X5 pomiedzy réznymi podprzestrzeniami odcinkowymi X, Xy
lezacymi w waflu w 2 dane formuta

fUy) =Uy wtw., gdy Uy ~ Uz w ,

gdzie U; € X, analogiczng do (1.58) okreslajaca $Slizg w kracie.
Nie kazdy rzut w kracie £(V') po obcieciu do uniwersum przestrzeni jezowej 2
jest rzutem w 2.

PRZYKEAD 3.47. W przestrzeni jezowej 2 rozwazmy plaszczyzne afiniczng II.
Ustalmy punkt U na II i wezmy trzy rézne proste g1, g2, g3 przez U na II. Proste
g1, 92, g3 sa prostymi afinicznymi. Zauwazmy, ze proste g1, g2 rozpinajg pek wtasciwy
w kracie £(V) o wierzchotku U i podstawie II. Na prostej g3 wybierzmy punkt C'

rézny od U. W kracie £(V) mozemy rozwazaé rzut $rodkowy F' = ?c_l Poniewaz
92

punkty C'i g5° leza na ﬁ, wiec sa sasiednie w £(V'), a prosta p je laczaca przecina g7,
powiedzmy w punkcie U;. Prosta p laczy punkt wlasciwy z niewlasciwym w 2, wiec
z 3.2 prosta p jest afiniczna w 2. W konsekwencji punkt U; musi byé¢ punktem 2.
Niech f = F ]fkm(W) Obrazem punktu U przestrzeni 2 przy f jest punkt spoza
uniwersum 2, wiec zgodnie z przyjeta definicja f nie jest rzutem w przestrzeni
jezowej 2. O

W definicji 3.46 warunek mowiacy, ze odwzorowanie odwrotne do rzutu w 2 jest
réwniez rzutem w 2 jest istotny.

PRzZYKEAD 3.48. W przestrzeni jezowej Ao = Ay —1(V, W) rozwazmy wafel G
rozpiety przez proste afiniczne gi,go taki, ze G = p K ¢, gdzie prosta p jest a-
rzutowa i ¢ jest afiniczna. Przez G oznaczmy pek w £(V') rozpiety przez gi, go.
Zgodnie z tabela 3.9 prosta osobliwa peku G jest w-rzutowa na H(2y). Zauwazmy,
ze H(2p) = 2. Niech &} bedzie elementem nieosobliwym i X5 osobliwym w wa-
flu G, a F lizgiem z Xy na X,. Zauwazmy, ze 18(F|From(W)) C Fiom(W), ale
t5(F 1 Fm(W)) € Fom (W), =
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Zasadniczym celem tej czeSci pracy jest znalezienie odpowiedzi na pytanie: ja-
kie kryteria musza spelnia¢ podprzestrzenie odcinkowe aby istnial rzut miedzy nimi
w przestrzeni jezowej? Na poczatek sprecyzujemy pojecie wyznaczania rzutu w prze-
strzeni jezowej AU przez rzut w kracie £(V).

LEMAT 3.49. Niech F bedzie rzutem z odcinka Xy na odcinek Xo w kracie £(V).
Nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(1) rzut F w kracie £(V') wyznacza rzut w przestrzeni jezowej A,
(2) F(Xl N fk,m(W)) =X N fk,m(W)
(3) rg(F|FxmW)) C Frm(W) oraz rg(F~Fpm(W)) C From(W),

DowOD. Oznaczmy f := F|Fy (W) oraz g := F~Fy ,n(W).

(1) = (2):

Bezposrednio z definicji 3.46 wynika, ze obrazami punkéw przestrzeni 2 lezacych
w odcinku X; przy rzucie F' sa punkty 2. Stad F(X) N Fm(W)) C Xo N Fpp i (W).
Analogiczna wlasnoéé przystuguje F~1, to znaczy, obrazami punktéw 2 z odcinka
Xy przy F~! sg punkty 2. Stad inkluzja F~! (XN Fien(W)) C X1 N Fpen (W), wiee
zadana rownos¢ jest prawdziwa.

(2) = (3):

Zauwazmy, ze z réwnoéci (2) mamy
rg(f) = f(X1 N Fom(W)) = F (X1 N Fiogn(W)) = Xo 0 Froyn(W) € Fen (W),
Analogicznie
rg(g) = (X N Frm(W)) = F~H (X2 N Fin (W) = X1 N0 Fion (W) S Fien (W).

(3) = (1):

Zgodnie z definicja 3.46 musimy wykazaé, ze f jest odwzorowaniem pomiedzy
podzbiorami uniwersum przestrzeni A oraz f~ = g.

Poniewaz dm(f) = dm(F) N F (W) 1 z zalozenia rg(f) C Fppm(W), wiec f
jest odwzorowaniem pomiedzy podzbiorami zbioru punktéow przestrzeni 2.

Teraz wezmy U € dm(g). Mamy g(U) € rg(F~!) = dm(F), natomiast z zaloze-
nia g(U) € Fim(W). W konsekwencji g(U) € dm(f). Zatem

flg) = fFHU)) = F(FH(U) =1,
skad f~Y(U) = g(U), gdyz f jest bijekcja. Z dowolnoéci U mamy f~1 = g. O

Definicja rzutu w przestrzeni jezowej 2 pozornie dopuszcza rzuty pomiedzy do-
wolnymi podzbiorami uniwersum 2. Jak sie okazuje zalozenie o tym, ze rzut w 2
jest wyznaczony przez rzut w kracie £(V') jest bardzo mocnym zalozeniem i miedzy
innymi powaznie ogranicza dziedzing i obraz przy rzucie w .

STWIERDZENIE 3.50. Jesli f jest rzutem ze zbioru X1 na Xo w A, to X1, Xy sq
podprzestrzeniami odcinkowymi w A. Ponadto, jesli F jest rzutem z odcinka [Z71,Y1]
na [Za,Ya] w kracie £(V'), wyznaczajgcym f, to X; = [Z;, Y] F.



RozDzIAL 3. PRZESTRZEN JEZOWA 96

DowOD. Z definicji 3.46 istnieje rzut F w kracie £(V) taki, ze f = F|Fpm(W)
i f~1 = F7YFpm(W). Zatem istnieja odcinki [Z1, Y1), [Za, Y2 kraty £(V) takie, ze
dm(F) = [Z4, V1] oraz 18(F) = 7, Ya). Stad

X1 = dm(f) = dm(F) N Frem(W) = [Z1,Y1] 0 Fieym (W).
Poniewaz dm(F~1) = rg(F), wiec
Xy =xg(f) = dm(f™1) = dm(F™) 0 Fpm(W) = [22, V2] 0 Fi o (W),
co konczy dowdd. O

Rzuty w kracie £(V') sa izomorfizmami krat i przeprowadzaja proste na proste
w £(V). Konsekwencja tej wlasnosci jest kolejne twierdzenie.

STWIERDZENIE 3.51. Obrazem prostej przy rzucie w przestrzeni jezowej A jest
prosta w przestrzeni 2.

DowoOD. Niech f bedzie rzutem i g prosta w A taka, ze ¢ C dm(f). Z definicji
3.46 istnieje rzut F' w kracie £(V) taki, ze f = F|Fyn(W). Z 1.79 F(g) jest prosta
w £(V'). Poniewaz

—

flg) =F(g) = F(gndm(f)) = F(g) nrg(f) = F(9),
wiec f(g) jest prosta w 2. O

7 powyzszego, do bycia kolineacja rzutowi w 2 brakuje aby zachowywal relacje
rownolegtodci.

LEMAT 3.52. Jedli f jest rzutem w przestrzeni jezowej A i ' jest rzutem w kracie
L(V) wyznaczajacym rzut f, to dla prostej afinicznej g takiej, ze g C dm(f) zachodzi
F(g>) = f(g)>.

DowoéD. Z definicji rzutu w przestrzeni jezowej f = F|Fpm(W). Z 3.51 f(g) jest
prosta w 2, natomiast z zalozenia f(g) = F(g). Poniewaz g = g U {¢™}, wiec

F(g) = F(g) U{F(9>)} = f(9) U{F(g™)},

natomiast zgodnie z 1.79 F(g) jest prosta w kracie £(V'). Rzut F jest bijekcja,
dlatego tez

F(g>*) e F(g)\ F(g) = F(9)\ F(9) = f(9) \ f(9),

CO oznacza, ze

O

Tak wiec rzuty w przestrzeni jezowej zachowuja réwnolegtos¢ i w rezultacie sg
kolineacjami miedzy odpowiednimi przestrzeniami jezowymi(por. 3.12). Zanotujemy
ten fakt.

TWIERDZENIE 3.53. Rzut z podprzestrzeni odcinkowej X1 na Xo w przestrzeni je-
zowej wyznacza kolineacje miedzy przestrzeniami jezowymi Ay, Ao odpowiadajgcymi
podprzestrzeniom Xy, Xo.
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Zgodnie z [13], przeksztalcenie f>°: Xf° — X5° dane warunkiem
(¢™) = f(g9)>° dla dowolnej prostej afinicznej g C X (3.48)

jest kolineacja horyzontu H(2l;) na H(23). Kolejne dwa twierdzenia sa konsekwen-
cja tego faktu.

STWIERDZENIE 3.54. Jesli [ jest rzutem ze zbioru X1 na Xo w przestrzeni A i F
jest rzutem w kracie £(V') wyznaczajacym rzut f, to f jest rzutem z X° na X5°
w przestrzeni jezowej H(2L) wyznaczonym przez F'.

DowéD. Z 3.46 mamy f = F|Fy (W) oraz f~! = F~YFy (W). Zaczniemy od
wykazania, ze F(X7°) = X5°.

Niech U € F(AX7°). Zgodnie z (3.14) U = F(¢>), gdzie g jest pewna prosta
afiniczna z przestrzeni 2 taka, ze ¢ C X;. Z 3.52 U = f(g)°°, natomiast z samego
okresdlenia rzutu f(g) C Xo. Z 3.51 f(g) jest prosta w 2, wiec z (3.14) mamy
U e Xg°.

Na odwroét jesli U € X5°, to U = ¢*°, gdzie g jest prosta afiniczna zawarta w Xb.
Do F~! mozemy zastosowaé analogiczne rozumowanie jak wyzej w stosunku do F.
Uzyskuje sie w ten sposéb

FHg™) = fHg)™ € &7,

skad U = F(F~1(g™)) € F(X).
Tak wigc F(X°) = X$° i na mocy 3.49 rzut F' wyznacza rzut z XT° na Xs5° na
horyzoncie H(2(). Natomiast z 3.52 i (3.48) mamy

F|Femr(W)(g™) = F(97) = f(9)™ = f>(g™),

dla dowolnej prostej afinicznej g C X, a wiec F|Fj i1 (W) = [, co konczy
dowdd. O

LEMAT 3.55. Jesli f jest rzutem i g prostq afiniczng (rzutowq) w przestrzeni A
takq, ze g C dm(f), to f(g) jest prostq afiniczng (rzutowq) w przestrzeni 2A.

DowOD. Zgodnie z 3.46 niech F' bedzie rzutem w kracie £(V) wyznaczajacym f.
Z 3.51 f(g) jest prosta w 2. Jedli g jest prosta afiniczna, to z 3.52 obrazem
przy F punktu niewlasciwego prostej g jest punkt niewlasciwy prostej f(g), zatem
f(g) musi by¢ afiniczna. Jesli natomiast g jest rzutowa, to prosta f(g) jest albo
rzutowa, albo afiniczna. W drugim jednak przypadku mieliby$my punkt niewtasciwy
na f(g), ktérego obrazem przy F~! bylby punkt niewlaéciwy prostej g, co nie jest
mozliwe. ]

Powyzszy lemat nie gwarantuje jeszcze zachowywania typow prostych przez rzu-
ty w przestrzeni jezowej. Udowodnimy teraz jego znacznie mocniejszy wariant.

STWIERDZENIE 3.56. Niech f bedzie rzutem w przestrzeni A. Jesli g jest
prostg w A takq, ze g C dm(f), to g i f(g9) sq tego samego typu oraz flg jest
rzutem Srodkowym, rzutem réwnoleglym wzgledem relacgi || lub ||y, albo Slizgiem
z prostej na prostqg w przestrzeni 2.
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DowOD. Na mocy 3.46 niech F' bedzie rzutem z odcinka X} na Xy w kracie £(V)
wyznaczajacym rzut f. Z 3.55 obie proste g, f(g) sa albo afiniczne, albo rzutowe.

Zalézmy, ze f jest uogélnionym rzutem $rodkowym. Jesli g € X7, to flg = idy,
a wigc mozemy traktowaé f|g jako rzut srodkowy lub réwnolegly. Jesli natomiast
gNX #£0,aleg ¢ X', to z 1.83(iii) F|g jest rzutem $rodkowym w £(V') i proste
g, f(g) rozpinaja pek wlasciwy. W konsekwencji g, f(g) leza na jednej plaszczyznie
w 2. Poniewaz obie proste g, f(g) sa rzutowe lub afiniczne, wiec z tabeli 3.7 i 3.8
wynika, ze sa one tego samego typu. Spelniony jest zatem warunek 3.39(3) lub
3.41(3) i odpowiednio f|g jest rzutem $rodkowym lub réwnoleglym.

JesligN X" =0, to z 1.83(ii) F|g jest Slizgiem w £(V). Ten sam fakt uzyskamy,
rozwazajac przypadek gdy f jest §lizgiem. W obu przypadkach z 1.83(ii) proste
7, f(g9) wyznaczaja wafel G w £(V). Z tabeli 3.9 wynika, ze obie proste g, f(g) sa
tego samego typu. Gdy prosta osobliwa w G jest afiniczna na horyzoncie H(2),
to wéwezas f|(g) jest rzutem réwnoleglym wzgledem ||y w 2. W przeciwnym razie
f1(g) jest Slizgiem w 2. O

Poniewaz odwzorowanie odwrotne do rzutu f w przestrzeni jezowej 2 jest tez
rzutem w 2, wiec do f~! mozemy zastosowaé 3.56 i w konsekwencji rzut f~! za-
chowuje typy prostych w 2. Stad mozemy wysnué nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 3.57. Jesli f jest rzutem i X podprzestrzeniq w przestrzeni A takg, zZe
X Cdm(f), to X oraz f(X) sq tego samego typu.

Przedstawimy teraz opis zdegenerowanych podprzestrzeni odcinkowych, ktorego
bedziemy potrzebowaé dalej.

LEMAT 3.58. Niech X = [Z,Y]F bedzie podprzestrzenig 2.

(i) Jesli podprzestrzen X jest zdegenerowana, to X =0, X = {Z}, X ={Y},
albo X ={Z + (W nNY)}.

(i1) Jesli podprzestrzeri X°° na H(2) jest zdegenerowana, to albo X*° = (), albo
X ={Z+(WnY)}.

DowOD. Niech Wy := Z + (W NY).

(i) Zalézmy, ze X # 0, X # {Z} i X # {Y}. Poniewaz X jest zdegenerowana
podprzestrzenia odcinkowa, wiec jest jedno-elementowa. Zatem X jest podprzestrze-
nig rzutowa i z 3.21 mamy X = [Wy, Y] lub X = [Z, Wp]i. W takim razie albo
dim Z = k, albo dimY = k, albo dim Wy = k. Dwa pierwsze przypadki zostaly
wykluczone zalozeniem, wiec ostatecznie X = {Wj}.

(il) Zalézmy, ze X>° # (). Poniewaz podprzestrzen X jest zdegenerowana
iz 3.15 mamy X*° = [Z,Y] N Fims+1(W), wiec z (i) oraz zalozenia o niepusto-
sci X albo X = {Z}, albo X*° = {Y'}, albo X = {Wy}. W dwdch pierwszych
przypadkach podprzestrzen X bytaby jedno-elementowa i w konsekwencji mieliby-
$my X = () zgodnie z (3.14). Stad X*>° = {Wy}. O

Kolejny lemat jest zapowiedzia charakteryzacji rzutéw w przestrzeniach jezo-
wych. Jest to warunek konieczny na to, aby rzut w kracie £(V) wyznaczal rzut
w przestrzeni jezowej 2.

LEMAT 3.59. Niech F bedzie rzutem z odcinka [Z1,Y1] na [Za,Ya] w kracie £(V').
Jesli F wyznacza rzut w przestrzeni A oraz |Zy,Y1[ N Fim(W) # 0, to

F(Zl +(WQY1)) = Zg—l—(WﬂYg).



RozDzIAL 3. PRZESTRZEN JEZOWA 99

DowOD. Oznaczmy f := F|Fy (W), X; == [Z;,Y,]F oraz W; :== Z; + (W NY;).
7 3.57 obie podprzestrzenie X7, Xy sa albo rzutowe, albo nie sa rzutowe. Z uwagi na
fakt, ze f(X1) = A, obie podprzestrzenie X7, X5 sa jednoczesnie albo zdegenerowane,
albo nie.

Zacznijmy rozwazania od przypadku gdy podprzestrzen X jest zdegenerowana.
Zalozenie |Z1,Y1[ N Fim (W) # 0 méwi, ze Xy # 0, Xy # {Z} 1 X1 # {Y}. Zatem
z 3.58(i) mamy X} = {W;}. Poniewaz podprzestrzen X w tym wypadku musi by¢
réwniez jedno-elementowa jako obraz X przy rzucie f oraz Zo = F(Z1), Yo = F(Y7)
z 1.80, wigc Xo = {Ws} z 3.58(i). W rezultacie F'(W;) = Wh.

Jesdli X1, Xy sa niezdegenerowanymi podprzestrzeniami rzutowymi, to zgodnie
z 3.21 sg one postaci k-odcinkow X; = [W;, Yi|k, wzglednie X; = [Z;, W;], w zalez-
nosci od tego czy sa to «, czy w-odcinki. W obu przypadkach F(X;) = f(AX)) = Xs.
Poniewaz X jest niezdegenerowanym k-odcinkiem, zatem z uwagi na 2.13 zachodzi
zadana réwnoscé.

Jesli podprzestrzenie Xj, Xo nie sa rzutowe, to z 3.14 X # 0 i z 3.15 X
sa podprzestrzeniami odcinkowymi na H(2(). Z 3.54 mamy rzut f*> z Xf° na X5°
w przestrzeni jezowej H(2). Albo A7°, X5° sa jedno-elementowe i teze uzyskujemy
z 3.58(ii), albo X, X5° sa niezdegenerowanymi podprzestrzeniami rzutowymi i mo-
zemy powtorzy¢ rozumowanie przeprowadzone wcezedniej dla podprzestrzeni rzuto-
wych &, X, albo podprzestrzenie X7°, X5° nie sa rzutowe. W ostatnim przypadku
powtornie stosujemy operacje wyznaczania horyzontu dla podprzestrzeni odcinko-
wej, rozwazamy rzut (f°°)*° i aplikujemy rozumowanie dla podprzestrzeni nierzu-
towych X, Xy itd. Procedura zakonczy sie po maksymalnie my.x — m krokach. [

Z uwagi na 3.30(ii) i powyzszy lemat mamy

WNIOSEK 3.60. Slizg w a\w-waflu w kracie £(V) nie wyznacza rzutu w zadnej
przestrzeni jezowej.

W dalszej czesci udowodnimy twierdzenie odwrotne do 3.59. W tym celu be-
dziemy jednak potrzebowaé kilku dodatkowych faktéw o rzutach w przestrzeniach
jezowych.

STWIERDZENIE 3.61. Jesli f jest rzutem z podprzestrzeni odcinkowej X1 na pod-
przestrzen odcinkowqg Xo w A, to istnieje rzut F 2z X; na Xy w kracie L£(V) wyzna-
czajgey f. Jesli ponadto, Xy jest podprzestrzeniq semi-afiniczng lub rzutowq, to rzut
F jest dokiadnie jeden.

Dowo6D. Jedli &y = (), wtedy musi by¢ Ay = f(&1) = (0 i szukany rzut to F' = 0.
Jesli natomiast X3 = {U1}, to Xo = f(X1) = {Us} dla pewnego Uy, oraz X; = [U;, U]
z 3.23. Poniewaz Uy ~ Us, wiec szukany rzut F istnieje i jest doktadnie jeden. Dalej
zakladamy, ze X7, Xy sa niezdegenerowane.

Z definicji rzutu 3.46 mamy rzut Fy z odcinka X] = [Z1,Y1] na X) = [Za,Y3]
w kracie £(V) taki, ze

f=Fo|Fem(W) oraz f'=F | Frm(W). (3.49)

7 3.50 mamy
X, = 2, Yz, (3.50)

natomiast z 3.57 obie podprzestrzenie X1, X> sa tego samego typu. Zaczniemy od
znalezienia rzutu F' z X} na X, ktéry wyznacza f.
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Rozwazmy przypadek, gdy podprzestrzenie X, A5 nie sa rzutowe. W tej sytuacji
mamy X; = X! z (3.50) i 3.25, a wiec Fy jest rzutem z X na X,. Zatem bierzemy
lFZZZf%.

Gdy X, Xy sa podprzestrzeniami rzutowymi, to bez ograniczenia ogdélnosci mo-
zemy przyjac, ze sa to a-odcinki. Woéwczas X, = (W, Y]], gdzie W; = Z; + (W NY;),
zgodnie z (3.50) i 3.25. Zaobserwujmy, ze W; € X/. Rozwazmy odcinki &; := [W;, Y],
gdzie i = 1,2. Zauwazmy, ze & C X/ oraz z (3.50)

Ei N Froan(W) = Subg(&) = X = X! N Fipn(W). (3.51)

Z 3.59 mamy Fy(W;) = Wa i w konsekwencji Fy(€1) = 2, gdyz rzuty w kracie £(V)
sa izomorfizmami krat. Na mocy 1.83 obciecie F := Fy|&; jest rzutem z odcinka &
na & w kracie £(V).

Wykazemy, ze F' wyznacza f. Z (3.49) i (3.51) mamy

f ::Eb|}%ﬂn(vvj Zifb|ﬁqfw.7kﬂn(VV) :ZITLﬁknn(VV)

oraz

= Fy Y Fem(W) = Fy X5 0 Fron(W) = FHFp (W),

co z uwagi na definicje 3.46 oznacza, ze F wyznacza f.

Do wykazania pozostaje, ze F' jest jedynym takim rzutem przy zalozeniu, ze
X1, Xe sa semi-afiniczne lub rzutowe. Zaldézmy, ze Fj jest rzutem w kracie £(V)
wyznaczajacym f. Rzuty F, F spelniaja warunek

FU)=f(U)=F(U), dlawszystkich U € A). (3.52)

Jesli podprzestrzenie Xp, Xy sa rzutowe, to z 3.21 sg one postaci k-odcinkéw.
Stad rzuty F|X;, Fi|X; sa rzutami miedzy k-odcinkami w przestrzeni pekéw P,
nad ktora okreslona jest przestrzen jezowa 2. Z 2.14 oraz (3.52) mamy F = F].

W przypadku, gdy &1, Xs sa podprzestrzeniami semi-afinicznymi, to odpowiada-
jace im przestrzenie jezowe 20y, (por. 3.12) zgodnie z 3.18 i 3.19 sa przestrzeniami
liniowych uzupekien. Mozna wiec domknaé jednoznacznie 2; do przestrzeni pekéw,
B; nad ktéra A; jest okreslona (por. [13]).

Zgodnie z 3.52 i (3.48) mamy

F(g™) = f*(9™) = F1(9™).

Zauwazmy, ze f1 = fU f°, gdzie odwzorowania f i f°° traktujemy jako zbiory par,
jest jednoznacznie wyznaczona kolineacja miedzy rzutowymi domknieciami Cl(A;)
i Cl(A2). W nastepnym kroku, analogicznie mozemy rozwazaé fo = f1 U fi° jako
kolineacje C1(Cl(2(;)) na Cl(Cl(2(2)). Kontynuujac procedure rzutowego domykania
przestrzeni jezowej 2;, do momentu, gdy 2; rozszerzymy do przestrzeni pekéw J;,
uzyskamy jednoznacznie wyznaczong kolineacje f z 1 na P spelniajaca warunek

FU)=FfU)=FR(U), dlawszystkich U € Suby(X;).
W konsekwencji, z 2.14 uszykujemy F = F3. O

Jako wniosek z udowodnionego wtasnie twierdzenia oraz 3.59 zanotujmy

STWIERDZENIE 3.62. Jesli X1, Xo sqg niepustymi podprzestrzeniamsi odcinkowyms
w A 1 istnieje rzut z X1 na Xo w A, to podprzestrzenie X1, Xy sq wspolpekowe w .
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Dowobp. Niech X; = [Z;, Y] oraz W; := Z;+(WNY;). Skoro istnieje rzut f z X} na
Xo w2, to z 3.61 istnieje rzut F w £(V) z X na Xs wyznaczajacy f. Stad, odcinki
5(,71, Xs leza w pewnym peku G w £(V). Zgodnie z definicja peku podprzestrzeni
odcinkowych w 2, a mianowicie 3.33, musimy wykazaé, ze ;171, X’é e G.

Gdyby 1Z1,Y1[N Fim (W) = 0, to z niepustosci Xy, albo Xy = {Z;}, albo X =
{Y1}. W pierwszym przypadku X, = [Z1,Z1] z 3.23. Poniewaz f(Z)) = Zo, wiec
Z1, Zy sa elementami wlasciwymi prostej Z1, Zy i w konsekwencji (3.6) /?1, ?2 €G.
Analogicznie rozumuje sie gdy X; = {Y1}.

Mozemy zatem przyjaé, ze | Z1, Y1[N Fpm (W) # 0. Z uwagi na 3.25 oraz 3.57 do
rozwazenia sg trzy przypadki: X, = (W3, Y], X, = [Z;, W;] lub X, = [Z;,Y:]. WeZmy
U e X;. W kazdym z trzech przypadkow U, W7 € ;171, wiec UNWy ~ F(U N Wy).
Zatem, z 3.59 otrzymujemy

dim U N Wy = dim F(U N W;) = dim F(U) N Wa.

Po przeliczeniu wymiaréw, wykorzystujac fakt 3.10(i), uzyskujemy réwnosé

dim Trc Z; = dim Trc Zs. (3.53)
Podobnie U+ W; ~ F(U + W), skad w analogiczny sposéb jak wyzej otrzymujemy

dim Trc Y7 = dim Trc Ya. (3.54)
Z 3.11 Trc W; = Tre Y;, wiec z (3.54) mamy

dim Trc W7 = dim Trc Ws.
Stad oraz z (3.53), (3.54), 3.7 i (3.6) mamy X;, X5 € G, co nalezalo pokazad. O

Udowodnimy teraz ogélne kryterium na to kiedy rzut w kracie wyznacza rzut w
przestrzeni jezowe;j.

TWIERDZENIE 3.63. Niech G bedzie pekiem odcinkow w £(V') z ustalonym W,
odcinki [Z1,Y1), [Z2,Ya] bedg elementami G takimi, ze |Z1,Y1[N Frem(W) #0
i niech F bedzie rzutem z odcinka [Z1,Y1] na [Za,Y3]. Nastepujoce warunki sq
rownowazne:

(1) F(Z1+(WnNYy)) =2+ (WNYs),

(2) TrcU; = TrcUs wtw., gdy Trc F(Uy) = Tre F(Us) oraz CtrU; =
Ctr Uy wtw., gdy Ctr F(Uy) = Ctr F(Us) dla Uy, Us € [Z1,Y1],
(3) F wyznacza rzut w przestrzeni jezowej 2.

Uwaga. Wszystkie implikacje z wyjatkiem (3) = (1),(2) pozostaja praw-
dziwe przy stabszym zalozeniu [Z1,Y1]r # 0 zamiast |Z1, Y1[ N Fp (W) # 0.

Dow6D. Oznaczmy f = F|Fpm(W), g = FYFm(W), X; = [Z;,Yi]F oraz
W; = Z; + (W NY;). Zauwazmy, ze W; € [Z;,Y;], ponadto z modularnosci kraty
L£(V) mamy W, = (Z; + W)NY,.

(1) = (2):



RozDzIAL 3. PRZESTRZEN JEZOWA 102

Wezmy Uy, U, € [Z1, Y1] i zalézmy, ze Trc Uy = Trc Us. Na mocy 3.10(ii) mamy
UiNWy = UyNW. Z zalozenia, ze F(W;) = Wy oraz faktu, ze F jest izomorfizmem
krat (por. 1.78) otrzymujemy

F(Ul)ﬂWQZF(Ul)ﬂF(Wl):F(Ulﬂwl):F(U2ﬂW1):
= F(Us) N F(W1) = F(Uz) N Wh.

Zatem z 3.10(ii) mamy Trc F(U;) = Trc F(Uz). Pokazalismy, ze jesli Slady elemen-
tow Uy, Uy s takie same to, réwniez Slady ich obrazow przy rzucie F' sa takie same.
Gdy wiec za F wezmiemy F~!, ktére tez jest rzutem, to otrzymamy implikacje
odwrotna w dowodzonej réwnowaznosci.

Dla Ctr Uy, Ctr Uy rozumowanie jest dualne.

(2) = (1):

Z 3.11 mamy TrcW; = TrcYi, zatem zgodnie z warunkiem (2) Trc F(W;) =
Trc F(Y1), co z kolei dzigki 3.10(ii) daje F(Wh) N Wy = F(Y7) N Wa. Stad, jesli
uwzglednimy 1.80 otrzymamy

F(Wl)ﬂWQ:F(Yl)ﬂWQZYgﬁWQZWQ,

co oznacza, ze Wy C F(W7).

Poniewaz na podstawie 3.11 mamy Ctr W = Ctr Z;, wiec z (2) uzyskujemy
Ctr F(Wy) = Ctr F(Z;). Teraz z 3.10(iii)) mamy F (W) + Wy = F(Z1) + Wa, co
z uwagi na 1.80 daje

FWh) + Wy = F(Z1) + Wy = Zy + Wo = Wh.

Zatem F(W7) C Ws i w rezultacie F'(W7) = Wh.
(1) = (3):
Zalozenie méwi, ze F(Wp) = Wy, Zgodnie z 3.49 do wykazania sa inkluzje

rg(f),18(9) S Freym(W).

Poniewaz dm(f) = X1 # (), wezmy wiec Uy € dm(f) i oznaczmy U, := F(Uy).
Mamy wiec Uy € Xy 1 Uy € [Za,Y5s]. Z okreslenia rzutu Uy ~ Us, zatem dim Uy = k.
Poniewaz F' jest izomorfizmem krat, wiec

FUinWy) = F({Uy)NFWy) = U N Wa.
Stad i z okredlenia rzutu wynika, ze Uy N W7 ~ Us N W, skad otrzymujemy réwnoéé
dim U; N Wy = dim Us N Wa. (3.55)
Korzystajac z 3.10(i) uzyskujemy U; N W; = Z; + (U; "W). Zatem
dim(U; N W;) = dim Z; + dim Tre U; —dim(Z; NU; N W) =
dim Z; 4+ dim Trc U; — dim Trc Z;.

Podstawiajac do (3.55) i uwzgledniajac, ze Z; ~ Zs, czyli dim Z; = dim Zs, otrzy-
mujemy réwnanie

m — dim Trc Z; = dim Trc Uy — dim Trc Zs. (3.56)

Z zalozenia odcinki [Z;,Y;] sa nieosobliwe w peku G, wiec albo Z; = Zj, albo

Z1, 2> sa elementami wlasciwymi na prostej Z7,Z3. W obu przypadkach mamy
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Trc Zy ~ Trc Zy zgodnie z 3.2 1 3.1(vi). Zatem (3.56) daje dim TrcUs = m, co
oznacza, ze Uy € Fppm(W). Ponadto Uy = F(Uy) = f(Uy), zatem Uy € rg(f).
Z dowolnosci wyboru Uy mamy rg(f) € Fpm(W).

Odwzorowaniu F~! przystuguja te same wiasnoéci co rzutowi F, wiec rozumujac
analogicznie mozna wykazac, ze rg(g) C Fpm(W).

(3) = (1):

Bezposredni wniosek z 3.59. O

Zwréémy uwage na zwiazek jaki wystepuje pomiedzy odcinkiem [Z7,Y7], na
ktéorym okredlony jest rzut F', a przestrzenia jezowa A w powyzszym twierdzeniu.
Oto6z, twierdzenie 3.63 mozna odczytaé¢ w ten sposob, ze jesli rzut F wyznacza
rzut w pewnej przestrzeni jezowej, to wyznacza rzuty we wszystkich przestrzeniach
jezowych ktérych uniwersa kroja sie z odcinkiem otwartym |Z7, Y1[ niepusto. Jest to
konsekwencja faktu, ze warunki (1) i (2) nie zaleza od wyboru przestrzeni jezowej.

Inny, istotny wniosek jaki plynie z 3.63 to

LEMAT 3.64. Niech G bedzie pekiem odcinkéw w L£(V) z ustalonym W, odcinki
X, = [Z,Yi] (i = 1,2) bedq elementami G takimi, ze [Z1,Y1]r # 0 oraz niech F
bedzie rzutem z odcinka X1 na Xo. Jesli X1, Xy lezg w peku wlasciwym i

Z1+(WQY1):Z2—|—(WQY2),

lub Xy, Xy lezg w waflu, ale nie a\w-waflu, to rzut F' wyznacza rzut w przestrzeni
jezowe; 2.
DowoODp. Niech W; := Z;+(WnNY;). Jesli Xy, X leza w peku wlasciwym, i Wy = W,
to Wy € X1 N Ay, z uwagi na to, ze W; € X;. Zatem F(W7) = W1 = Wa iz 3.63 rzut
F wyznacza rzut w przestrzeni jezowej 2.

Jedli natomiast Xy, Xy leza w waflu, to F' jest lizgiem i z 3.30 mamy Wy ~ Wa.
Zatem F(Wy) = Ws iz 3.63 rzut F wyznacza rzut w przestrzeni jezowej 2. O

Przyjrzyjmy sie doktadniej pekowi wlasciwemu i uogdlnionemu rzutowi srodko-
wemu miedzy jego elementami.

LEMAT 3.65. Niech G bedzie pekiem odcinkéw w £(V) z ustalonym W, odcinki
X; = [Z,Y;] (i = 1,2,3) bedg elementami G takimi, e [Z1,Y1]r # 0 oraz niech
F= ¥§1’ gdzie Y C Xs. Jesli Zs+ (W NYs) €, to F wyznacza rzut w przestrzeni
jez’owef%l.

DowoOD. Jesli odcinki X7, Xy sa elementami nieosobliwymi peku wlasciwego G, to
zgodnie z 3.28 i 3.29 elementy W; sa albo réwne, albo sasiednie w zaleznosci od
rodzaju peku. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze G jest typu gwiazda, czyli G =
{Z}Xq dla pewnej prostej g w kracie £(V'). Gdy ¢ jest a-prosta lub prosta afiniczna,
to Wp = Wy i tak jak to zostalo powiedziane w 3.64 wszystkie rzuty z A7 na X,
w kracie £(V) wyznaczaja rzuty we wszystkich przestrzeniach jezowych, ktérych
uniwersa krojg sie niepusto z Xj.

W przypadku gdy q jest w-prosta, to z 3.2 mamy G = Giz3.29 wszystkie
elementy postaci Z+ (WNY), gdzie [Z,Y] € G, leza na jednej prostej p. Zauwazmy,
ze jeSli wezmiemy dowolny rzut F = %i, gdzie Y C X3 = [Z,Y3], to element
W3 = Z + (W N Ys) réwniez lezy na prostej p. Zatem, jesli W3 € ), to zgodnie
z okresleniem uogélnionego rzutu srodkowego w kracie £(V'), mamy F (W) = Wa,
a co za tym idzie z uwagi na 3.63, rzut F' wyznacza rzut w 2. U
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Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.

TWIERDZENIE 3.66. Niech G bedzie pekiem odcinkéw w £(V) z ustalonym
elementem W, odcinki X; = [Z;,Y;] (i = 1,2) bedg elementami G takimi, ze
121, 1[N Fien (W) # 0 i niech F bedzie rzutem z odcinka Xy na Xa. Rzut F
wyznacza Tzut w przestrzens A wiw., gdy

(i) X1, Xy lezg w waflu rézZnym od o\w-wafla, albo
(il) Xy, Xy lezg w peku wlasciwym G i spelniony jest jeden z warunkdw:
(@) Z1+(WnNY)=2Z2+(WnYs),

(b) F = {gl dla pewnych odcinkéw Y, X3 takich, ze Y C X3 € G oraz
2
Zs+(WnNYs)e).

DowOD. Oznaczmy W, := Z; + (W NY;).

=: 7 definicji rzutu w kracie £(V') albo &, X3 leza w waflu i z 3.60 spelnione
jest (i), albo w peku wlasciwym G. Bez ograniczenia ogélnosci mozemy przyjaé, ze
G jest typu gwiazda, to znaczy G = {Z} K q. Wéwczas F = ¥§1 dla pewnych Y, X3
takich, ze Y C X3 € G. Jesli ¢ jest a-prosta lub prosta aﬁnicz2n@, to z 3.29 mamy
W1 = Wy czyli prawdziwe jest (a). Jesli natomiast ¢ jest w-prosta, to zauwazmy, ze
G=Gz32i(3.6),az3.29 zbiér

W={Z+WnY): [ZY] G}

jest prosta. Skoro rzut F wyznacza rzut w 2, to z 3.59 mamy F'(W;) = Ws. Na mocy
definicji uogdlnionego rzutu srodkowego 1.76 oznacza to, ze prosta przez Wy, Wa,
czyli W, przecina ). Zatem W3 € Y i spelnione jest (b).

<: Bezposredni wniosek z 3.64 oraz 3.65. O

W ten sposob uzyskaliSmy odpowiedZ na postawione wcze$niej pytanie o kryte-
ria jakie muszg spelnia¢ podprzestrzenie odcinkowe, aby istnial miedzy nimi rzut
w przestrzeni jezowej.

Jak sie okazuje typ prostej wierzchotkéw i prostej podstaw odcinkéw lezacych
w peku w decydujacy sposéb wplywa na $lady i koslady punktéw i ich obrazéw przy
rzucie w tym peku.

STWIERDZENIE 3.67. Niech F bedzie rzutem z odcinka X1 na Xy w £(V).
(i) Jesli Y1 # Y, i TrcYy = TreYa, to dla U € Xy mamy TrcU = Tre F(U).

(i) Jesli Zy # Zy i Ctr Z1 = Ctr Zs, to dla U € X1 mamy Ctr U = Ctr F(U).
W obu przypadkach F wyznacza rzut w przestrzeni 2 o ile X1 N Fim(W) # 0.

DowoOp. (i) Niech U € X;. Jedli F' =id, to F(U) = U, a zatem TrcU = Trc F(U).

Zal6zmy wiec, ze F' # id. Rozwazmy odcinek & = [U, Y1] i oznaczmy & = F(&;).
7 1.83 mamy albo & = &, albo &1, &> jest pekiem odcinkéw i F}(El) rzutem z €1 na
&y. Zatem zgodnie z 1.80 mamy & = [F(U), F(Y1)]. Poniewaz F jest rzutem z X}
na Xa, wiec z 1.80 mamy F (Y1) = Ya, a wigc & = [F(U), Ya]. Z 3.9(ii) i z zalozenia
TrcY; = Tre Yy mamy TrcU = Tre F(U).
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Teraz rozwazmy U € X; N F (W), Poniewaz F(U) ~ U i dimU = k, wiec
dim F'(U) = k. Z udowodnionej wyzej wlasnosci F' mamy dim Trc F'(U) = m, zatem
F(U) € Fim(W) i w rezultacie 1g(F|Fim(W)) C Fim(W). Wynik ten mozemy
zaaplikowaé w stosunku do rzutu F~! i dostaniemy rg(F = Fpm(W)) C Fm(W).
Dlatego tez, zgodnie z 3.49 rzut F wyznacza rzut w 2, co bylo do okazania.

(ii) Dualnie do (i). O

Przedstawimy teraz przyklady rzutéw kratowych wyznaczajacych rzuty w prze-
strzeniach jezowych. Bierzemy pod uwage wszystkie mozliwe typy pekéw (por. tab.
3.13). Przestrzen jezowa w jakiej te rzuty rozpatrujemy to przestrzen pekéw pro-
stych w tréjwymiarowej przestrzeni rzutowej z usunieta podprzestrzenia W, czyli
Ao = Ago(V, W), gdzie dim V' = 4. Przyjmujemy standardowe oznaczenia: [Z;, Y]]
sa wspOlpekowymi odcinkami kraty wyznaczajacymi podprzestrzenie X; = [Z;, Y]
w Ao, Wi = Z; + (W NY;), C jest érodkiem rzutu w przypadku rzutéw srodkowych.

Ys Ys

W:

Y = w; v 2

Y, Y3 Y1 Y3
Wi
c W; =C
U W L
F(U)
z U z

Rysunek 3.14: Rzut w peku typu pt\a Rysunek 3.15: Rzut w peku typu pt\w

Y2

Yy c Y3
W3
F(U)

W /

Wy =Wy =2

Rysunek 3.16: Rzut w peku typu pt\af

Rysunek 3.17: Rzut w peku typu o\pt
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Rysunek 3.18: Rzut w peku typu w\pt

Y1

Zy

Wi

!

Rysunek 3.19:

Yy

Zy

Rzut w peku typu af\pt

v’

W3
Wi

F(U)

Y3

Ya

z! Z3

2

Rysunek 3.20: Rzut w peku typu o\«

F(U)

Y3

Wa

Yo

= W3

N

— 2,

Y1

y-/
Y3

Yo

Z3 = W3

Z!" — W

Zy =W,

/Z-g:Wg

Rysunek 3.21: Rzut w peku typu a\af Rysunek 3.22: Rzut w peku typu w\w
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Y3 Yo
U F(U) F(U)
Y, Yo Y1 Y3
U /7
Q Y
W -
Wa
W = W5
W e k‘ Wi
/‘Z'3 “w, /22
Z// Z2 Z// Z3
Z1 Z1

Rysunek 3.23: Rzut w peku typu af\w Rysunek 3.24: Rzut w peku typu af\af

Mozemy teraz zebra¢ uzyskane wyniki dotyczace rzutéw w przestrzeniach jezo-
wych w tabeli, analogicznie jak to zrobiliémy w przypadku pekéw podprzestrzeni
odcinkowych (por. tab. 3.13).

¢\n pt « w af

pt X tak, por. 3.67 | gdy F(Wy) =W, | tak, por. 3.67
w tak, por. 3.67 X tak, por. 3.67 X

a | gdy F(Wp) =W, | tak, por. 3.67 brak, por. 3.60 tak, por. 3.64
af tak, por. 3.67 X tak, por. 3.64 tak, por. 3.64

Tabela 3.14: Zestawienie mozliwosci obcinania rzutéw w przestrzeni jezowej 2 wy-
znaczonych przez rzut F' w kracie £(V'), ze wzgledu na peki podprzestrzeni odcin-
kowych w L.

Na podstawie dokonanej analizy rzutéw w przestrzeniach jezowych nasuwa sie
nastepujacy wniosek: aby rzut F' okreslony w kracie £(V) wyznaczal rzut w prze-
strzeni jezowej musi by¢ rzutem z odcinka nieosobliwego, na odcinek nieosobliwy
w peku odcinkéw w £(V'), nie moze by¢ Slizgiem w o\w-waflu, a w pekach typu o/\pt
oraz pt\w obrazem W przy F musi by¢ Wy. W przypadku uogélnionego rzutu $rod-
kowego nie naklada sie zadnego ograniczenia na srodek rzutu. W szczegélnosci moze
on leze¢ w odcinku osobliwym peku odcinkéw kraty. Zwroémy uwage na fakt, ze
zgodnie z tabela 3.14 w pekach typu af\n oraz (\af, czyli w tych pekach gdzie
wystepuja odcinki osobliwe, wszystkie rzuty kratowe F' wyznaczaja rzuty w prze-
strzeni jezowej. Natomiast w przypadku pekéw a\pt, pt\w, gdzie na rzut F naklada
sie dodatkowe wymagania aby wyznaczal rzut w przestrzeni 2, nie ma odcinkéw
osobliwych. Tak wiec to, czy uogélniony rzut érodkowy F' w kracie wyznacza rzut
w przestrzeni jezowej, nie zalezy od tego czy Srodek rzutu F' wybierzemy w odcinku
osobliwym, czy tez nie. Decyduja o tym inne wtasnosci rzutu F' i peku, na ktérym
jest okreslony.
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3.6.1 Rzuty w przestrzeni sladow i kosladéw

Tak jak w [19] przestrzeni jezowej 2 przyporzadkowujemy przestrzen Sladéw Trc %A,
ktéra jest przestrzenig pekéw o zbiorze punktéw Tre(Fy ., (W)) oraz przestrzen ko-
Sladow Ctr 2, ktéra jest przestrzenia pekéw o zbiorze punktéw Ctr(Fy, ., (W)). Zgod-
nie z [19] mamy TrcA = P, (W) oraz Ctr A = Py,_,,,(V/W).

Kilkakrotnie odwotujemy sie do pewnej wtasnosci srodka uogélnionego rzutu
srodkowego, ktérej dowdd teraz przedstawimy.

LEMAT 3.68. Niech X; = [Z;,Y;] (i = 1,2) bedq réznymi odcinkami lezgcymi w pe-
ku G w kracie £(V') z ustalonym W i niech F bedzie uogdlnionym rzutem Srodkowym
X
z X1 na Xy takim, ze F = %%1 dla pewnego odcinka Y, oraz F(Wy) = Wa, gdzie
2
Wi:Zi‘l-(WﬁYi).
(i) Jesli G jest typu pt\w, to Y = [C,Y3] i Trc Z < TrcC.
(i) Jesli G jest typu a\pt, to Y = [Z3,C] i CtrC < CtrY.
DowoOD. (i) Z zalozenia G = {Z}Kgq, gdzie Z = Z; = Zs, a q jest w-prosta w kracie
£(V). Poniewaz X; # X, wiec z 3.2 mamy
TrcYy # TreYs, 1 TreYp ~ TreYs. (3.57)

Z 1.75(1) mamy Y = [C,Ys] dla pewnych C, Y3 takich, ze Z < C, Y3 € q oraz C,Y’
uzupelniaja sie w odcinku [Z, Y3]. Z zalozenia F(W;) = Wy i (1.57) prawdziwa jest
rownoscé

(Z+(WNnY)+C)NYe=Z+ (WNYa).
Po dodaniu do obu stron C' + (W NY7) otrzymujemy

C+WnY))=C+(Wnh)+(WnNYs),

a stad
WNY,CC+ (WnNY).

Po pomnozeniu obu stron przez W, z modularnosci dostaniemy
WNY,C(C+(WnNY))NW =(WnNYy)+ (CNW). (3.58)

Poniewaz Z < C, wiec z 1.1 mamy ZNW < CNW. Gdyby ZNW =CnNW, to

(WnNY1)+([CNW)=WnY;iz (3.58) mielibySmy WNY, C W NYi, ale z (3.57)

i 1.10 uzyskalibySmy sprzecznosé. Zatem Z NW < C N W, co bylo do okazania.
(ii) Dowéd przebiega dualnie. O

Niech X,Y beda podzbiorami elementéw kraty £(V') z ustalonym W i niech
F: X — Y bedzie odwzorowaniem takim, ze dla Uy, Us € X zachodzi

jesli Trc Uy = Trc Us, to Trc F(Uy) = Tre F(Us). (3.59)

Odwzorowanie F' indukuje odwzorowanie Fry.: Trc X — TrcY dane nastepujaca
formuta
Frye(TrceU) = Trc F(U) dla U € X. (3.60)

Analogicznie jesli odwzorowanie F' spelnia warunek

jesli CtrU; = Ctr U, to Ctr F(Uy) = Ctr F(Us), (3.61)
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dla Uy, Us € X, to indukuje ono odwzorowanie Fry,: Ctr X — CtrY dane formulg
Fo(TreU) = Ctr F(U) dla U € X. (3.62)
Dla quasi-peku odcinkéw G w kracie £(V) z ustalonym W piszemy

TrcG = {Trc X: X € G}, (3.63)
CtrG={Ctr X: X € G}. (3.64)

TWIERDZENIE 3.69. Niech G bedzie pekiem odcinkéw w £(V') z ustalonym W,
X1, Xe € G i niech F bedzie rzutem z odcinka X1 na Xo. Nastepujgce warunki
$q rownowazne:

(1) Fr i Foy sq bijekcjami,

(2) dla k,m takich, ze |Z1,Y1[NFrpm(W) # 0, gdzie X\ = [Z1,Y1]F, r2ut
F wyznacza rzut w przestrzeni jezowej Ay, (V,W).
Gdy spelniony jest warunek (2) oraz Trc Xy # TrcXs, to Fr. jest rzutem
w L£(V), jesli natomiast Trec Xy = Trc Xa, to Frye jest permutacjqg. Podobnie, gdy
spelniony jest warunek (2) oraz Ctr Xy # Ctr Xy, to Foyy jest rzutem w £(V),
jesli Ctr X1 = Ctr Xy, to Foy jest permutaciq.

DowOD. Niech X; = [Zi,Y;'], pi= 21,49, q :=Y1,Ys.

(1) = (2):

Zgodnie z zalozeniem Fry. jest bijekcja, zatem rownosé Trc U; = Tre Us rowno-
wazna jest rownosci Frpye(Trc Uy) = Frye(Tre Us). Z uwagi na (3.60) ostatnia réwnosé
réwnowazna jest Trc F'(Uy) = Tre F(Us).

Analogicznie wykazaé¢ mozna réwnowaznosé réwnosci Ctr Uy = Ctr Uy z réwno-
Scig Ctr F(Uy) = Ctr F(Uz). W ten spos6b pokazaliémy, ze prawdziwy jest warunek
(2) w 3.63, co kofczy rozumowanie.

(2) = (1):

Bezposredni wniosek z 3.63.

Teraz zalézmy, ze spelniony jest warunek (2). Zatem Fry. jest bijekcja tak jak
wykazaliémy wyzej oraz

TrcU ~ Tre F(U) dla kazdego 9U € Aj. (3.65)

Jesli F' jest uogélnionym rzutem $rodkowym takim, ze F' = {g;, to zgodnie z okresle-
niem tego rzutu (por. 1.76 1 (1.57)) albo U € X’ i wtedy U = F(U), albo U € X1\ X’
i istnieje Uy € Y takie, ze U, F(U), Uy leza na jednej prostej, powiedzmy h. Zauwaz-
my, ze w ostatnim przypadku TrcUy € Trc)Y N Trch. Zatem z 3.2 niezaleznie od
typu prostej h prawdziwe jest stwierdzenie

TrcU = Tre F(U) lub TreU, Tre F(U) NTre) # (0 dla kazdego U € X;. (3.66)

Zgodnie z zalozeniem, ze odcinki [Z;,Y;] sa nieosobliwe w G, jesli p jest prosta,
to Z1,Z5 sa jej elementami wiasciwymi. Podobnie, gdy ¢ jest prosta, to Y7, Y2 sa
jej elementami wlasciwymi. W przypadku, gdy ¢ jest a-prosta lub prosta afiniczna,
to Y7 # Y5 i jednoczeénie z 3.2 mamy TrcY; = TrcYs. Zatem z 3.67(i) wynika, ze
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TrcU = Trc F(U) dlaU € dm(F). Zgodnie z (3.60) mamy wiec TrcU = Fryo(TrcU)
dla kazdego U € dm(F'), co oznacza, ze Fry = id.

Z uwagi na zalozenie, ze F' wyznacza rzuty w przestrzeniach jezowych i 3.60 do
rozwazenia pozostaja nastepujace typy peku G:

(a
(b

(c

) pt\w — |p| =11 q jest w-prosta,
)
)
(d) a\pt — p jest a-prosta i |q| =1,
)
)

w\w — p 1 g sa w-prostymi,

af\w — p jest prosta afiniczna i g jest w-prosta,

e) w\pt — p jest w-prosta i |¢| =1,

(
(f) af\pt — p jest prosta afiniczna i |¢| = 1.

Jesli Trc X = Trc Xy, to Frye jest permutacja, gdyz Fry. jest bijekcja oraz
dm(Fry) = Tre Xy = rg(Frye)-

Mozemy w takim razie dalej zatozyé, ze Trc Xy # Trc Xy, skad Xy # Xs.

W przypadku (a) zauwazmy, ze TrcG = {Trc Z} K Treq, gdzie Z = Zy = Z
oraz Trcq jest w-prosta z 3.2. Zatem TrcG jest pekiem wlasciwym. Z 3.68(i) dla
F istnieje odcinek ) taki, ze F = %32, Y = [C,Y3] 1 TrcZ < TreC. Zauwaz-
my, ze TrcY’ < TrcYs, gdyz Treq jest prosta. Poniewaz Tre X' = [Trc Z, Tre Y']
oraz Trc) = [Trc C, Tre Y3], wigc odcinki Tre X7, Trc Y sa kowymiaru 1 w odcinku
Tre X3 = [Tre Z, Tre Y3). Z 1.75(1) mamy C NY’' = Z, skad TreC N TreY' = Tre Z.

Zgodnie z 1.23 odcinki Trc X', Trc Y sg komplementarne, kowymiaru 1 w odcinku
Trc X3, wiec Fy := ﬁéggl jest uogdlnionym rzutem srodkowym w kracie £(V). Na
mocy (3.66) mamy Fry. - .

W przypadku (b) pek G jest waflem. Z uwagi na 3.2 Trc G jest quasi-pekiem.
Zauwazmy jednak, ze Z’NY’' = Z' z 1.41. Po obustronnym pomnozeniu tej réwnosci

przez W otrzymujemy
TrceZ' NTecY =Z2"NWNY NW=2Z'"0W =TrcZ,

wiec Trc G jest waflem zgodnie z 1.41. Z (3.65) odwzorowanie Fry. jest Slizgiem.

W przypadku (c) z 3.2 i 3.1(vi) mamy Trcp = [Trc Z', Trc Z”], przy czym
TrcZ' = TrcZy = TreZsy, TrceZ” = Trep™® i Trep jest lancuchem dlugodei 1.
Ponadto Trcq jest w-prosta. Poniewaz Trc Z' C Trc Z” C TrcYy, gdzie Yy jest ele-
mentem na prostej ¢, takim ze G® = [p>,Yp]. Zatem Trc G = {Trc Z’} W Trcq jest
pekiem wlasciwym typu gwiazda. Zauwazmy, ze Trc(G™®) = [Trc Z”, Trc Yy| oraz
Tre Z' < Tre Z”. Stad Tre(G™) jest kowymiaru 1 w odcinku [Tre Z/, Tre Yp]. Z 1.26
i1.14(1) mamy

ﬂTrcG = Trc X1 N Tre Xy = [Tre Zy + Tre Zo, Tre Yy N Tre Y| = [Tre Z/, Tre Y.

Stad odcinek (Trc G jest kowymiaru 1 w odcinku [Tre Z’, Tre Yy, gdyz Trcq jest
prosta i Trc Y’ < TrcYy. Poniewaz Z"NY’' = Z' 2 1.41, wiec Trc Z"'NTrc Y’ = Tre Z'

i z 1.23 odcinki (| Trc G i Tre(G™) sa komplementarne, kowymiaru 1 w odcinku
Trc X
[Tre Z', Tre Y. Zatem Fy := h;c(f’o) jest uogdlnionym rzutem srodkowym.
c Xy
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Poniewaz w tym wypadku F' jest §lizgiem, wiec dla kazdego U € A) istnieje
element Uy € G* taki, ze U, F(U), Uy leza na jednej prostej h. Jesli h jest a-prosta
lub prosta afiniczna, to z 3.2, 3.1(vi) i (3.65) mamy TrcU = Trc F(U) € N TrcG.
W konsekwencji Fry(U) = TrcU = Fy(TrcU). Gdy natomiast h jest w-prosta, to
z 3.2 réwniez Trc h jest prosta. Zatem Trc U, Trc F'(U) i Trc Uy leza na jednej prostej
Trch oraz Trc Uy € Tre(G™), stad Fry(U) = Fo(TrcU).

W sytuacji (d) i (f) mamy Trc Xy = Trc Xy wiec Frye jest permutacja.

W przypadku (e) pek G jest pekiem wlasciwym typu ukltad, czyli Y1 =Y, =Y,
a rzut F' jest uogdlnionym rzutem $rodkowym. Zgodnie z 1.75(ii) F = %Z, gdzie
YV=125C),Z3CC<Y,CNnNZ"=2731C+ Z" =Y. Jedli do obu stron ostatniej
réwnosci dodamy W dostaniemy

C+W+Z"+W=Y +W.

Poniewaz p jest tutaj w-prosta, wigc zgodnie z 3.2 CtrZ; = CtrZy = Ctr Z”.
Stad w powyzszej réwnosci, jesli uwzglednimy fakt, ze Ctr Z” = Ctr Z3 C CtrC
otrzymamy

CtrC = CtrY. (3.67)

Z uwagi na to, ze C' < 'Y mamy TrcC < Trc Y. Gdyby Trc C = Trc Y, to po dodaniu
C' do obu stron tej réwnosci z modularnosci kraty i (3.67) dostaniemy

C=C+WnY)=C+W)NY =Y +W)NY =Y,

co przeczy C' < Y. Tak wiec TrcC' < TrcY. Ponadto mamy TrcZ3 < Trc Z”,
gdyz z 3.2 Trep jest prosta. Zatem odcinki Tre X' = [Trc Z”, Tre Y] oraz Trc)' =
[Trc Z3, Trc C sa kowymiaru 1 w odcinku Trc X5 = [Trc Z3, Tre Y. Jesli obie strony
réwnosci C N Z" = Zz pomnozymy przez W, to otrzymamy TrcC N TrcZ” =
Trc Z3, co z 1.23 oznacza, ze odcinki Trc X’ i Trc ) sg komplementarne, kowymiaru
1 w odcinku Trc X3. Ta obserwacja pozwala rozwazaé¢ uogdllniony rzut $rodkowy
Fy = {%Egl Z (3.65) mamy Fry.. = Fp.

Dla FC; dowodd przebiega dualnie. O

Niemal bezposrednio z 3.69 wynika, ze rzut F' w kracie £(V) wyznacza rzut
w przestrzeni jezowej A wtw., gdy Fry. wyznacza rzut w przestrzeni sladéw i Foy,
wyznacza rzut w przestrzeni kosladéw. Aby sprecyzowaé ten fakt udowodnimy naj-
pierw nastepujacy lemat.

LEMAT 3.70. Jesli X = [Z,Y]r £ 0 , to
(i) TrcX = [Trc Z, Trc Y]y,

(ii) CtrX = [CtrZ,CtrYly.

Dowob. (i) C: Prawdziwo$¢ inkluzji wynika z 1.52 oraz faktu, ze X jest zbiorem
tych elementéw odcinka [Z, Y], ktérych §lady maja wysokosé m.

D: Niech Q € [Trc Z, Trc Y]y, i niech Wy = Z + (W NY). Z zalozenia, ze X # ()
mamy Z C Y istad Wy € [Z,Y]. Mozemy rozwazaé¢ uzupelnienie U elementu W)
wzgledem odcinka [Z,Y]. Element U spelnia warunki

(a) Z=UnNnW,, (b) Y =U+ W (3.68)
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Zgodnie z przyjetymi w (3.16) i (3.17) oznaczeniami mamy
dim Wy = z +my — m.,
skad razem z (3.68)
y =dim(U + Wy) = dimU + dim Wy — dim(U N Wy) = dim U + my — m.,
a wiec
dimU =y —my +m..

Z zalozenia o niepustosci X mamy z < k <y, m, < m < my oraz d, < d < d.
Stad
z2<k—-—m+m,<y—my+m,=dimU.

W odcinku [Z,U] mozemy zatem wybraé¢ element Uy o wysoko$ci k — m + m.
Z (3.68)(a) po obustronnym wymnozeniu przez W otrzymamy ZNW = UNWyNW.
Z 3.11 mamy WoyNn'W =Y, wiec

ZNW=UNYNW=UnNW.

Stad
ZNW CUNWCUNW=2ZnW,

co oznacza, ze Trc Z = TrcUy. Poniewaz QQ C W, wiec
QNUp=QnNnWnNUy=QNTrcZ = Trc Z.
Zatem
dmQ +Uy=dim@Q +dimUy —dimQNUy=m-+k—m+m, —m, = k.
Z modularnodci kraty £(V') oraz faktu, ze Q C W mamy
Tre(Q +Up) = (Q+Up) NW =Q+ (UsNW)=Q+TrcZ =Q,

co oznacza, ze Q + Uy € X oraz Tre(Q + Upy) = @, wiec inkluzja jest prawdziwa.
(ii) Dualnie do (i). O

TWIERDZENIE 3.71. Niech F bedzie rzutem z odcinka [Z1,Y1] na odcinek
[Z2,Y2] w kracie £(V) i niech X; = [Z;,Yilr, 121, V1] 0 Fem(W) # 0,
Tre([Z1,Y1]) # Tre([Z2,Ys]) oraz Ctr([Z1,Y1]) # Ctr([Za, Ya]). Reut F wy-
znacza rzut f oz X1 na Xo w przestrzeni jezowej A wtw., gdy spetnione sqg dwa
warunki

(1) Frye jest rzutem w £(V) wyznaczajgeym rzut frve z Tre(X1) na Tre(Xs)
w przestrzeni Sladow Tre(A) oraz

(il) Fer jest rzutem w £(V') wyznaczajgeym rzut foy 2 Ctr(Xy) na Ctr(Xs)
w przestrzeni kosladow Ctr(2A).
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DowOD. =: Zalézmy, ze rzut F wyznacza rzut f z X na Xo w przestrzeni jezo-
wej . Na mocy 3.63 i 3.69 Fry. jest rzutem. Poniewaz Fry. jest odwzorowaniem
Tre([Z1,Y1]) na Tre([Z2,Y2]), wiee jest rzutem w kracie £(W). Zatem, zgodnie

z 2.11 rzut Fr. wyznacza rzut frv. z Sub,, (Trc([Zl,Yl])) na Sub,, (Trc([Zg, Yg]))
w przestrzeni §ladéw Tre(2A) = P, (W). Z 1.52 i 3.70 mamy

Sub,, (Trc([Z,-, YZ])) = [Trc Z;, Tre Yyl = Tre X;.

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla Foy;.
< : Poniewaz w tym wypadku Fry. i Fcyr sa bijekcjami, wiec dowdd jest zakon-
czony 7z uwagi na 3.69. ]

3.6.2 Rzuty miedzy rzutowymi i afinicznymi podprzestrzeniami
odcinkowymi

W tej sekcji dokladniej zbadane zostang rzuty w przestrzeni jezowej pomiedzy pod-
przestrzeniami rzutowymi i afinicznymi. Zaczniemy od wprowadzenia nowego poje-
cia.

Moéwimy, ze odcinek X kraty £(V) wyznacza zbidr kierunkowy dla przestrzeni
jezowej A, gdy przekrdj X z uniwersum 2A jest pusty i jednoczesnie przekrédj X
z uniwersum horyzontu H(2l) jest niepusty.

LEMAT 3.72. Jesli odcinek X = [Z,Y] kraty £(V') wyznacza zbior kierunkowy dla
A, todimTrceZ =m+ 1 lub dimCtrY =d — 1, gdzie d =k +dim W — m.

DowOD. Stosujemy oznaczenia (3.16), (3.17) i (3.19). Zakladamy, ze
(@) XNFpm(W)=10 oraz (b) X N Fimir1 (W) # 0.

Mozemy skorzystaé z analizy podprzestrzeni odcinkowych przeprowadzonej na stro-
nach 72-73. Tak wiec zgodnie z 3.23 oraz (a) mamy: m < m, lubm, <mlubd < d,
lub d, < d. Jednoczeénie z 3.23 i (b) mamy

m 7
Y (3.69)
d

Zauwazmy, ze m + 1 < my razem z m, < m daje sprzecznos¢. Podobnie d < d.
razem z d, < d — 1. Pozostaja wiec do sprawdzenia dwa z czterech przypadkow.
Rozwazmy sytuacje, w ktérej m < m,. Poniewaz m, < m + 1 z (3.69), wiec
m, = m+ 1.
Gdy natomiast d, < d, to z (3.69) mamy d < d, + 1, skad d = d, + 1, czyli
dy=d—1. O

Dowodzac kolejne wlasnosci rzutéw czesto odwolujemy sie do nastepujacego
faktu.

LEMAT 3.73. Niech p bedzie prostg w kracie £(V') i Uy, Uy elementami tej prostej
takimi, Ze Uy jest punktem przestrzeni 2.

(i) Jesli X jest rzutowq podprzestrzeniq odcinkowg w A i Uy € X, to Uy jest
punktem w 2A.
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(ii) Jesli X jest semi-afiniczng podprzestrzeniq odcinkowg w A i Uy € AN’, to Us
jest punktem wilasciwym lub niewtasciwym w 2.

(iii) Jesli odcinek X kraty £(V) wyznacza zbior kierunkowy dla A i Us € X, to
U;y jest punktem niewtasciwym w 2.

We wszystkich trzech przypadkach, gdy dodatkowo Uy # Us, to p jest prostg w prze-
strzeni 2.

DowOD. Z zalozen dimU; = k i Uy ~ Us, wiec dim Us = k.

(i) Fakt, ze dimUs = k wystarczy by Us byl punktem 2 ze wzgledu na 3.25
i 3.21. Z definicji przestrzeni jezowej, prosta w kracie £(V') jesli przechodzi przez
dwa rézne punkty 2, jest prostg w 2.

(ii) Poniewaz Uy jest punktem przestrzeni 2, wiec dim Trc Uy = m. Zatem z 3.5
mamy m — 1 < dimTrcUs; < m + 1. Natomiast z 3.18 mamy dim CtrUs < d, a z
3.19 mamy m < dim Trc Us. Ostatnie dwa warunki sg jednak réwnowazne. Tak wiec
Us jest albo punktem wlasciwym, albo niewtasciwym w 2.

(iii) Poczatek rozumowania biegnie jak w (ii). Mamy dim Trc U; = m oraz osza-
cowanie wymiaru $ladu Us, to znaczy, m — 1 < dimTrcUy < m + 1. Nastepnie
korzystamy z 3.72, skad otrzymamy m + 1 < dim Trc Uy lub dim CtrUs < d — 1.
Poniewaz te dwa warunki sa rownowazne, wiec dim Trc Us = m + 1, co oznacza, ze
U, jest punktem niewlasciwym w 2.

Jedli Uy # Us, to p = Uy, Us. Jesli ponadto Us jest punktem 2, to z definicji
prostych w 2, p jest prostg w 2. Natomiast gdy Us jest punktem niewtasciwym £,
to z 3.7 wynika, ze p = p \ {Ua} C Fpm(W), wiec p jest prostag w 2. O

Interesujacym jest jak zmienig sie ogdlne kryteria na to aby istnial rzut pomiedzy
podprzestrzeniami odcinkowymi w przestrzeni jezowej jesli dodatkowo zatozymy, ze
podprzestrzenie te sg rzutowe lub afiniczne.

STWIERDZENIE 3.74. Niech X1, Xy bedg rzutowymi podprzestrzeniamsi odcinko-
wymi w A. Jesli F jest rzutem z X1 na Xo w £(V), to F wyznacza rzut w .

DowoD. Niech U € X;. Z okreslenia rzutu w £(V) mamy F(U) € Xy i U ~ F(U).
Z 3.73(1) F(U) jest punktem przestrzeni . Zatem rg(F|Fy (W) C Fim(W).
Odwzorowanie F~! jest rzutem z X’; na /'E, wiec stosujac udowodniony wyzej
fakt do F~! dostajemy rg(F | Fm(W)) C Fim(W). Dlatego tez, na mocy 3.49
rzut F' wyznacza rzut w 2. O

STWIERDZENIE 3.75. Niech X1, Xy bedg semi-afinicznymi podprzestrzeniami od-
cinkowymi w A. Jesli F jest uogdlnionym rzutem Srodkowym z X1 na Xo w £(V')
oraz

(i) X/° = X5°, lub

X
(i) F = {yi, gdzie Y wyznacza zbior kierunkowy dla 2,
Xa
to F' wyznacza rzut w 2A.

DowoD. Niech U € X;. Jesli U € X, N Xy, to zgodnie z (1.57) F(U) = U, a zatem
F(U) € X;. Mozemy wiec dalej zatozyé, ze U € Xy \ Xo. N

Z definicji 1.76 uogdlnionego rzutu $rodkowego w kracie £(V), F(U) € X; oraz
U~ F(U). Z 3.73(ii) F(U) jest albo punktem wlasciwym, albo niewlasciwym w 2.
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W przypadku (i), gdyby F(U) byl punktem niewlasciwym to z zatozenia, ze
A = Xs° mielibySmy F(U) € &) N A, co zgodnie z 1.75(iv) oznaczaloby, ze
F(U) = U i uzyskaliby$my sprzeczno$é, bo U jest punktem wlasciwym w 2. Zatem
F(U) musi by¢ punktem wiasciwym 2.

W przypadku (ii), z okreslenia uogélnionego rzutu srodkowego istnieje prosta p
w £(V) przez U i F(U), przecinajaca YV w pewnym Uy, przy czym Uy # U, F(U).
Gdy odcinek Y wyznacza zbiér kierunkowy dla 2, to z 3.73(iii) Uy jest punktem
niewladciwym 2. Zatem, z 3.7 prosta p jest prosta afiniczng w 2. Poniewaz Uy #
F(U), wiec F(U) jest punktem wlasciwym w 2.

WykazaliSmy, ze przy zalozeniu (i) jak i (ii) zachodzi F(U) € Xy, wiec z dowol-
nosci wyboru U mamy rg(F|Fjm(W)) C Fim(W).

Odwzorowanie F~! jest rzutem z i’; na 5(,71, zatem mozemy zastosowal wyzej
udowodniony fakt. W rezultacie rg(F = Fm(W)) C Frm(W) i zgodnie z 3.49 rzut
F wyznacza rzut w 2. O

Zgodnie z 3.74, w przestrzeni jezowej 2 mozemy rzutowaé z rzutowej podprze-
strzeni odcinkowej na rzutowa podprzestrzen odcinkows, o ile tylko sa one wspdlpe-
kowe. Natomiast 3.75 méwi, ze semi-afiniczna podprzestrzen odcinkowa A mozna
zrzutowaé na semi-afiniczng podprzestrzen odcinkowa Xs, gdy leza one w peku wta-
Sciwym i &) || Xy lub $rodek rzutu jest niewlasciwy. Uzyskany wynik jest typowy
dla geometrii afinicznych i rzutéw w pekach prostych.

Kolejny lemat jest proba odpowiedzi na pytanie w jakich pekach podprzestrzeni
odcinkowych mozna sie spodziewaé, ze srodek rzutu bedzie zawsze niewlasciwy.

LEMAT 3.76. Niech X; = [Z;,Y;] (i = 1,2) bedq réznymi odcinkami leZgeymi w pe-
ku G w kracie £(V') z ustalonym W i niech F bedzie uogdlnionym rzutem Srodkowym
z X1 na Xy o Srodku Y. Je$li odcinki X1, Xo wyznaczajg podprzestrzenie afiniczne
w2, 121, 1[N From(W) # 0, rzut F wyznacza rzut w A oraz

(i) G jest typu pt\w, lub

(ii) G jest typu a\pt,
to Y wyznacza zbior kierunkowy dla 2.

DowOD. Zalézmy, ze spelnione sa zalozenia (i). Z 3.59 mamy
F(Zl + (WﬂYl)) =79+ (WﬂYg),

zatem mozemy zastosowaé 3.68(i) skad otrzymamy ) = [C,Y3] i Trc Z < TrcC.
Odcinki X, Xy wyznaczaja podprzestrzenie afiniczne w 2, wiec dimTrc Z = m
zgodnie z 3.20, co oznacza, ze dim TrcC = m + 1. Zatem Y N Fy (W) = 0.

7 zalozenia o A7, istnieje punkt Uy przestrzeni 2 lezacy w A7. Definicja uogdl-
nionego rzutu srodkowego 1.76 moéwi zatem, ze istnieje przynajmniej jedna prosta
pw £(V) przez Uy, ktéra przecina ), powiedzmy w Up. Stad, oraz z 3.5, mamy

m—1<dimTrcUy < m+ 1.

Z drugiej strony m + 1 = dim TrcC' < dim Trc Uy, a wiec dim TrcUy = m + 1.
Dlatego tez Y N Fi m+1(W) # 0, co koficzy dowdd.
Przy zalozeniach (ii) dowdd przebiega dualnie. O
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Uszczegotowieniem 3.66 dla rzutowych i afinicznych podprzestrzeni odcinkowych
jest nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.77. Niech X; = [Z;,Yi]F (i = 1,2) bedq niepustymi afinicznymi
lub rzutowymi podprzestrzeniami odcinkowymi w przestrzeni jezowej A takimi, Ze
121, V1[N Fien(W) # 0 i niech F bedzie rzutem z odcinka X na Xy w kracie £(V).
Rzut F wyznacza rzut w przestrzent A wtw., gdy

(i) X1, Xy sq a-odcinkami lub w-odcinkamsi, albo
(ii) Xy, Xy sq podprzestrzeniami afinicznymi i spelniony jest jeden z warunkdw:

(a) TrcY; = TreYs,
(b) Ctr Z1 = Ctr Zs,

X7
(¢) F jest wogdlnionym rzutem srodkowym postaci F' = %yi, gdzie Y wy-
X2
znacza zbior kierunkowy dla 2,
(d) F jest slizgiem i odcinek osobliwy wafla ;171, :V; wyznacza zbior kierun-
kowy dla 2.

DowoD. =: Oznaczmy f := F|Fj ,,(W). Zakladamy, ze f jest rzutem z X; na
Xy w 2A. Z 3.57 obie podprzestrzenie X1, Xo sa a-rzutowe, w-rzutowe lub afiniczne.
Pozostaje zatem do wykazania, ze gdy X1, Xy s afiniczne, to zachodzi jeden z czte-
rech warunkéw w (ii). Gdy A} = Ab, to prawdziwe jest (a) i (b). Zal6zmy wiec, ze
X1 # Xy, 7 3.62 wynika, ze X1, Xy sa wspolpekowe w . Z zalozenia F' jest rzutem
w kracie £(V), wiec F jest albo uogdlnionym rzutem srodkowym, albo §lizgiem.
W pierwszym przypadku &, X wyznaczaja pek wladciwy w 2, wiec bez zmniej-
szenia ogodlnos$ci mozemy przyjaé, ze jest to pek typu gwiazda, czyli 21 = Zo = Z.

Prosta Yi,Ys moze byé albo a-rzutowa, albo afiniczna albo w-rzutowa. Zgodnie

7 3.62 oraz 3.33 Y7, Y> sa elementami wladciwymi prostej Y7, Ya. Zatem z 3.2 w dwoch
pierwszych przypadkach TrcY; = Trc Y3 i spelnione jest (a), w ostatnim natomiast
z 3.76(i) zachodzi (c).

Gdy A1, X> wyznaczaja wafel w 2L, to na podstawie 3.60 oraz tabeli 3.12 za-
uwazmy, ze

(1) prosta podstaw Y7,Y5 jest a-rzutowa, albo

(2) prosta wierzcholtkéw Zy, Z, jest w-rzutowa, albo

(3) odcinek osobliwy wafla 2?1, Xy wyznacza zbiér kierunkowy dla L.

Z 3.2 w sytuacji (1) mamy TrcY; = TrcYs, w (2) Ctr Z; = Ctr Z, natomiast (3)
odpowiada (d).

<~

(i) Bezposredni wniosek z 3.74.

(ii) Gdy speliony jest warunek (a) lub (b), to teza wynika wprost z 3.67, nato-
miast w przypadku (c) z 3.75(ii). Rozwazmy wiec przypadek (d).

Niech Uy € &y i Uy := F(Uy). Poniewaz F' jest Slizgiem w £(V), wiec i’;, /?1
rozpinajg wafel G, Uy € X, Uy ~ Us oraz Uy # U,. Niech p bedzie prosta w kracie
£(V) przechodzaca przez Uy, Us. Z 1.48 prosta p przecina odcinek osobliwy G,
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powiedzmy w Upy. Zgodnie z 3.73(iii) Uy jest punktem niewlasciwym 2. Zatem p
jest prosta afiniczna w 2 z uwagi na 3.2. Elementy G sa rozlaczne (por. 1.31),
a wiec Uy # Us i stad Us jest punktem wilasciwym 2A. Pokazalisémy, ze

I‘g(F’fhm(W)) g fk’m(W)

Poniewaz, F~! jest rzutem z /'AV; na ;Vvl, wiec analogicznie mozna wykazaé, ze
rg(F‘llfkm(W)) C Fim(W). Na mocy 3.49 rzut F' wyznacza rzut w 2. O

3.6.3 Rzuty miedzy mocnymi podprzestrzeniami

Mocne podprzestrzenie pelnia role wygodnego atlasu podczas badania wtasciwo-
Sci czedciowych przestrzeni prostych. Tak jest réwniez w przypadku przestrzeni je-
zowych. Z tego powodu uszczegdlawiamy nasze wcze$niejsze wyniki dla mocnych
podprzestrzeni.

Cecha wyrdzniajaca afiniczne mocne podprzestrzenie przestrzeni jezowej jest to,
ze ich horyzonty sa zawsze rzutowe, co dowodzimy w nastepujacym lemacie.

LEMAT 3.78. Niech X bedzie niepustq podprzestrzeniq odcinkowq przestrzeni 2.
(i) Jesli X jest podprzestrzeniq a-semi-afiniczng, to zbior X°° jest podprze-

strzeniq w-rzutowg na H(A) wtw., gdy X jest gwiazdg.

(ii) Jesli X jest podprzestrzeniq w-semi-afiniczng, to zbior X jest podprze-
strzenig a-rzutowg na H(A) wtw., gdy X jest ukladem.
DowOD. (i) Przyjmijmy, ze X = [Z,Y] 7. Z 3.19 mamy m, =m < my,id, < d < dy,.
Na mocy 3.15 zbiér X*° jest podprzestrzenia odcinkowa na H(L).

Z 3.17 i (3.14) odcinek X*° jest w-odcinkiem, wtw., gdy d, = d — 1. Z (3.20)

mamy d, — z = w — m,, czyli
d, —w+m=z.

Poniewaz d = k +w —m, zgodnie z (3.19), wiec réwnos¢ d, = d— 1 jest rownowazna
rownosci z = k — 1, co nalezato pokazaé.
(ii) Wynika z (i) i prawa dualnosci. O

WNIOSEK 3.79. Niech X bedzie niepustq, afiniczng podprzestrzenig odcinkowq
przestrzeni A. Zbior X jest podprzestrzeniq rzutowq («-odcinkiem, w-odcinkiem)
na H(A) wtw., gdy X jest mocng podprzestrzeniq (odpowiednio ukladem, gqwiazdg).

W takim razie znamy dokladnie postaé horyzontéw afinicznych mocnych pod-
przestrzeni.

LEMAT 3.80. Niech X = [Z,Y]r # (.
(i) Jesli X jest a-semi-afiniczng gwiazdg, to X*° = [Z,Z + (W NY)|k.

(il) Jesli X jest w-semi-afinicznym ukladem, to X*° =[Z + (W NY),Y].

DowOD. (i) Zgodnie z 3.78(i) zbiér X jest podprzestrzenia w-rzutowa na hory-
zoncie H(). Poniewaz H(2A) = Ay 11 (V, W) (por. [13]) oraz

X =[Z,Y]NFipme1(V, W)

z 3.15, wiec z 3.21 otrzymujemy X*° = [Z,Z + (W NY)].
(ii) Dow6d przebiega dualnie do (i). O
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Zbadamy teraz szczegdlny przypadek 3.66 charakterystyczny dla mocnych pod-
przestrzeni.

STWIERDZENIE 3.81. Niech Xy, X5 bedq niepustymi afinicznymi gwiazdami lezq-
cymi w peku wlasciwym typu gwiazda (lub ukladami lezgcymi w peku wlasciwym
typu uklad) w przestrzeni jezowej A takimi, Ze | Z1, Y10 Fppm (W) # 0 i niech F be-
dzie rzutem z odcinka Xy na Xo w kracie £(V). Rzut F wyznacza rzut w przestrzeni
A witw., gdy spetniony jest jeden z warunkéw

(i) X1 | Xz lub
(ii) F = Efi, gdzie Y wyznacza zbior kierunkowy dla 2.
Xa

DowOD. Rozwazamy sytuacje, w ktérej X7, Xo sa afinicznymi gwiazdami lezacymi
w peku wlasciwym typu gwiazda. W przypadku uktadéw dowdd biegnie dualnie.
__ Niech &} = [Z,Yi]r, Wi := Z + (W NYj) iniech G oznacza pek, w ktérym leza
X1, Xo. 70325 X; = [Z,Y;], a wiec G = {Z} K ¢, dla pewnej prostej ¢ w £(V), na
ktorej leza Y7, Ys. Zauwazmy, ze rzut F' jest uogélnionym rzutem srodkowym. Niech
Y oznacza $rodek tego rzutu.

=: Jesli W1 = Wa, to poniewaz z 3.80(1) mamy X>° = [Z, W;], wigc Xf° = X5°,
co z uwagi na 3.16 oznacza, ze X || Xa.

Gdy natomiast Wy # Wy, to zgodnie z 3.29 prosta ¢ musi byé¢ w-prosta, a wow-
czas z 3.2 spelnione sa zalozenia 3.76(i). Stad ) wyznacza zbiér kierunkowy dla
przestrzeni 2.

<: Bezposredni wniosek z 3.16 oraz 3.75. O

Zwrbéémy uwage, ze 3.81 odpowiada twierdzeniu o wykonalnoéci rzutu miedzy
prostymi afinicznymi w 2. Mianowicie, taki rzut jest wykonalny, gdy proste te sa
réwnolegle w sensie || lub rzut jest rzutem réwnoleglym wzgledem || (por. 3.39,
3.41).

3.6.4 'Wtlasnos$ci uogélnionych rzutéw srodkowych w kracie

Teoria przestrzeni jezowych, jak sie okazuje, dostarcza wygodny aparat, ktéry po-
zwala dokladniej zbadaé¢ nature uogdlnionych rzutéw srodkowych w kracie £(V')
oraz w przestrzeni pekéw P (V).

Zbiér elementéw kraty £(V') sasiednich z elementem U oznaczamy przez [U]_,
formalnie

U], :={Q € Sub(V): Q ~U}. (3.70)

LEMAT 3.82. Niech X; = [Z;,Y;]F (i = 1,2) bedg odcinkami rozpinajgcymi pek
wilasciwy G w £(V), F = %gz uogdlnionym rzutem Srodkowym i Uy € Subg ().

(i) Jesli G jest typu gwiazda, to
X; N [Uol. = [YiNUo, Yilk,
gdzie dmY; NUy=k —1 oraz Y1 NUy=YoNUy € X’ dlai=1,2. Ponadto

F([vi NUoYilk) = YaNU0, Yale i F([Yi NUp, ¥i]) = [Ya N T, Yal.



RozDzIAL 3. PRZESTRZEN JEZOWA 119

(ii) Jesli G jest typu ukiad, to
X; N [Uo]. = [Zi; Zi + Uglg,
gdzie dim Z; + Uy =k + 1 oraz Z1 + Uy = Zy + Uy € X' dla i = 1,2. Ponadto

F([Zl,Zl + Uo]k) = [ZQ,ZQ + Uo]k 7 F([Zl, Z1 + U()]) = [ZQ, Zy + U()].

DowoOp. (i) Niech &; = [Z,Y;] oraz YV = [C,Yy] C [Z,Yy] € G. Zauwazmy, ze
Fie k—1(Up) to zbior wszystkich elementéw kraty £(V') sasiednich z Uy. Zatem
X; N [UO]N = [Z,Y;] N fk,k—l(UO)-

Rozwazmy przestrzen jezowa Ayg = Ay p—1(V,Up) i ustalmy parametry odcinka & =
[Z,Yi] N F k—1(Up) w tej przestrzeni. Zaczynamy od wyliczenia wymiaru Y; N Up.
Poniewaz

Y,CY;+UyCY" oraz Y; <YY",
gdzie Y = Y] + Y5, wiec albo YV; + Uy = Y; albo Y; + Uy = Y”. W pierwszym
przypadku Uy C Y;, co przeczy definicji uogélnionego rzutu srodkowego (por. 1.75),
w drugim otrzymujemy

dimY;NUy =k — 1. (3.71)

Ze wspomnianej definicji 1.75 wynika réwniez, ze Z < C' C Up, skad dim Z < k — 1.
Ponadto mamy k + 1 < dim Y. Podsumowujac uzyskujemy

dmZNUy=dimZ <mg=k—1=dimY; Ny,
dimZ +Uy=dimUy=k < dg=k+1 < dimY; + Uy =dimY".

Zgodnie z 3.17 odcinek &; jest a-rzutowy w 20y. Mozemy wiec zastosowaé 3.21 skad
& =[Z+ (UoNY)), Y]k = [Yi N Vo, Yilk.

Aby pokazaé, ze Y; N Uy € X' wystarczy zauwazyé, ze Y; NUy CY;NYy =Y, skad
Y,NU€[Z2,Y] =X,

Teraz wykazemy, ze obrazem odcinka & przy F jest odcinek &. Niech Uy € &;.
Z okredlenia rzutu F' elementy Uy, F'(Uy), Uy leza na jednej prostej w kracie £(V).
Zauwazmy, ze F'(Uy) € Xy 1 F(Uy) ~ Up, a wigc F(Uy) € & zgodnie z okresleniem
zbioru &. Zatem F(&;) C &,.

Na odwrét jesli wezmiemy Us € &, to z okreslenia rzutu F istnieje U; € X}
taki, ze F'(Uy) = Uy oraz elementy Uy, Us, Uy leza na jednej prostej w kracie £(V).
Z okreslenia £ mamy U; € &;. Dlatego tez & C F(&). Zatem

F([Yin Uy, Yi]i) = [Ya N Uy, Yol

Zauwazmy, ze zgodnie z (3.71) atomy kraty [YoNUp, Y] to obrazy atoméw kraty
[Y1NUy, Y1] przy rzucie F. Poniewaz F', zgodnie z 1.78, jest izomorfizmem krat, wiec

F([Y1N Uy, Y1]) = [Ya N Up, Yal.

Stad, z uwagi na 1.80 oraz fakt, ze Y;NUy € X’ mamy Y1NUy = F(Y1NUp) = Y2NUy,
co konczy dowdd.
(ii) Dowod biegnie dualnie do przypadku (i). O



RozDzIAL 3. PRZESTRZEN JEZOWA 120

Lemat 3.82 moéwi o pewnej generalnej wtasnosci uogélnionych rzutéw srodko-
wych w kracie £(V) i przestrzeni pekéw P (V). Teraz zbadamy dokladniej pod-
przestrzenie przylegajace do srodka rzutu w przestrzeni jezowej 2.

LEMAT 3.83. Niech X1, Xo bedg odcinkami rozpinajgcymi pek wlasciwy G w £(V)
1 F = %i uogdlnionym rzutem Srodkowym. Jesli Q; € Subg(Y) i k-odcinek & C X
przylega do Q; dla i = 1,2, to albo & = &, albo EyNE = {U} i U € X', albo
&1,& sq rozlgezne.

DowOD. Zalézmy, ze G jest typu gwiazda. Wowcezas z 3.82 & = [Y1 N Q;, Y]k jest
nietrywialng gwiazda i Y1 NQ; € X' dlai =1,2.

Gdy Q1 = Q9, to & = & z okredlenia &;. Na odwroét, jedli £, = &, to musi byé
Q1 = Q2, gdyz w przeciwnym razie mielibySmy sprzeczno$é z 1.75(iii).

Teraz zalézmy, ze Q1 # Q2 i &1, & nie sa rozlaczne. Pokazemy, ze £1NE = {U}
dla pewnego U € X’. Punkt U istnieje, gdyz z zalozenia &1, 5 przecinajg sie. Gdyby
|E1 N & = 2, to & = & poniewaz &1, sa gwiazdami. Rownosé £; = & pociaga za
soba réwnosé Q1 = @2 i mielibyémy sprzecznosé z zatozeniem, ze ()1, Q)2 sa rézne.
Stad & N & = {U}. W konsekwencji

YiNnQi1,Y1NQs < U.
Poniewaz & # &, wiec Y1 N Q1 # Y1 N Q2 i otrzymujemy réwnosé
Y1n@)+Y1NnQy) =U.

Wierzchotki Y1 N Q1,Y1 N Q2 leza w X' zatem U € X', bo X’ jest podkrata £(V).
Jedli G jest typu uklad dowdd biegnie analogicznie. O

Z uwagi na 1.75 dla kazdego U € AX;\ X’ istnieje doktadnie jeden element Uy € )
taki, ze U ~ Uy. Zatem 3.82 i 3.83 razem z 2.9 méwia, ze

TWIERDZENIE 3.84. W przestrzeni pekow B = P (V) uogdlniony rzut srod-
X Hl

kowy f = %%l mozna wyrazi¢ jako sume rzutow Srodkowych hy = %U;j, gdzie
2 Hy

L =X;N[U]. sq mocnymi podprzestrzeniami w P, zas U przebiega Suby(Y).
Kazdy z rzutow hy jest rzutem $rodkowym w odpowiedniej przestrzeni rzutowey,
natomiast kazde dwie rézZne podprzestrzenie Hy, , %]2, dla Uy,Us € Subg()),
sq albo rozlgezne, albo przecinajqg sie w jednym punkcie leZgcym w X1 N Xo.
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