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Analiza matematyczna 1

Relacje

. Rozstrzygnaé¢, czy relacja R, okreslona nastepujaco Vr,y € SRy < =z +y = 3, gdzie § =

{0,1,2,3}, jest zwrotna, symetryczna, antysymetryczna, przechodnia.

. Sprawdzié, czy relacja R okres$lona na zbiorze X = {1, 3,6} jest zwrotna, symetryczna, antysyme-

tryczna, przechodnia, jezeli R = {(1,1), (1, 3), (3,6), (6,3), (6,6)}.

. W zbiorze X X Y dana jest relacja R. Wypisa¢ wszystkie pary nalezace do tej relacji

a) X ={1,2,3}, Y = {6,7,8}, R = {(x,y) : z[y}
b) X =Y =N, R = {(z,y) : 2° +y* < 10}
c) X =42,5,8,12}, Y = {3,4,10}, R = {(z,y) : liczba x ma z liczba y tylko jeden wspélny dzielnik}.

W zbiorze N okreslona jest relacja dwuargumentowa R wzorem m +n = 7. Zapisac¢ te relacje jako
zbiér par uporzadkowanych.

Niech R C Z x Z oraz xRy < 2|z — y. Czy R jest relacja réwnowaznosci?

. W zbiorze X = {a, b, ¢,d} dana jest relacja R. Sprawdzi¢ czy ta relacja jest zwrotna, symetryczna,

przechodnia, czyli czy jest relacja rownowaznosci. Jezeli tak, to wyznaczy¢ jej klasy abstrakeji

a) R ={(a,a),(b,b),(c,¢), (d,d),(a,c),(a,d),(c,a), (c,d),(d,a),(d,c)}
={(a,a), (b,b), (c,c)

=
b

(

¢c) R ={(a,a), (b,b) d
d) R ={(a,a), (b,b),(c,c),(c,b),(bc)}
e) R ={(a,a), (b,b),(c,c),(d,d), (a,c),(a,d),(c,d)}
f) R ={(a,a),(0,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)}
g) R ={(a,a),(a,b),(b,a),(c,b), (b,c), (a,c), (c,a)}
h) R ={(a,a), (b)), (c,c),(d,d)}
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(¢,¢),(d,d), (a,b), (b,c)}
(a,b), (a,c), (b,c), (b,d), (c,d), (d, d)}.

Niech X = {1,2,...,16}, R C X x X, Vz,y € X 2Ry & 4|z*> — y*. Sprawdzi¢, czy R jest relacja
rownowaznosci. Jezeli tak, to poda¢ klasy abstrake;ji.
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. Niech X = {-5,-4,...,1,2}, R C X x X, Vz,y € X 2Ry < |z| = |y|. Sprawdzi¢, czy R jest

relacja rownowaznosci. Jezeli tak, to podac klasy abstrakeji.

Sprawdzi¢, czy nastepujaca relacja R C N? x N2 (my,ny)R(ma,ne) < my + ny = mo + ny jest
relacja réwnowaznosci.

Sprawdzi¢, czy nastepujaca relacja R C Z x (Z\{0}), (m1,n1)R(ma,n2) < miny = maony jest
relacja réwnowaznosci.

Niech A = {a,b, ¢, d}. Sprawdzi¢, czy podzbiér B C A x A, ktérego elementy oznaczono na rysunku
kéteczkami (®), jest relacja réwnowaznosci
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Sprawdzi¢, czy podane nizej relacje sa relacjami réwnowaznosci. Jezeli tak, podaé¢ ich klasy abs-
trakcji

a) A={1,2,3,4,5}, RC Ax A, (z,y) € R & 3|(z+y)

b) B={1,2,...,9}, RCBXB, (z,y) E R |z —y| <6

c) C={1,2,...,15}, RC C x C, (x,y) € R & 4/|(2z* + 2y?).

Znalez¢ najmniejsza relacje rownowaznosci R C A x A, gdzie A = {a, b, ¢, d}, zawierajaca elementy

a) (a,c), (a,d)  b) (a,c), (b, d)

Poda¢ odpowiadajacy im podziat zbioru A na klasy abstrakcji.

Niech X = {a,b,c,d,e} = [a] U D] U [c] = {a} U {b,e} U{c,d}. Podaé relacje réwnowaznosci
odpowiadajaca temu podziatowi.

Dany jest zbior A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} oraz okreslona na nim relacja R: 2Ry < x|y.
Sprawdzi¢, czy jest to relacja rownowaznosci.

Zbada¢, ktore z nizej okreslonych relacji w N x N sa relacjami rownowaznosci
a) n1Rng < ny + ny jest liczba nieparzysta
b) niRng < ny + ny jest liczba parzysta
C) nRny & ny —ng = 5k’,k €.

Okredlmy na przestrzeni X x Y = R x [0, +00) relacje zRy < 22 + y* = 25. Czy ta relacja jest
odwzorowaniem?

Zbadac¢ czy okreslone ponizej relacje R C X X Y sa odwzorowaniami przestrzeni X w Y

a) Nx ND R ={(n1,n2): (n1 —ng)(ny +ngy —2) =0}
b) RxRDR={(z,y): x2+y2—1y>0}
JRXRDR={(x,y): (¢*+y*)(y —sin ;) = 0}
)) x [-1,1] D R ={(z,y) : y = cosz}
)
)

) [0,4] x [-4,5] D R ={(z,y) :y + 2> — 22 —4 =0}
NXxNDR={(n,n): (n1 —2n3)(n1 +ny —5) =0}
h) NxNDR={(ny,n2): (n1 —3ny)(ny + na +5) = 0}.

c
d

e) R x (0,+00) DR = {(x,y) : 2* + y* = 25}
f) [0,

g

Czy podane relacje sa odwzorowaniami? Jezeli tak okresli¢ czy jest to surjekcja, injekcja i bijekcja.

a) X=Y=N fCcXxY, f={(x,y):20—y—1=0}
b) X=Y=NgCcXxY , g={(zx,y):x—2y—1=0}
X=Y=R hCXxY, h={(z,y):2y=3}

) X=Y=N,rCcXxY,r={(z,y):2*+y*=25}
) X=Y=Z RCXxY,R={(z,y): 2> +y? =25}
) X=Y=R,, 0C X xY,p={(v,y): 2> +y* = 25}
X=Y=R, CXxY,¢y={(ny): 2> +y*=25}
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W zbiorze liczb naturalnych zadajemy relacje taka, ze dwie liczby naturalne sa w relacji wtedy
i tylko wtedy, gdy réznia sie ostatnig cyfra. Czy jest to relacja réwnowaznosci? Wypisa¢ kilka
elementow nalezacych do tej relacji.

Jaka jest najmniejsza relacja rownowaznosci w zbiorze X = {x, 0,0, V}?
W zbiorze A wielomianéw stopnia co najwyzej 2
A= {p(x) =az’+bx+c:abcecR}

wprowadzamy relacje R:
(p(x),q(x)) € R < p(0) = ¢(0).

Czy jest to relacja rownowaznosci?

W zbiorze B = {a,b,c,d, e} wprowadzono relacje réwnowaznoéci R C B x B, ktora podzielita B
na klasy roztaczne:
B ={a} U{b,e} U{c,d}.

Podac¢ relacje R.
W zbiorze klas réwnowaznosci relacji R C Z x Z zadanej nastepujaco
(m,n) € R < 3|(m —n),

zadano dziatanie
la] o [b] = [a+ b+ 1].

Czy to dziatanie jest poprawnie okreslone, tzn. czy nie zalezy od wyboru reprezentanta?
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Analiza matematyczna 1

Relacja porzgdkujgca, relacja réwnolicznosci, moce zbiorow

. Sprawdzié¢, czy relacja R okreslona na zbiorze A = {1,2,3,4} jest czeSciowym porzadkiem, jezeli

a) R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(2,3),(3,4), (1,4)}
b) R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,4), (3,4)}

Sprawdzi¢, czy relacja R = {(a, a), (b,b), (¢, ), (d,d), (a,d), (b,d), (¢,d)} okreslona na zbiorze X =
{a,b,c,d} jest relacja czeSciowego porzadku.

Powiemy, ze zbiory X, Y sa rownoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja z X na Y. Czy
relacja réwnolicznosci jest relacja rownowaznosci?

. Poda¢ przyktad co najmniej 4 wtasciwych podzbioréw liczb naturalnych majacych te sama moc,

co caly zbior liczb naturalnych.

Zbadaé réwnolicznos$é zbiorow

a) NiZ c) Parzyste; i N e) [a,b] i [e,d],a #b,c#d,a,bec,deR
b) NxNiN d) (-5,5)iR £) (0,1) 1 R.

Niech X ={1,2,3,4,5}. Wypisaé wszystkie klasy abstrakcji wzgledem relacji réwnolicznosci okre-
$lonej w zbiorze 2%.

Udowodnic¢, ze dla kazdego zbioru Z, zbiér U wszystkich podzbioréw zbioru Z jest mocy wigkszej
niz zbiér Z, tzn. 7<U .

. Wykazaé, ze zbiér wielomiandéw jednej zmiennej o wspotezynnikach wymiernych jest przeliczalny.

. Udowodni¢, ze

a) suma zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym

b) iloczyn kartezjanski zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny.

Niech Z bedzie niepustg rodzing zbioréw X # (). Wykazaé, ze relacja inkluzji R € Z X Z : aRB &
A C B jest relacja porzadkujaca zbior Z.

Wykazaé, ze zbiér N jest uporzadkowany przez relacje | (n|m < n jest dzielnikiem m)
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Funkcje
. Naszkicowa¢ wykresy funkcji:
a) f(z)=2" f) f(z) = sgnx k) f(z) = log, ||
b) f(z) = log, x g) f(z) =sgnir) D) f(z) =l + 1] = 2|
c) f(z) = iii h) f(z) = |2% — 4 m) f(x) = ; arccos (z — 3)
d) f(z) = [z] i) f(x) =2+ arctanz n) f(x) = —2arcsin (z + 1).
e) f(zr) = max{z,1 —x} j) f(z) = min{z, 2?}

. Narysowa¢ wykres funkcji f i wyznaczy¢ jej okres podstawowy T

a) fl(x)=x—[z] dla >0 b) f(z) = |cos x| ¢) f(z) = sin 3.

Sporzadzi¢ wykres funkcji f, wychodzac z wykresu funkcji g:
a) f(z) =2y/-3(x +1.5) — 1.2, g(x) =z

b) f(z) = —3sin(2x + 8), g(x) =sinz
c) f(x) = garccos(3 — %) — 3, g(x) = arccos .

Okresli¢ dziedziny i zbiory wartoéci podanych funkcji

a) f(z) = Jx ¢) h(z) =sin e) h(x) = V/sinzx.
b) g(z) = V/—22 d) d(x) = logs | cos |

. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji

a) f(z) = logy, (251)"? ¢) g(x) = log,2_4(2* + 22 + 3)
= /sinz + Veos?z  d) i(z) = log[ctg(log z)] + /L.

Czy odwzorowanie f :{1,2,3,4} — {1,2,3,4} dane wzorem f(z) = x + 1 jest injekcja, surjekcja,
bijekcja?

Niech bedzie dane odwzorowanie T : X — Y zadane wzorem x — T(x) = sinz. Zbadaé, czy
odwzorowanie to jest bijekcja, jezeli

a) X =R Y =[-1,1] b) X =1[0,% .

Zbada¢, czy odwzorowanie f : N* — N, f(m,n) = max(m,n) jest bijekcja? Znalezé przeciwobraz

({5},

. Ktére z podanych funkcji sa parzyste (nieparzyste)

a) f(x) =sinz + cosx b) g(z) = £ ¢) h(z) = logﬁ—jr}

Sprawdzié, czy funkcja f: R — R okreslona wzorem f(x) = o7 Jest réznowartosciowa.
Czy odwzorowanie odwrotne do bijekcji jest rowniez bijekcja, czy superpozycja bijekcji jest bijekcja?

Zbadaé odwracalnosé odwzorowania f : R — R okreslonego wzorem f(z) = x + [z]. Symbol [z]
oznacza najwiecksza liczbe catkowity niewicksza niz x.

Y =002 ¢ X=[071Y=[01 dX=RY=R



13. Niech f: R — R bedzie zadana nastepujaco

(—22  dlaz <0 20 +3 dlax e R\{-1,0}
a) f(z) =<z dlaz € [0,1) d) f(x) =43 dlaz = -1

(22— 1 dlaz >1 1 dlaz=0

(2+1 dlaz <1 il g
b) f(x) =<3 dlaz =1 e) f(x) = {2”2 e o

(2 +22+1 daz>1 ’

c) flx)=2"—-27"
Zbadaé czy f jest bijekcja, a jezeli tak to wyznaczy¢ f1.

14. Okresli¢ funkcje ztozone fo f, fog, go f, gog, jezeli
a) f(z) =2*, g(z) =2 c) f(z) =3, g(zx) =
b) f(x) =2+ cosz, glz) = Vi f(z) = logy, glx) = 2.

15. Niech f:R* - R, g : R — R beda funkcjami okreglonymi wzorami f(z,y) = 2x —y, g(x) =
Czy istnieje f o g, go f7 Jezeli tak, to znalez¢ to ztozenie.

_T
1422

16. Niech f,g: R — R beda funkcjami okreélonymi wzorami

z+1, z<1 .
a) f(z) = 2 a1 9(x) = 2
T <0 x? r <3
b) f(z)=<" - T) = ’
) J(@) 20 +3, x>0 9() —r—2, >3
20 +1, <0 —2r+3, <3
C xr) = €T) =
) () {x—i—S, x>0 9(@) x2, x>1
Utworzy¢ ztozenie g o f.
17. Wykona¢ ztozenie funkcji
a) f:RZ =R b) f:R—=R c) f:R—=R
B x4+l <1 )z, x>0
g:R—R g:R—R g:R—R
- v x2, z>1
9(93):@’ g(fﬁ)zm7 g(ff):{%_L r<1

18. Niech f,g: R — R beda funkcjami okreslonymi wzorami

_Jx+1, xe0,1] ) -2x 43, z€](0,1)
f($)_{—x+3 v e(1,3] g<x)_{—%x+%, vell,3]

Wyznaczyé h = f o g oraz wyznaczy¢ h=1((0, %])

19. Utworzy¢ mozliwe zlozenia funkcji f : R? — R i g : R — R? okreslonych wzorami f(z,y) = zy + *
ig(x)=(z,sinz).

20. Niech f, g : R? — R? beda funkcjami zdefiniowanymi wzorami f(z,y) = (z+ 2y, —y*) i g(z,y) =
(r —y,x +y). Wyznaczy¢ funkcje g o f.



21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

Utworzy¢ mozliwe ztozenia funkcji f : R — R?i g : R? — R? okredlonych wzorami f(z) = (z—2, 2?)

ig(z,y)=(r—y,xz+y).

Dla odwzorowan

flz(x,y,z)'—>a:y2, fl:Rgé]Ra
foi(zy) = (x+y 20 +y), fi:R>—=R?
f31<l’,y)'—>(Iy,l’2—y2,].), f3:R2_)R37

wypisaé te ztozenia spogrdd fz o fi, f3 0 fa, fao f3, fio fzo fa, f2, f2, ktére maja sens.

Wyznaczy¢ odwzorowanie odwrotne

a) fz) =3z -7, c¢) f(z) =sinz, o) f(z)=tgz, ) f(z) =%,
b) f(x) =2*>—-3, d) f(x) =cosz, f) f(z)=ctgx, h) f(z)=Inz.

Wykaza¢, ze dla A, B € Dy oraz C, D € ZW; zachodza nastepujace wlasnosci
a) f(ANB) C f(A)N f(B), c) f(AUB) = f(A) U f(B),
b) fH(CUD) = fHC)U fH(D), d) f7HCnD) = fHC)n fHD).

Dla funkcji f : R — R danej wzorem f(z) = ||z — 1| — 2| znalez¢ zbiér f~!((—o0,2)).
Dla funkcji f : R? — R?i g : R? — R danych wzorami

flay) =@ty z-2+3), glz,y)=z—y,
znalezé funkcje h = g o f oraz ustali¢ h~! na odcinku [1, 3].

Czy funkcja f : R —- R

jest injekcja? Wyznaczy¢ jej zbidr wartosci.



Analiza matematyczna 1
Ciggr Cauchy’ego

. Sprawdzi¢, ktore z nastepujacych ciagéw sa ciggami Cauchy’ego:

a) an =143 ¢) en =", bER\(O}  ©) ey =t
b) b, = (—=1)"-n d) d, = (—=1)"+V £) fo = Zitgzﬁ

. Poshugujac sie warunkiem Cauchy’ego dowie$¢ rozbieznosci ciagu a,, = 1 + % + % +...+

. Udowodni¢, ze dla {a,}, {b,} ciagéw zbieznych zachodzi:

1) lim (a, + b,) = lim a, + lim b,, 2) lim (a, — b,) = lim a, — lim b,,
im an
3) lim a, b, = lim a, - lim b,, 4) lim §» = m2e
n— 00 n— 00 n—00 n—oo " pm On

Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe? Jezeli nie, podaj kontrprzyktad.

. Wykazaé, ze ciag o wyrazie ogdlnym
a)a,=(1+%)" b)) b=
jest ograniczony z gory.
. Wykaza¢, ze ciagg o wyrazie ogdlnym
a)a, =1+ 1+ ... (1+ZL)  b)b, ="l
jest ograniczony z dotu.

. Zbada¢ monotoniczno$¢ ciagu o wyrazie ogélnym

a) an:%, C) Cn:l?;_%’ e) en:33—11,1 1 1 1
b) by = 25, d) d, = =, f) fu=0+5)1+3)01+7)...(1+).

. Zbada¢ monotoniczno$¢ ciagu o wyrazie ogdlnym
2

_ n
a) (n = n24n+2

2n 3"

b) by = ZH e (14 ) (14 &) (1+ L),

S =
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Granica ciggu liczbowego

. Korzystajac z definicji granicy ci@gu udowodnic, ze

a) lim 2~ =1 d) hm =0 f) lim 2 =0

] . —1)n
b hm"—+3:1 e llm"3:0 lim ¢ =0
) n—oo ) n—00 n?+2 g) n—oo
n2+3
c) hm 0 5m # 2.

. Korzystajac z definicji granicy ciggu udowodnié, ze

a) lim 2% = 0o b) lim log,,;5=0 ¢) lim = (2 —3n) = —oc0.

n—oo n—o0 n—o0

. Wykazac, ze lim {/p, p € Ry ,n €N,
n—oo

Obliczy¢ granice ciggu a,, = ’&/17? (wsk: skorzystaé¢ z tw. o trzech ciagach).

Zbadaé istnienie granic ciggoéw

a) a, = (—1) WYn o b)b,= V14200

n(n+1)

. Wiedzac, ze lim (a, + b,) = 0, czy mozna powiedzie¢ ile wynosi lim a, + lim b,7
n—oo n—oo n—oo

Un+41

n

a) Jezeli dla ciagu {u,} istnieje granica lim =qg<1,to lim u, = 0;
n—oo n—oo

Un+1

n

b) Jezeli dla ciagu {u,} istnieje granica lim =q>1, to u, — 400, zatem ciag {u,} jest
n—roo n—oo

rozbiezny.

. Wykazaé, ze lim - =0, p € N.
n—

P
oo

. Wykazad, ze jezeli ciag {a, }nen jest ograniczony i lim b, = 0, to lim a,b, = 0.

n—oo n—oo
Zbadaé istnienie granic ciggoéw
Dan=t-[3] )b, = (cosZ2)"

Obliczy¢ granice ciagow

Gl Vi _ 1 2 _ M
a>a”_32n+% C)Cn—?gt%+n2+2+...+n2+n e) e, = o
_ 32ntl_gy _ (n! 5n°—3n*42
b) b, = 9n+4 d) dn = 2n)! £) fn = 5500
Lanlo . \/2n—32 (V/n+3)?
lim £ =2 h) lim 1) lim
g> n—00 22n—17 ) n—00 Vn2+10 ) noo Ml
. . / 7./ P . 92n_ . _
J) lim 1+2n 1+4n k) im i?;gn 71 1) lim (2+4+6+...+2n _ 2n2 1)
n—00 n—oo 49"t n—+00 n
13+ 5+ + 0
m) lim A

n—oo 2+22+23+ +2n+3
Wykazaé, ze ciag o wyrazie ogélnym

2) an = (1+75) (14 25) - (1+ iy
b) b, =(14+7)(1+%)...(1+%), ke N\{1}.

jest ograniczony z gory.



13. Wykazaé, ze ciag o wyrazie ogdlnym
a) a, = +/n—+/n—2 b) b, = 5=

jest ograniczony z dotu.

14. Wykazaé, ze ciag {cos %} jest rosnacy.

15. Zbada¢ zbiezno$c¢ ciagow

a) an:(l—f—%) (1+ki2)...(1
b) by = (14 3) (1+5)-..(1

Q) en=(1+5) (1+55) . (1+ 565

16. Obliczy¢ granice ciagow

L) ke N\{1}

n n n 2
a)a,=v2- V2. N2 ) f={/(3)"+ () k) by = V2 -
o In 1+%
¢) ¢, =2""-a-cos(nm) h) h, =vn?+n+1—-n m) my, = (1 - ;)"
3
. 2 n A\ - lo (n+1) n
Da-(-3)  pa-bes 0= i
241 2n2+1
e)en—<ng> 3) g = \/+ Tt
17. Obliczy¢ granice ciggow

a) Tim 2 b) lim "2t ¢) lim et

n—o0 n— o0 n—oo
Q) lim S o) lim MR ) lim B

n—00 n—00 n—00

. 2n—1) - D lim (3
8) lim o Chtes h) Jim (G — %) ) Jim, e
: n3 n* : Vn2+43 : Vn342—n*
i) nh_)m (n2+1 - n2+3> k) ,}E{}o n—Jlr D nh—>nolo ”34:5’” 1

\/W-‘rn . 2 5n+2

") 8 s 0 o) Jim (553)°
p) lim (2" Q) Jim Gt r) lim (V20 +4 =)

. . 3n—2 . n2—1
DTS oy E e
w) lim (27::13) x) lim (n — v/n? 4+ 5n) y) lim =4

n— 00 n—00 n—oo



Analiza matematyczna 1
Indukcja matematyczna, ciggi rekurencyjne

1. Udowodni¢ indukcyjnie

)VnGNl#—Q—i—...—i—n:@

b) Vn € N 12 422 4. 4 2 = notlCntl)

c) Vn € N 3|10% + 4™ — 2

d)Vn e N85 +2-3" 1 +1

e) Vn € N 11|26n+1 4 32n+2

f) (1+2)" > 1+ nz dlax > —1 (nieréwnosé Bernoulliego)
g) (1+2)">14+nz+in(n—1)2% dlaz > -1

h)

) (g + ...+ xnyn) (22 + ... +22) (2 + ...+ y2) (nieréwnos$é Schwarza)
D) << ()" neN

Wsk: pokazaé¢ pomocniczo, ze 1) Vk € N (1 + %)k <3;2)VkeN2< (1 + %)k

2. Obliczy¢ granice ciagu danego wzorem rekurencyjnym

) ay =2 b) a; =3¢, ce(0,1)
a
= 2T s an =3 (3¢+ay_y)

Niech a; = 1,a, =1 an+1 = py1 + an (cigg Fibonacciego). Pokazaé, ze 2|as,



Analiza matematyczna 1
Wiasnosci zbioru liczb rzeczywistych, kresy, punkty skupienia

. Niech (F,+,0,-,1) bedzie ciatem. Pokazaé, ze dla dowolnych z,y, z € F' zachodzi

a)rty=ar+tz=>y=2z g r#0Azy=1=y=2"' mz>0s—-2<0
b)r+y=2=y=0 hr#0=(zH)t=ux nzr>0Ay<z=uzy<zz
c)z+y=0=>y=—2 i) 0x =0 o)z <0Ny<z=uzy>uwz
d) —(—z)==x Y #O0ANYy#0= a2y #0 pr#0=2>>0

T 0Ny =22 =9y=12 k) (—z)y = —(zy) = z(—vy) q) y<r<y=0<yl<a!

¢)
fle#0Nzy=2=y=1 ) (—2)(—y) = xy.

. Wykaza¢, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi

a) |z[ >0 e) [z =0 2=0 i) |z = [yl <z —y| < |z| + |y
b) [z] = | — o f) izﬂ i) |z = lyl] <z =yl

o) |z <z <|z] gl -—y<z<y k) |lz]—|yl| < |z +yl

d) [zy| = |z| - |y h) [z +y| < |z| + |y].

. Zmalez¢ kresy zbioréw

a) A={k+1:kec{0,1,2},neN} ) D={1+L:neN}
b) B={1+ 5 :neN} ) E={;t+5 +3:neN}
c)C={reR:|20—-5| <3}

. Wykazaé, ze sup{z € Q: 2 > 0 A2 < 3} = /3.

. Niech ACR,BC Rt € R;. Oznaczmy A@B={a+b:ac ANbEB},A®B={a-B:ac
ANb € B}, toA={ta:ae A}. Udowodnié, ze jezeli zbiory A i B sa niepuste i ograniczone, to
zbiory A@® B, A® B,to A sg tez ograniczone oraz

a) sup(A @ B) =sup A +sup B ¢) sup(A® B) =sup A - sup B, ACR,,BCR,

b) inf(A & B) = inf A + inf B.



10.

11.

Analiza matematyczna 1

Szereqi
. Dane sa szeregi liczbowe
— 1 o 2n 4 7n - = 2n-1 = ontl
+ n— n+
a) 21 n(nt2) b) 107 c) Z Bn-1)( 3n+2) d) .2 e) 21 n2(n+1)2°
n— n— n=1 n—= n=

Wyznaczy¢ ich sume cze$ciowa S,, oraz sume S.

. Majac sume czesciowa szeregu, znalezé jego wyraz ogolny i zbadaé zbieznosé

S T UL e T ¢

-1
@n+1)? )
Zamieni¢ utamki okresowe mieszane na utamki zwykte

a) 0,3(25)  b) 0,12(123).

, .. , . 1 1 1 1
Zbadaé zbieznos¢ szeregu AT AR T T G T

Sprawdzi¢, czy dane szeregi spetniajg warunek konieczny zbieznosci

a) 32 (=1)"siny c) Z e) X EE ) Ln(Vnt+l-yn)
n=1 n=1 n=1 n=1
G 2 T

sin Z(2n+1)
( f) 1

n=1 = n=1

[ee]
. Pokazaé, ze jezeli > a, jest szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich i takim, ze ciag {a,} jest

n=1
malejacy, to lim na, = 0.
n—oo

o0
Udowodni¢, ze jezeli szereg Z a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg Z a? tez jest
n=1

zbiezny. Czy bedzie to prawd@, Jezeh wyrazy a, beda dowolne?

. Udowodni¢, ze jezeli ciag {a,} o wyrazach dodatnich jest ograniczony, to szereg Z % jest szere-

giem rozbieznym. Wykorzysta¢ to do pokazania, ze szereg Z ~ f jest rozbiezny.

n=1

. Udowodni¢, ze jezeli szereg Y. a? jest zbiezny, to zbiezny jest tez szereg . o

n=1 n=1

Stosujac kryterium poréwnawcze zbadaé zbieznosé szeregow

0EE WEh ofss 95 ofes

Zbadaé zbieznos¢ nastepujacych szeregow

- 1 = 1 e 6" o gn+l.on
a) ; nZ3n+2 d) n;l =i g) n;l [CEES) i) Z (3+ m) Z R

Sk S o (=D)"n 3" _(n+2)5"
b) = H e) n;l Tnn h) El 3n+5 k) Zl 2n)! ) Z JnT2nt3)

c) 21%\/|sinn| f) len (1+1) i) 21 e 1) <(_%_1 —|—%> 0) Zi sin <.




12. Czy nastepujace szeregi sa zbiezne? Przy odpowiedzi wykorzystaé znane kryteria. Przy szeregach
naprzemiennych okresli¢ rodzaj zbieznosci

2 (—1)n = —v/n+1)" oo~ (—D" - n /n
a) ;( 1 e) Zl (Vr=vntl) i) ; s m) ;(—1) /e
o (—3)2nt1 = N X2 y/logyn e n
b) - Sl £) 3 (=11 + )" i) > n) 3 InnH
n;l - no:ol n;} . n;l 1
¢) & T 8) 2 % k) 2 Zagem °) X wvmr=vm
d) 3 G s g ) 5 ()Y



Analiza matematyczna 1

Granica 1 ciggtosc funkcyi

1. Wykaza¢ na podstawie definicji Heinego i Cauchy’ego

. 2 o . z+1 _ 3 . 2 _
a) hml(x 1)=0 c) 9161_% o = % e) xl_l)IEloo(.T 2z) = 400
b) lim 227 = 27 d) lim (2% —2z) = 400

z—3 T T—+00

2. Obliczy¢ granice

l—coszx : 1
Y e D L weins D b
b) lirf (i—;g)hﬂ j) lim 2=t r) hm arccos (51)
T—r+00 Tr—e
c) lir% i-ycosdwcoss k) lir%(cos x)ﬁ s) hrf (Va2 =2z —1—+/22 —Tx =3)
r— T—> T—>+00
d) lin%a:[i] 1) hrf Lising t) hm sinvax + 2 -sin(vz + 1 — /1)
T—> T—+00
T/ z+\/T Y .
e) xEI—lI—loo — m) hl,% i) u) xgriloo(cos Vir+1—cosy/x)
x+1
: l—sinz = : 3z—4\ 3
f) :}gn (Z-= )2 n) IILI(I]I+(1 +tg \/_) W) ;);lggo (3z+2) ’
. In(cosz Va2+l—y/z x
g) lim % o) Jim gt x) i s
) s 2cos.T
h) lim {55 p) Jim 575"

. Zbada¢ istnienie granic

a) ylclir(l) sin % c) mEIJPoo sin x e) ilir(l)(x — 3)sin o~
1
1 . . _ Jaxsin, dlaz <0
b) Ili>m1 cos 2T d) 31613% ew f) 31613% f(z), gdzie f(x) = {sin% dar 0

. Wykazaé, ze hn% — =Inadlaa>0ia#1

. Zmale7¢ granice jednostronne w punkcie x = 0 funkcji f(z) =
. Pokazaé z definicji Heinego i Cauchy’ego ciagtosé funkeji f(z) w punkcie zq
a) f(x) =23, 20=0 b) f(z) = 1, @9 =2.

. Wykazacé, ze jezeli funkcja f jest cigglta w pewnym punkcie, to jest ograniczona w pewnym otoczeniu
tego punktu.

. Zbadac ciagglosé¢ nastepujacych funkcji

0, Z e Q . x2€nz+xenz+enz+1
Loremg 90 m s e

b) f(2) = [e)sin(er) o) f(x>={2’ g M f<x>={fis_7{| e

o A—a® R\{-2,0,2
¢) f(x) = sgn(sinz)  f) f(z) = lim 22 i) f@):{('f‘”' zi{iw} :




9. Dobraé¢ parametry a, b, ¢ tak, aby funkcja f : R — R byla ciaglta w dziedzinie.

sin 2%, x <0
Vite—1 . < e 0<xz<l1
’ z’2+(b—1)$—b r>1
z—1 ’

10. Dane sg funkcje

1 s < -
(~logy(¢+3), —3<u< -2 S L S
cos , —I<lx<Z%
a) f(x) =13, —2<2<0 b) g(x) = . ’
n —tgx, s<z<Tm
| arctan —, x>0
v 1, T>T
(1™, v
?+(1+52r-3%, —-l<z<3
c) h(z) = { ctgx, I<w<mw
0, T<x<2m
[ sinz], x> 27

Wyznaczy¢ punkty nieciagtosci danej funkeji i okresli¢ ich rodzaj.

11. Niech f : R — R bedzie funkcjg okreslong w nastepujacy sposob: jesli x jest liczbg niewymierna,
to f(x) = 0; jesli x jest liczba wymierna, z = § (zaktadamy, ze utamek ten jest nieskracalny), to

flz) = %. Pokazac¢, ze funkcja ta, zwana funkcjg Riemanna, jest ciaggta w punktach niewymiernych
i nieciggta w punktach wymiernych.

12. Udowodni¢, ze kazde rownanie stopnia n nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych, tzn. réw-
nanie postaci " + a,_12" ' + ...+ a1z + ap = 0, ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

13. Dana jest funkcja f(x) = cosz — %ix Wykazac, ze istnieje taki punkt ¢ € [0, %), ze f(c) = 0.

14. Zbada¢é jednostajng cigglos¢ nastepujacych funkcji
a) f(z) =22, |x| < M = const. d) f(z) =sini, z €(0,1) f) f(x) = sinx, |x| < M = const.
b) f(z)=2* r€R e) f(x) =cosx, z €R
c) f(z) =z, v e Ry f) f(x) =3, 2 €(0,1)

15. Pokazad, ze jezeli funkcje f,g:Z — R (Z - przedzial) sa ciagle, to funkcje ¢(x) = max{f(x), g(z)},
Y(z) = min{f(x),g(x)} tez sa ciagte na Z.



Analiza matematyczna 1
Szeregi potegowe

1. Wyznaczy¢ promien zbieznosci, przedziaty zbieznosci oraz zbieznosé¢ szeregéw na koncach przedzia-
tow zbieznosci

fe’e) " fe’e) o) _1yn-1 . fe'e) RS
a) Zln‘x C) Z n(xiz)n e) Z (Qn)71 (1]—4)2 ! g) Zl 35171)\/5

b) 21 e )Y e ) 21 102722 — 3)2n!




