Wykitad 1

Podstawowe struktury algebraiczne

1 Dzialanie w zbiorze

Majac dane dowolne dwa przedmioty a, b mozemy z nich utworzy¢ pare uporzadkowana (a, b)
o poprzedniku a i nastepniku b.
Warunek na rownosé par uporzadkowanych:

(a,b) = (¢,d) <= (a=cib=d).

Iloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbiér A x B wszystkich par uporzadkowa-
nych (a,b) takich, ze a € Aib € B.

Definicja 1.1. Dzialaniem w niepustym zbiorze A nazywamy kazde odwzorowanie zbioru
A x A w zbiér A. Jezeli o jest dzialaniem w zbiorze A i a,b € A, to o((a,b)) oznaczamy przez

a o b i nazywamy wynikiem dzialania o na parze (a,b).
Dziatania bedziemy oznaczali symbolami: o, -, +, @, itd.

Dziataniu w zbiorze skoniczonym A mozna przyporzadkowac tabelke wpisujac w lewym gérnym
rogu oznaczenie dzialania i wypisujac dwukrotnie elementy zbioru A: raz w pierwszym rzedzie
poziomym i raz w pierwszym rzedzie pionowym, a nastepnie wpisujac na przecieciu rzedu pozio-
mego odpowiadajacego elementowi a i rzedu pionowego odpowiadajacego elementowi b wynik
omawianego dzialania na parze (a,b). Odwrotnie, kazda tabelka, ktéra w pierwszym rzedzie po-
ziomym i pierwszym rzedzie pionowym zawiera wszystkie elementy danego skonczonego zbioru
A napisane tylko jeden raz, a na pozostalych miejscach ma wpisane w dowolny sposéb pewne
elementy zbioru A, okresla w A dzialanie. Wynikiem tego dzialania na parze (a,b) jest element
stojacy w rzedzie poziomym odpowiadajacym a i rzedzie pionowym odpowiadajacym b. Wy-
nika stad w szczegdlnosci, ze w zbiorze n-elementowym mozna okresli¢ doktadnie n" réznych

dzialan.

Przyklad 1.2. Nizej podajemy tabelki wszystkich mozliwych dziatan w zbiorze 2-elemento-

wym A = {0,1}:
op |01 oo | 0] 1 o3 04 1 o5 | 0|1 og | 0|1
0100, 0|10, 0 0 0, 0|00, 0100
1100 1100 1 1 0 1 (0|1 1 |11
o7 [0 |1 og [0 |1 o9 i) 1 o1 |01 o2 |01
0Oj1]1, 001 0 0 0, O |10, 0 |01
1 10]0 1 11]0 1 1 0 1 (01 1 171
o13 0|1 o4 | 0|1 015 016
0 0, 0 |11 0 0
1 1 1 (01 1 1




Niech o bedzie dziataniem w zbiorze A. Powiemy, ze

(1) dzialanie o jest taczne, jezeli (a0 b)oc = ao (boc), dla dowolnych a,b,c € A,

(2) dziatanie o jest przemienne, jezeli a o b = bo a, dla dowolnych a,b € A,

(3) e € A jest elementem neutralnym dzialania o, jezeli eca = aoe = a, dla kazdego a € A.
Mozna wykazaé, ze jesli dziatanie o w zbiorze A jest taczne, to wynik tego dziatania na ukladzie

elementéw aq,...,a, € A nie zalezy od sposobu rozmieszczenia nawiaséw. Na przyklad

(a1 o(agoaz))oay = (agoaz)o(agoays) =ajo(ago(azoay)) =
=aj o ((azoa3)oas) = ((a10az)oaz)oay.
Pozwala to na pomijanie nawiaséw i uzywanie zapisu a; o ag o ... o a, dla dowolnej liczby

naturalnej n.

Uwaga 1.3. Latwo zauwazy¢, ze dzialanie w zbiorze skonczonym jest przemienne wtedy i
tylko wtedy, gdy jego tabelka jest symetryczna wzgledem gléwnej przekatnej. W szczegdlnosci
w zbiorze n-elementowym istnieje dokladnie n% réznych dziatan przemiennych. Sposrod
dziatan z przykladu 1.2 przemiennymi sa zatem jedynie o1, 09,05, 08,011,012, 015, 016-

Uwaga 1.4. Kazde dzialanie w zbiorze A moze posiadaé¢ co najwyzej jeden element neutralny.
Rzeczywiscie, niech e i f beda elementami neutralnymi dzialania o w zbiorze A. Wtedy w
szczegblnoéci e o a = a oraz bo f = b dla dowolnych a,b € A. Podstawiajac a = fib = e
uzyskamy stad, ze eo f = fieo f =e¢, skad e = f. Sposrdd dzialan z przykladu 1.2 element
neutralny posiadaja jedynie os, 0g, 011, 015, 012.

Uwaga 1.5. Po do$¢ uciazliwych rachunkach mozna sprawdzi¢, ze sposrod wszystkich dzialan
z przyktadu 1.2 tacznymi sa jedynie o1, o5, og, 08, 09, 011, 012, 016. Przy sprawdzaniu prawdziwosci
formuty (ao (boc) =ao (boc) mamy az 8 przypadkéw!

Przyklad 1.6. Waznymi w informatyce dzialaniami sa tzw. dodawanie i mnozenie
modulo n. Mianowicie, niech n > 1 bedzie ustalona liczba naturalna i niech Z,, = {0,1,...,n—
1} bedzie zbiorem wszystkich reszt z dzielenia liczb calkowitych przez n. Wtedy zbiér Z, ma
doktadnie n elementéw. Dodawanie modulo n definiujemy dla a,b € Z,, przy pomocy wzoru:

a +y, b = reszta z dzielenia a + b przez n. (1)
Natomiast mnozenie modulo n definiujemy dla a,b € Z,, nastepujaco:
a -p b = reszta z dzielenia a - b przez n. (2)

Nietrudno jest pokazaé, ze oba te dzialania sa przemienne i laczne oraz posiadaja element
neutralny 0 i 1 odpowiednio. Nizej podajemy tabelki dzialan +5 i -5:

+5 10111234 5101112314
010111234 0/]0{0]0]0]|O0
1 111213140 1101112134
212134101 21012413
3 13(4]01]2 31013142
4 1410|123 4101413121




2  Grupy

Definicja 1.7. Uklad (A, oy,...,0pn,€1,...,€), W ktérym A jest niepustym zbiorem,
01,...,0, s dzialaniami w zbiorze A, za$ eq,..., e € A sa wyrdéznionymi elementami zbioru A
nazywamy struktura algebraiczna.

Definicja 1.8. Strukture algebraiczna (G, o, ) nazywamy grupa, jezeli spelnia nastepujace
warunki (aksjomaty grupy):

G1l. ao(boc) = (aob)oc, dla dowolnych a,b,c € G (tzn. dzialanie o jest taczne) .

G2. aoe=coa=a,dlakazdego a € G ( tzn. e jest elementem neutralnym dziatania o).

G3. dla kazdego a € G istnieje x € G taki, ze aox =z 00a =ce.

Definicja 1.9. Méwimy, ze grupa (G, o, e) jest abelowa, jezeli dzialanie o jest przemienne.

Uwaga 1.10. W dowolnej grupie (G, o, €) zachodza prawa skracania réwnosci:
(I) Vapecg l[aob=aoc=b=c| oraz (II) Vgpccq [boa=coa= b=

Rzeczywiscie, na mocy (G3) istnieje € G taki, ze xoa = aox = e, wiec jezeliaob=aoc,
toxo(aob) =xzo(aoc),skad z (G1) (xoa)ob= (xoa)oc, czylieob=eoc. Zatem z (G2)
b = ¢, co dowodzi (I). Dowdéd (II) jest analogiczny.

Uwaga 1.11. Element x w aksjomacie (G3) jest wyznaczony jednoznacznie przez element a,
gdyz jezeli dodatkowo y € GG spelnia warunek aoy = yoa = e, to aox = aoy, wiec z uwagi 1.10,
x = y. Ten dokladnie jeden element z nazywamy elementem odwrotnym (przeciwnym)
do a i oznaczamy przez a~! (przez —a, gdy o = +). Z uwagi 1.10 wynika od razu, ze x jest

1

elementem odwrotnym do a wtedy i tylko wtedy, gdy a o x = e. Poniewaz a™" oa = e, wiec a

jest elementem odwrotnym do a~!, skad mamy wzér
(a=1)~! = a dla kazdego a € G.
Ponadto dla dowolnych a,b € G zachodzi wzér:
(aob)t=b"loal.
Rzeczywicie, wystarczy zauwazyé, ze (aob) o (b"! oa™!) = e. Z lacznoéci dziatania o mamy

(aob)o(btoat)=((acb)ob Hoat=(ao(bob ) ocal=(ace)oat=aocal=e

I. Niech (G, -, e) bedzie grupa. Wéwezas dla a € G, a~! jest elementem odwrotnym do a.
Calkowita potege elementu a okreslamy nastepujaco:
1. o =e,

3.a"l =g adlan=1,2,...
4. a7 "= (a"Hr dlan=1,2,...
Zatem dlan=1,2,...

Mozna udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych m, n i dla kazdego a € G zachodza
WZOry:



(1) a™ - a™ = a™*"™ oraz (2) (a™)™ = a"™.
Ponadto jezeli a,b € G sa takie, ze a-b = b-a, to dla dowolnego catkowitego n zachodzi wzor:
(a-b)" =a™-b".

Zapis uzyty w I nazywamy multiplikatywnym (od taciriskiego mutiplicare — mnozy¢). W tym
zapisie czesto element neutralny e oznacza sie przez 1, chociaz nie musi to by¢ liczba naturalna
1.

IT. Niech (G, +, 0) bedzie grupa abelowa. Wéwczas dla a € G, —a jest elementem przeciwnym
do a. Calkowita wielokrotnosé¢ elementu a okreslamy nastepujaco:

1. 0-a=0,

2. 1-a=a,

3. (n+1)-a=n-a+adlan=12,...
L. (—n)-a=n-(—a)dlan=12,...

Taki zapis nazywamy addytywnym (od lacinskiego addere — dodawac) i z reguly jest on
stosowany jedynie w przypadku grup abelowych. W tym zapisie element neutralny grupy jest
oznaczany przez 0, chociaz nie musi to by¢ liczba catkowita 0.

Z I wynika, ze dla dowolnych liczb catkowitych m, n i dla kazdego a € G zachodza wzory:

(I)n-a+m-a=(n+m)-aoraz (2)’ n-(m-a)=(nm) - a.

Jezeli napiszemy niech G bedzie grupg, to bedziemy mieli na mysli grupe multiplikatywna z
dzialaniem oznaczonym kropka, ktéra — tak jak w przypadku wyrazen algebraicznych — czesto
bedziemy pomijaé.

Przykiad 1.12. Niech n € N oraz X = {1,2,...,n}. Przypomnijmy, ze kazda bijekcje
f: X — X nazywamy permutacja zbioru X. Niech S,, oznacza zbiér wszystkich permutacji
zbioru X. Wowczas S, ze zwyklym skladaniem przeksztalcen i przeksztalceniem tozsamoscio-
wym idy tworzy grupe. Nazywamy ja grupa permutacji zbioru n-elementowego. O

Przykilad 1.13. Niech n > 1 bedzie dowolna liczba naturalna. Wéwcezas (Zy,, +n,0) jest
grupa abelowa, ktéra bedziemy oznaczali przez Z;}. Zauwazmy, ze —0 = 0, za$ dla 0 # a € Z,
mamy, ze —a =n — a, czyli n — a jest elementem przeciwnym do a.

Definicja 1.14. Podgrupa grupy (G,-,e) nazywamy taki podzbior H C G, ze e € H,
h~! € H dla kazdego h € H oraz h; - hg € H dla dowolnych ki, hy € H.

Stwierdzenie 1.15. Niech (G,-,e) bedzie grupa. Podzbior H C G jest podgrupa grupy G
wtedy 1 tylko wtedy, gdy H tworzy grupe ze wzgledu na ograniczenie do H dziatania -.

Definicja 1.16. Niech a bedzie elementem grupy (G, -, e). Jezeli istnieje liczba naturalna

k taka, ze a”

= e, to najmniejsza taka liczbe naturalng k nazywamy rzedem elementu a.
W przeciwnym przypadku (tzn. gdy a” # e dla kazdego n € N) méwimy, ze rzad elementu a

jest réwny oo (nieskoniczonos$é). Rzad elementu a oznaczamy przez o(a).



3 Pierscienie i ciala

Definicja 1.17. Pierscieniem nazywamy system algebraiczny (P, +,-,0,1) taki, ze
P1. (P,+,0) jest grupa abelowa;
P2.a-(b+¢)=a-b+a-cdladowolnych a,b,c € P;
P3.a-(b-c)=(a-b)-cdla dowolnych a,b,c € P;
P4. a -1 = a dla kazdego a € P;
P5. a-b=0b-a dla dowolnych a,b € P.

Dzialanie oznaczane przez + nazywamy dodawaniem, zas dzialanie oznaczane przez - nazy-
wamy mnozeniem, natomiast element oznaczony symbolem 1 nazywamy jedynka pierscienia
P. Grupe abelowa (P, +,0) nazywamy grupa addytywna pier$cienia P i oznaczamy przez
P,

Niech (P, +,-,0,1) bedzie pierscieniem. Woéwczas mozemy w P okresli¢ odejmowanie przyj-
mujac dla dowolnych a,b € P:
a—b=a+(-b). (3)

Zachodza tez nastepujace wlasnodci:

1. Vyepa-0=0-a=0.

Dowéd. Poniewaz 0 = 0 4 0, wiec na mocy P2: a-0=a-(04+0) =a-0+a-0, czyli
a-0+0=a-0+a-0, skad z prawa skracania w grupach abelowych mamy, ze a -0 = 0. Zatem
na mocy P5 takze 0-a =0. O

2. Yopep —(a-b) = (—a)-b=a-(-b).

Dowéd. Na mocy P2 i 1 mamy, ze a-b+a-(=b) = a-[b+ (-b)] = a-0 = 0, skad
a-(—b)=—(a-b). Stad na mocy P5: —(a-b) =—(b-a)=b-(—a)=(—a)-b. O

3. Vapeer (a+b)-c=a-c+b-c

Dowéd. Na mocy P5, P2 i znowu P5 mamy, ze (a+b)-c=c-(a+b)c-at+c-b=a-c+b-c.
O

4. VYoep (-1)-a=a-(-1) = —a.

Dowéd. Na mocy P4iP5 mamy, zea=a-1=1-a,wicz2iP5, —a=—(a-1)=a-(—1) =
(-=1)-a. O

5. Voar,.aneP @ - (a1 +...+ap) =a-a1+...+a-ap.

Dowdéd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 teza wynika z P2. Zalézmy, ze teza zachodzi dla
pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech ay,...,an,a,+1 € P. Wtedy na mocy P2 i zalozenia
indukcyjnego: a-(a; + ... + ap + apt1) =a-[(a1 + ... + an) + any1l =a- (a1 + ... + an) +
+a-apt1=a-a1+...+a-ay+a-ant1, czyli teza zachodzi dla liczby n+ 1. O

6. Vopecpa-(b—c)=a-b—a-c.

Dowdd. Z okredlenia odejmowania, z P2, z 2 i znowu z okreslenia odejmowania mamy, ze
a-(b—c)=a-(b+(—¢))=a-b+a-(—c)=a-b+(—(a-¢))=a-b—a-c. O

Poniewaz (P,+,0) jest grupa abelowa, wiec ma sens catkowita wielokrotnosé k - a elementu
a € P przez liczbe catkowita k. Z teorii grup mamy zatem nastepujace wlasnosci:
7. YaePVnmez n- (m-a) = (nm) - a.



8. YaePVnmez (n+m)-a=n-a+m-a.

9. VopepVnezn-(a+b)=n-a+n-b.

Mozna takze udowodni¢ nastepujaca wlasnosé:

10. VypepVnezn-(a-b)=(n-a)-b=a-(n-b).

W pierscieniu P mozemy tez okresli¢ nieujemna catkowita potege dowolnego elementu a € P
przyjmujac, ze:

1

a®=1,a' =aorazdlan e N: a""' =a"-a (czylia"=ga-...-a).

..

n
Przez prosta indukcje mozemy wowczas udowodnié¢ nastepujace wlasnosci:

m n-+m

11. VeepVumen a” -a™ = a
12. VaepvrmmeN (an)m =a™m.

13. VapepYnen (a +0)" = Z <n> a"Fok.

k
k=0
Przyklad 1.18. Podstawowym i wzorcowym przykladem pierscienia jest pierscien liczb

catkowitych Z. Bardzo wazna role w informatyce odgrywaja pierscienie reszt modulo liczba
naturalna n > 1. Mianowicie sa to pierscienie (Zy, +n, 'n,0,1), ktére bedziemy oznaczali przez
/.

Definicja 1.19. Moéwimy, ze element a pierécienia P jest odwracalny, jezeli istnieje b € P
takie, ze a - b = 1. Element b nazywamy w tej sytuacji elementam odwrotnym do elementu
a i oznaczamy przez a”'. Zbiér wszystkich elementéw odwracalnych pierécienia P oznaczamy
przez P*.

Twierdzenie 1.20. Dla dowolnego pierscienia (P, +,-,0,1) system algebraiczny (P*,-,1)
jest grupa abelowa.

Przyklad 1.21. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 wykazuje sie, ze
Zy ={a € Z, : NWD(a,n) =1}.

W szczegdlnoéci Zg = {1,5}, Zg = {1,2,4,5,7,8}. W pierécieniu Zs mamy, ze 2-! = 3, bo
2 .53 = 1. Natomiast w pierécieniu Zg mamy, ze 27! =5, gdyz 29 5 = 1. W celu wyznaczenia
elementu odwrotnego do 5 w pierscieniu Zi13 mozna postuzy¢ sie tabelka:
z 1] 2|3]4]5]6|7][8]9]10]|11]12
e AN AR RvAPY ) E I T

z ktérej odezytujemy, ze 5~ = 8. Tak wiec obliczamy po kolei 5-131, 5132, itd, az dochodzimy
do 5-13 8 = 1 i koficzymy nasz algorytm wypisujac 5~ = 8.

Definicja 1.22. Ciatem nazywamy taki pierscien (K, +,-,0,1), ze zbiér K ma co najmniej
dwa elementy oraz kazdy niezerowy element nalezacy do K jest odwracalny.

Przyklad 1.23. Mozna wykazac, ze dla dowolnej liczby pierwszej p pierscient Z,, jest cialem.
Natomiast dla liczb naturalnych zlozonych n pierscien Z, nie jest cialem.



Przyklad 1.24. Zbiory: liczb wymiernych i liczb rzeczywistych, ze zwyklym mnozeniem
i dodawaniem liczb tworza ciala. Nazywamy je odpowiednio cialem liczb wymiernych i
cialem liczb rzeczywistych oraz oznaczamy przez Q i R odpowiednio.

Dzielenie przez niezerowe elementy w ciele K okreslamy wzorem:

% = Q- b_l
dla dowolnych a,b € K, b # 0.
Wiasnosci dzialan w dowolnym ciele K sa analogiczne jak w ciele R. W szczegélnosci dla

a,b e K\ {0} mamy, ze a-b # 0.

Przykiad 1.25 (Cialo liczb zespolonych). Podamy konstrukcje bardzo waznego w alge-
brze ciala C zwanego cialem liczb zespolonych. W zbiorze R x R wprowadzamy dziatania +

i przy pomocy wzorow:
(a1,b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + ba), (4)

(a1,b1) - (ag,b2) = (a1 - ag — by - ba, ay - by + ag - by), (5)
dla dowolnych aq, a9, b1, by € R. Bez wigkszego problemu mozna sprawdzié¢, ze system algebra-
iczny (R x R, +,-,(0,0),(1,0)) jest pierscieniem, przy czym zerem jest (0,0), za$ jedynka (1,0)

oraz dla a,b € R zachodzi wzor:
_(a7 b) = (_a? _b)

Jezeli (0,0) # (a,b) € R x R, to a® + b > 0 oraz (a,b) - (

wzOr

ﬁyﬁ) = (1,0). Zatem mamy

1 a —b
(a,0)7" = <a2+b2’a2+b2>'

Wobec tego system algebraiczny (R x R, +,-,(0,0),(1,0)) jest cialem. Nazywamy je cialem

liczb zespolonych i oznaczamy przez C. Elementy ciala C nazywamy liczbami zespolonymi
i oznaczamy literami: z, w, 21, zo. Geometrycznie liczby zespolone mozna wiec traktowac jako
punkty na plaszczyznie. Ze wzoru (4) wynika, ze liczby zespolone dodajemy analogicznie jak
wektory na plaszczyznie zaczepione w poczatku ukladu wspoétrzednych. Z tego powodu liczbe
zespolona (a, b) mozemy utozsamié¢ z wektorem o poczatku w punkcie (0,0) i koricu w punkcie

(a,b).
Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b

(a,0) + (b,0) = (a + b,0),
(a,0)-(b,0) = (a-b,0).

7 tego powodu dla liczb rzeczywistych a mozna dokonaé¢ utozsamienia:
(a,0) = a. (6)
Przy takim utozsamieniu R C C. Liczbe zespolona

i=(0,1) (7)



nazywamy jednostka urojona. Zachodzi dla niej bardzo wazny wzér:
i2 = —1. (8)

Rzeczywiscie, ze wzoru (5), i = (0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-141-0) = (-1,0) = —1.
Stosujac wzory (4)-(7) tatwo zauwazy¢, ze dla liczb rzeczywistych a, b mozna dokonaé utozsamie-
nia:

(a,b) = a + bi. 9)

Otrzymujemy w ten sposéb postaé algebraiczna a + bi liczby zespolonej (a, b).

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie liczb zespolonych zapisanych w postaci algebraicznej
wykonuje sie zatem tak samo jak dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianéw zmiennej
i, przy czym nalezy pamietaé o tym, ze w miejsce i° nalezy zawsze podstawi¢ (—1). Np.
(1+2)-3—4) =3—i+6i—2i>2=3+5+2=5+5i, (1+2)+(3—1i) =41,
(14+2i))—(3—14)=—-2+ 3.

Natomiast przy dzieleniu liczb zepolonych wygodnie jest wykorzystywac tzw. liczby sprzezone.
Jezeli a i b sa liczbami rzeczywistymi, to liczba sprzezona do liczby z = a + bi nazywamy
liczbe Z = a — bi. Latwo zauwazyé, ze wéwczas z - Z = a® + b, Zatem aby podzielié liczbe

zespolona w przez liczbe zespolona z # 0 nalezy licznik i mianownik ulamka 7 po-

. » . . . oy o s w . wZ o wz
mnozy¢ przez liczbe sprzezona z mianownikiem tego ulamka, czyli & = 7= = Pl
2+43i _ (2+3i)-(1—i) _ 2-2i+3i—3i> _ 2+i+3 _ 5 , 1.

Np. T80 = G0 = oz = 7 =3 tal

4 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 1.26. Wypisz tabliczki dzialan +,, i -, dla m = 2,3,4,5, 6.

Zadanie 1.27. Oblicz:

(a) 3+4,3—4,3-4,3-272 w ciele Zs,
(b) 37! kolejno w Zs, Zz, Z11, Z13,

(c) 412 (5%2 = 6) - (2- (=3))~! w ciele Z1;.

Zadanie 1.28. Udowodnij, ze dla dowolnego naturalnego m > 2, (Z,, +m,0) jest grupa
abelowg.

Zadanie 1.29. Udowodnij, ze dla dowolnego naturalnego m > 2, (Zu,, +m, m,0,1) jest
pierscieniem.

Zadanie 1.30. Udowodnij, ze dla dowolnych niezerowych elementéw a i b ciala K mamy, ze
a-b#0.

Zadanie 1.31. Udowodnij, ze jesli m jest liczba zlozona, to pierscien Z,, nie jest ciatem.

Zadanie 1.32. Znajdz takie liczby rzeczywiste a i b, aby zachodzily réwnosci:
a) a(2 +3i) +b(4 — 5i) = 6 — 2, b) a(—v/2 + 1) + b(3v/2 + 5i) = 8i,

. N 2

c) a(4 —3i)* +b(1 +14)? = 7T—12i, d) 5% + 325 = 1, e) a3t +b(14jgi) =1+1

2a-3i | 3b+2i _
f) 55 + 55 =0




Zadanie 1.33. Przedstaw w postaci algebraicznej nastepujace liczby zespolone:

a) (2414) - (4— ) + (1+20) - (3+43), b) CHLE=0 0) (14 24) i 4 325, ) L300,

Odp. a) 4+12i. b) 7—6i. ¢) =32 + i, d) 5+1.

Zadanie 1.34. Przedstaw w postaci algebraicznej rozwigzania nastepujacych réwnan linio-
wych z jedng niewiadoma z € C:
a) (a—bi)z = a+bi,b) (a+bi)?(1—2)+(a—bi)*>(1+2) =0, c) (a+bi)z = (2a+3b) +(2b—3a)i,
d) (1 —-1i)z=(2a—b) — (2a + b)i.

Odp. a) z = Zzlgz + ag_‘fZQi. b) z = b24;§2i. c)z=2-3i. d) z=2a— bi.




