Wykitad 2

Wilasnosci ciala liczb zespolonych

1 Modul, sprzezenie, czes¢ rzeczywista i czeS¢ urojona
Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi i niech
z=a+ bi. (1)

Przypomnijmy, ze liczba sprzezona do z jest Z = a — bi. Ponadto czescia rzeczywista liczby
z jest liczba (rzeczywista) re(z) = a, za$ czescia urojona liczby z jest liczba (rzeczywista)
im(z) = b.

Modutem liczby z postaci (1) nazywamy liczbe rzeczywista nieujemna

2| = Va2 + b2 2)

Z tych okreslen mamy od razu, ze

re(z) < |z| oraz im(z) < |z|, (3)
z-Z=|z|% (4)
Twierdzenie 2.1. Dla dowolnych liczb zespolonych z,w, z1, ..., 2z, zachodza nastepujace
WZOTY:
Attt am=A A TGt (5)
Z1 292 ... Apn=21"Z3 ... " Zn (6)
2= (z)" (7)
(5)=2 w#0 (®)
w w
Dowdd. (5). Istnieja liczby rzeczywiste aq,...,an,b1,...,b, takie, ze zp = ap + bxi dla

kE=1,...,n. Zatem z1+...+ 2, = (a1 +b13) +...+ (an+bpi) = (a1 +...+an)+ (b1 +...+by)i,
skad z1 + ...+ zp, = (a1 4. . .4an)—(bi+.. . +by)ioraz Zi+. . .42, = (a1—b19)+. . .+ (ap—byi) =
(a1 +...+ay) — (b1 + ...+ by)i, skad mamy wzér (5).

(6). Dla n = 2 istnieja liczby rzeczywiste a1, ag, by, be takie, ze z1 = a1 +byi oraz z9 = ag+bai.
Stad z1 - 20 = (a1a2 — bib2) + (a1ba + a2b1)i, czyli z1-2z2 = (a1a2 — bibz) — (a1bz + azby)i

oraz z1 - 22 = (a1 — b1i) - (a2 — boi) = (araz — bibe) — (a1by + agb1)i, czyli teza zachodzi
dla n = 2. Zalézmy teraz, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n. Woéwczas dla liczb
zespolonych zi,...,2n, 2p41 Na mocy pierwszej czesci dowodu mamy, ze Z1 - ... Zn * Znil =
(21 ... 2n) " Zn41 = 21 - - Zn-Znt1, Wiec na mocy zalozenia indukcyjnego z1 - ... - 2, - Znt1 =
Z1 ... Zn* Znt1- Stad na mocy zasady indukcji mamy teze.

(7). Wystarczy w poprzednim wzorze podstawié¢ z = z1 = ... = z,.



(8). Poniewaz w # 0, wiec tez W # 0 (dlaczego?). Z (5) mamy, ze 2 =w- 2 =w- (£), skad
po podzieleniu obu stron przez w uzyskamy teze. O
Twierdzenie 2.2. Dla dowolnych liczb zespolonych z,w, z1, ..., 2, zachodza nastepujace
WZOory:
|21 - 20 .. zp] = |21] - |22 - - oo - |20 (9)
2l B (10)
wl - fwl
2" = |=[" (11)
|21+ 22+ ...+ 2n| < |21 + |z2| + ...+ |24] (12)
|z — w| = odleglo$é punktu z od punktu w. (13)
Dowéd. (9). Na mocy wzoréw (4) i (5): |z1 ... 2p|> = (21 20) (210 2) =
22y Bl Zn = (21 F) e (20 Zn) = |21]? - . .. - |20]?, skad po spierwiastkowaniu obu
stron uzyskamy teze.
(10). Poniewaz w # 0, wiec tez |w| # 0 (dlaczego?). Na mocy wzoru (9) |z| = !w : i| =

|w] - }%’, wiec po podzieleniu obu stron przez |w| uzyskamy teze.
(11). Wystarczy podstawié¢ z = 21 = ... = z, we wzorze (9).
(12). Stosujemy indukcje wzgledem n. Niech n = 2. Jesli 21 + 29 = 0, to nasz wzér zachodzi.
Zaltézmy dalej, ze z1 + zo # 0. Wtedy |21 + 22| > 0. Ponadto 1 = re( 2L 4 Z—2) =
21 z9

z1+22 z1+2z2
Z1 z2
re (Z1+Z2) +re <Z1+22) = z1+2z2 + z1+22

przez |z1 + zo| uzyskamy teze dla n = 2.

= |Z1|Z_~f|z2| + |Zl‘z_fl2‘, skad po pomnozeniu obu stron

Zalézmy teraz, ze nasza nieréwnosc¢ zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i niech 21, ..., 241
beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Wdéwczas z pierwszej czeéci dowodu i z zalozenia induk-
cyjnego mamy, ze |21 + ... + znt1] = [(z1+ -+ 20) + zng1] < |21+ oo+ 20| F |zega] <
|21+ ...+ |zn] + |Zn+1], czyli nasza nieréwnos¢ zachodzi dla liczby n+ 1. Stad na mocy zasady
indukcji mamy teze.

(13). Istnieja liczby rzeczywiste a1, as, by, be takie, ze z = a1+b1i = (a1, by) oraz w = ag+bai =
(ag,b2). Ponadto z —w = (a1 — az) + (by — be)i, wiec |z —w| = /(a1 — a2)? + (b1 — ba)?. Zatem
z geometrii analitycznej mamy teze. O

Przyklad 2.3. Wyznaczymy wszystkie liczby zespolone z takie, ze
2| +Z2=2+1.

W tym celu zapiszmy liczbe z w postaci algebraicznej z = = + yi, gdzie =, y sa szukanymi
liczbami rzeczywistymi. Poniewaz |z| = \/x? + y2, Z = & — yi, wiec nasze réwnanie przybiera
postaé

4+ y?+x—yi =241,
czyli

(Va2 +y?+z)+ (—y)i=2+1.



Zatem /22 +y?2 +x =2 oraz —y = 1. Stad y = —1 oraz Va2 + 1 = 2 — z. Po podniesieniu
stronami do kwadratu ostatniej réwnoéci uzyskamy, ze 22 +1 = 4 — 4z + 22, skad « = %. Zatem

jedynym rozwiazaniem naszego réwnania jest z = % —1.0

2 Postaé¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Niech z # 0 bedzie dowolna liczba zespolona. Wtedy istnieja liczby rzeczywiste a, b takie,
ze z = a+ bi oraz a # 0 lub b # 0. Liczbe z mozemy traktowaé jako punkt (a,b) plaszczyzny,
ktérego odleglo$é od punktu (0,0) jest réwna |z| = va? 4+ b%. Oznaczmy przez ¢ miare kata

3
skierowanego jaki tworzy wektor Oz z osia OX w orientacji ptaszczyzny przeciwnej do ruchéw
wskazéwek zegara. Wtedy mamy, ze ¢ € (0,27) oraz
_ a

cosp = Tziﬁ '

sin ¢ = Va2+p?
Otrzymujemy stad wzor

z = |z|(cos ¢ + isin ¢), (14)

ktéry nazywamy postacia trygonometryczna liczby zespolonej z. Liczbe ¢ nazywamy ar-
gumentem gléwnym liczby z i oznaczamy przez Arg(z). Natomiast kazda liczbe rzeczywista
a = ¢ + 2kr dla calkowitych k nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy przez arg(z).
Oczywiscie dla takich v mamy, ze z = |z|(cos a + i sin ). Mozemy wiec napisaé¢ wzor

z = |z|[cos arg(z) + isinarg(z)].

Na odwr6t, niech r bedzie dodatnia liczbg rzeczywista i niech 3 bedzie liczbg rzeczywista taka,
7e z = r(cos 3 +isin 3). Wéwezas |z| = |r| - |cos 3+ isin 8] = 7 - \/sin? B+ cos? 3 = r, skad
cos 3 = cos ¢ oraz sin § = sin ¢, wiec z trygonometrii mamy, ze istnieje liczba calkowita k taka,
ze B = ¢+ 2km.

Dla niezerowych liczb zespolonych z, w réwnosé arg(z) = arg(w) bedziemy dalej rozumieli w
ten sposob, ze liczby arg(z) i arg(w) réznia sie jedynie o catkowita wielokrotnosé liczby 2.

Przyklad 2.4. Zauwazmy, ze 1 = cos 0+i-sin 0, i = cos §+i-sin 5, 1+i = V/2-(cos THisin ),
V3+4+i=2-(cos%+i-sin%).0

Twierdzenie 2.5. Dla dowolnych niezerowych liczb zespolonych z,w zachodza wzory:

arg(z - w) = arg(z) + arg(w) (15)
arg (%) = arg(z) — arg(w). (16)

Dowéd. (15). Oznaczmy arg(z) = «, arg(w) = 5. Wtedy z = |z|(cosa + isina) oraz
w = |w|(cos f+isin B). Zatem z-w = |z| - |w|((cos a-cos f—sin a-sin ) +i(cos - sin F+ cos 3 -
sina)) = |z| - |w|[cos(a+ ) +isin(a+ 3)], na mocy znanych wzoréw trygonometrycznych. Stad
rzeczywiscie arg(z - w) = arg(z) + arg(w).



(16). Poniewaz z = w - £, wiec ze wzoru (15), arg(z) = arg(w) + arg(Z), skad arg (£) =
arg(z) — arg(w). O

7 twierdzenia 2.5 przez prosta indukcje uzyskujemy nastepujace

Twierdzenie 2.6 (Wzér de Moivre’a). Dla dowolnej liczby rzeczywistej a i dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzi wzér:

(cosa+1i-sina)"” = cosna + i - sinna. (17)

Przyklad 2.7. Obliczymy (v/3 + )29, Poniewaz /3 +i =2 (cos £ +i-sin %), wiec ze
wzoru de Moivre’a (v/3+1)2003 = 22003 (c0s2003 - Z4i-sin 2003 - 7). Ale 2003- % = 3327w+ 1%,
Ll s _ V3

wiec cos 2003 - § = cos ~g" = cos(2m — §) = cos(") = Y5 oraz sin2003 - § = sin (") = —1

Zatem (v/3 +9)2003 = 22002 (\/3 _ {).0

Ze wzoréw (9) i (15) otrzymujemy natychmiast, ze aby pomnozy¢ niezerowe liczby zespolone
nalezy pomnozy¢ ich modutly i dodac ich argumenty. Niech zg bedzie ustalona niezerowa liczba,
zespolona. Woéwcezas ze wzoru (15) wynika, ze przeksztalcenie z — 2 - z dla zespolonych z jest
zlozeniem obrotu o kat o mierze Arg(zp) i jednoktadnosci o rodku O i skali |zg].

3 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby zespolonej z nazywamy kazda taka liczbe zespolona
w, ze w" = z. Piszemy wtedy: w = {/z. Jedynym pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby 0 jest
0.
Pierwiastki kwadratowe z liczby z = a+bi (gdzie a, b sa liczbami rzeczywistymi) znajdujemy
w postaci w = z + yi, gdzie x i y sa szukanymi liczbami rzeczywistymi. Sprowadza sie to do

(0. o

rozwigzania ukladu réwnan

2zy =b
Jezeli z # 01 w? = z, to wszystkimi pierwiastkami kwadratowymi z liczby z sa: w, —w.
y p

Przyklad 2.8. Obliczymy pierwiastki kwadratowe z liczby z = 11 + 60i. W tym celu

xz—y2:11
2xy = 60

Najpierw prébujemy wyznaczy¢ catkowite rozwiazanie tego uktadu (gdyby to zawiodlo, to z

rozwiazujemy uklad réwnan:

drugiego réwnania wyliczamy y i podstawiamy do réwnania pierwszego). W tym celu z drugiego
réwnania otrzymujemy, ze xy = 30. Zatem liczby x, y maja ten sam znak i mozemy zalozy¢,
ze x,y € N. Teraz wyznaczamy wszystkie dzielniki naturalne liczby 30: 1,2,3,5,6,10,15,30. Po
uwzglednieniu pierwszego réwnania mamy, ze x > y, wiec x € {6,10,15,30}, skad x = 6iy = 5.
Zatem wszystkimi pierwiastkami kwadratowymi z liczby 2 sa: 6 4+ 5i oraz —6 — 57.0



Przy wyznaczaniu pierwiastkow kwadratowych z liczb zespolonych mozemy tez postugiwaé
sie nastepujacym twierdzeniem:

Twierdzenie 2.9. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b wszystkie pierwiastki kwadratowe
z liczby zespolonej z = a + bi dane sa wzorami:

Va jesli b=0ia>0
we_d V=a-i jedi b=0ia<0 (19)
Va2 ta 4 gan(b) - \/YEEE=a i jedli b £ 0

1 jesi b>0
sgn(b) = 0 jesli b=0 . (20)
—1 jesli b<0

Przy czym

Dowéd. Dlaa > 0ib =0 mamy, ze (/a)? =a=a+bi. Dlaa <0ib=0 jest —a > 0
+

oraz (v/—a-i)? = (—a) - (=1) = a = a + bi. Dla b # 0 mamy, ze Va2 + b — a > 0. Oznaczmy

x = 4/ e “2J5b2+“, y = sgn(b) -/ Y&Lr=2 ‘ZQEbQ—“. Wtedy 22 — y? = ”a2§b2+“ - V“2§b2_“ = a oraz

2xy = 2sgn(b) - \/‘/anghr“ : ‘/a2‘5b2_“ = 2sgn(b) - ‘/Tbﬁ = sgn(b) - |b| = b. Zatem (z + yi)? =
(22 — y?) + 2xyi = a + bi. Konczy to dowéd pierwszej czesci twierdzenia.

2 = a+bi. Jedli zas z € C jest takie, ze 2° = a+bi, to 2° = w?, skad
0=22-w?=(2—-w) (2+w), wiec z = w lub z = —w. Zatem wzér (19) jest udowodniony. O

Zauwazmy, ze (—w)? = w

Przyklad 2.10. Wyznaczymy wszystkie pierwiastki kwadratowe z liczby z = 2 4 3i. Mamy
tutaj b = 3 > 0, wiec sgn(b) = 1. Ponadto a = 2, wiec a®> + 1> = 4 +9 = 13. Zatem

7“12‘51’2‘“’ (b) - 7“12262_“ o= \/ @ + \/ @z Stad wszystkimi pierwiastkami

+ sgn
kwadratowymi z liczby z sa: \/\/§+2 + \/‘/%_22' oraz —\/\/%” — \/@_zi. ]

Pierwiastki wyzszych stopni n > 3 z liczby zespolonej z # 0 obliczamy zapisujac najpierw

te liczbe w postaci trygonometrycznej (14). Woéwcezas zachodzi nastepujace

Twierdzenie 2.11. Jesli z jest niezerowa liczba zespolona oraz z = |z|(cos ¢ + isin ¢), to
istnieje dokladnie n réznych pierwiastkow n-tego stopnia z liczby z i wszystkie te pierwiastki
daja sie ujaé wzorem

2k 2k
wk—\”/]z]<cos¢+w+isinw>, k=0,1,...,n— 1. (21)
n n
Dowéd. Ze wzoru de Moivre’a dla k = 0,1,...,n — 1 mamy, ze w = |z|[cos(¢ + 2k7) +

isin(¢+2km)| = |z|(cos p+isin ¢) = z, wiec liczby (21) sa pierwiastkami n-tego stopnia z liczby
z. Niech teraz k,l € {0,1,...,n — 1} beda takie, ze wy, = w;. Wéwczas istnieje liczba catkowita
t taka, ze ﬁﬂ— ¢+7?l” =2tm,skad k—Il=t-n. Ale —n < k—1<n,wiect =01k =1[. Zatem
liczby (21) sa parami rézne.

Niech teraz w bedzie pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby z. Poniewaz z # 0, wiec tez w # 0.
Zatem istnieje liczba rzeczywista a taka, ze w = |w|(cos a4+ isin «v). Stad ze wzoru de Moivre’a



mamy, ze z = w" = |w|"(cosna + isinna). Zatem |w|™ = |z| oraz na = ¢ + 2sm dla pewnego

catkowitego s. Dzielac s przez n z reszta uzyskamy, ze istnieje liczba calkowita ¢ i istnieje

ke {0,1,...,n— 1} takie, ze s = gn + k. Zatem o = ¢+2’m
Konczy to dowdd naszego twierdzenia. O

+ 2¢qm, skad wynika, ze w = wy.

4 Rownanie kwadratowe

Rownanie kwadratowe
az? +bz+c=0,a#0 (22)

posiada zawsze rozwiazanie w liczbach zespolonych z dla dowolnych ustalonych liczb zespolonych
a, b, c. Mianowicie obliczamy najpierw A = b? — 4ac. Nastepnie wyznaczamy w = VA.
Wéwezas wszystkimi zespolonymi pierwiastkami réwnania (22) sa:

—b—w —b+w
29 = .
2 2 2a

zZ1 = (23)

Bardzo wazna wlasnos¢ liczb zespolonych wyraza nastepujace
Twierdzenie 2.12 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Dla dowolnej liczby naturalnej n
i dla dowolnych liczb zespolonych ag, a1,...,a,, takich ze a, # 0 réwnanie algebraiczne
A"+ ap 12" '+ +aiz4+ay=0
posiada pierwiastek zespolony.

Dowdéd zasadniczego twierdzenia algebry jest do$é¢ diugi i nie bedzie tu przedstawiony. Warto
zaznaczy¢, ze pierwszy pelny dowdd tego twierdzenia byl trescia rozprawy doktorskiej stynnego
matematyka niemieckiego K. F. Gaussa. Cickawostka jest tez to, ze tego twierdzenia nie da sie¢
udowodnié czysto algebraicznymi metodami bez odwolywania sie do pojeé analizy matematycz-

nej!

5 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 2.13. Udowodnij tozsamosci:
a) |21+ 22 + |21 — 22* = 2(|21]? + [22[?), b) [1+ 212]? + 21 — 22” = (1 + |21]*) - (1 + |22)),

1—2212_|,—3|2 1—1[2|2
) a1+ 2l = 212 4 2re(z) + |2, @) fiZehrtidh = (1) -

Zadanie 2.14. Rozwiaz rownania:

a) |z| —2=14+2i,b) 2| +2=241i,¢) 22+ (2 —Z) = 3+ 24,

d)i(z+2)+i(z—2)=2i—3,e) 22 =%
Odp. a) = 3 —2i. b) 2= 3+1. ¢ 2 = Y51 4 VobL 1y » = Y5 4 Vo1
ﬂfﬂ—i— ‘[Hzlubz—fl—i-‘/%li.

d)z—1+§z. e) z=01lubz=11lub z = —

z=4—-3i.

“fa

zlubz—flf@i. f) z =4— 24 lub

+ 2 2

D=



Zadanie 2.15. Przedstaw w postaci algebraicznej pierwiastki kwadratowe z nastepujacych
liczb zespolonych:
a) i, b)—i, ¢) 84+ 63, d) 8 — 67, ) —8 + 61, f) —8 — 61, g) 3 + 44,
h) —11 + 603, i) —15 — 8.

Odp. a) @ + gz oraz —@ - ?z b) ? - %z oraz —g + gz c) 3+ i oraz —3 —i. d)
3—ioraz —3+1i. e) 1+ 3i oraz —1 — 3i.
f) 1 —3i oraz —1+ 3i. g) 2+ oraz —2 — 4. h) 5+ 6i oraz —5 — 6i.
i) 1 — 44 oraz —1 + 4i.



Zadanie 2.16. Rozwiaz réwnania kwadratowe:
a) 22 —32+3+i=0,b) 22+ (1+4i)z— (5+14) =0,
c) (4—3i)22 — (2+11i)z — (5+4) =0,d) 22 +2(1 + i)z +2i =0,
e) 22 =5z +4+10i =0, f) 22 — 2z = 2i — 1.
Odp. a) z1 =1+4+ioraz 20 =2—1i. b) 21 = —2—3ioraz zo = 1 —i. ¢) 21 = —%%—%i oraz
z2:—§+%i. d)z1=29=—-1—1i.€e) 21 =2ioraz 20 =5—2i. f) 21 =2+ oraz 2z = —i.

Zadanie 2.17. Przedstaw w postaci trygonometrycznej (bez pomo-cy tablic) nastepujace
liczby zespolone:
a) 1, —1,4, —i,b) 144, 1 —i, =1+, =1 —14,¢) 1+iV3, 1 —iv/3, =1 4+1iV3, =1 —i/3, d)
V341, V3 —i, —V/3+1i, —V/3 —1i.

Odp. a) 1 =1-(cos0+isin0), =1 =1-(cosm +isinm),
i=1-(cosZ +isinZ), —i =1 (cos 3T +isin ).
b) 1+i=+v2-(cosZ+isinT), 1 —i=+/2-(cos 3 +isin2]),
—1+i=+v2-(cos 3T +isin3T), —1—i = /2 (cos 5 +isin 7). ¢) 14+iv3 =2-(cos T +isin %),
1—iy/3 =2-(cos 2T +isin 5T), —14iv/3 = 2-(cos Z +isin ), —1—i/3 = 2-(cos 2T +isin 4T).
d) V3+i=2(cosE+isinZ), v3—i=2(cos ¥ +isin1{T), —v/3+i=2-(cos 2 +isin 3F),
—\/§—i:2-(cos%”+isin%”).

)

Zadanie 2.18. Wykonaj dzialania, stosujac przedstawienie liczb zespolonych w postaci
trygonometryczne;j:

. 1996 144 15 11— 15
a) (1+9)b) (1+iv3)'% o) (7)), d) SR + SRR

Odp. a) 32i. b) 32768. ¢) —5ky — spi. d) —64.

Zadanie 2.19. Oblicz bez pomocy tablic pierwiastki 3-go stopnia z nastepujacych liczb
zespolonych:
a) 1, b) =1, ¢) i, d) —i.

Odp. 1, —L 48 —1 i3 p) 1, 1 B L B8 )81 81 g
_V3 1, V31
2 22, 3 2’L,Z.



