Wykiad 3

Wielomiany i utamki proste

1 Konstrukcja pierscienia wielomianow

Niech P bedzie dowolnym pierécieniem, w ktérym 0 # 1. Oznaczmy przez P|x] zbiér wszystkich

nieskonczonych ciagéw o wszystkich wyrazach z P

f=(fo, f1, f2,- 1) (1)

takich, ze 0 = fx = fra1 = frao = ... dla pewnego k € Ny.

Elementy zbioru P[z] nazywamy wielomianami zmiennej x o wspdlezynnikach z pierscienia
P. Przyjmujemy umowe, ze jesli wielomian nazywa sie g, to g = (9o, 91,---), czyli go, g1, ... sa
jego kolejnymi wspélezynnikami. Przy tych oznaczeniach dla wielomianéw f, g € P[z] mamy

f=9< f; = g; dla kazdego i =0,1,2,... (2)

Wielomian 0 = (0,0,...) nazywamy zerowym, zas 1 = (1,0,0,...) nazywamy jedynkowym.
Jezeli 0 = f; = fo = ... to wielomian f nazywamy stalym. Wyrazem wolnym wielomianu f
postaci (1) jest wspdlezynnik fy. Jezeli f # 0, to istnieje najwieksze n takie, ze f,, # 01 wéwczas
n nazywamy stopniem wielomianu f i piszemy st(f) = n, za$ f, nazywamy najstarszym
wspoélczynnikiem tego wielomianu. Ponadto przyjmujemy, ze st(0) = —oo oraz —oco < n dla
n € Nyi(—o0)++n=(—00)+ (—o0) = —oo dla n € Np.

Suma wielomianéw f, g € P[x| nazywamy ciag f + g okreslony nastepujaco:

f+9=(fo+g90,91+ fi,fa+g2,...). (3)

Latwo wykazaé, ze dla dowolnych f, g € P[z] mamy, ze f + g € P[z]| oraz zachodzi wzor:

st(f +g) < max{st(f), st(g)}. (4)

Jezeli zas st(f) < st(g), to oczywiscie st(f + g) = st(g).
Iloczynem wielomianéw f, g € P[x] nazywamy ciag f - g okreslony wzorem:

f 9= (fogo, fogr + f190, fog2 + fr91 + f2g0,-..). (5)

Zatem dla kazdegon =0,1,...
(f-Dn=> figni= >_ fig;. (6)
=0 i+j=n

Zauwazmy, ze f-g € Plx]|. Rzeczywiscie, istnieja k, ! € Ny takie, ze f; = 0 dla wszystkich i > k
oraz g; = 0 dla wszystkich j > [. WeZzmy dowolne n > k + [ oraz i,j € Ny takie, ze i + j = n.



Jedlii >k, to f; =0, wiec fig; =0;jeslizas i <k, toj=n—i>n—-k>k+1—-k=1, wiec
g9; =0, czyli fig; = 0. Stad dlan >k +Ljest (f-g)n= Y fig;=01if-g€ P[a].

Jezeli fi=0dlai=1,2,... to ze wzoru (5) mamy e
(/0,0,0,...) - (90, 91, - - -) = (fogo, fog1, fog2, - --). (7)
Jezeli zas fi =1 oraz f; =0dlai=0,2,3,... to ze wzoru (5) wynika, ze
(0,1,0,0,...) - (90,91,---) = (0,90, 91, - - .)- (8)

Niech teraz f,g € Plx]\ {0} i n = st(f), m = st(g). Wtedy z weczesniejszych wyliczen mamy,
ze (f - g)r = 0 dla wszystkich £ > n +m. Stad i z (6) mamy

Vigepla) st(f - g) < st(f) + st(g). (9)

Mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 3.1. System algebraiczny (Plx], +,-,0,1) tworzy pierscien.

Ten pierécien nazywamy pierscieniem wielomianéw zmiennej x o wspdtczynnikach z pier-
$cienia P.

Moéwimy, ze a € P jest elementem regularnym pierscienia P, jezeli dla dowolnego x € P
z tego, ze a - x = 0 wynika, ze x = 0. Zauwazmy, ze kazdy niezerowy element ciala K jest
elementem regularnym. Natomiast 2 nie jest elementem regularnym pierécienia Zg, bo 2-¢3 = 0.
Pierécienn P, w ktérym 0 # 1 i kazdy niezerowy element jest regularny nazywamy dziedzina
catkowitosci. Przykladem dziedziny catkowitosci, ktéra nie jest cialem jest pierscien liczb
catkowitych Z.

Stwierdzenie 3.2. Niech f,g € Plz]\{0} bedq takie, ze najstarszy wspdétczynnik wielomianu
[ lub nagstarszy wspotczynnik wielomianu g jest elementem regularnym pierscienia P. Wtedy
st(f-g) = st(f)+st(g) oraz nagstarszy wspotczynnik wielomianu f-g jest iloczynem najstarszych
wspotczynnikow wielomianow f i g.

Dowdéd. Oznaczmy n = st(f), m=st(g). Wezmy dowolne i,j € Ny takie, ze i + j = n+ m.
Jedlii < n,toj=n+m—1i>m,skad gj = 0 oraz f;g; = 0. Jesli i > n, to f; = 0, wiec
fig; = 0. Zatem ze wzoru (5) mamy, ze (f - ¢)ntm = fagm # 0, bo fn, # 0, gm # 0 oraz f, lub
gm jest elementem regularnym. Stad ze wzoru (8) wynika teza naszego stwierdzenia. O

Whiosek 3.3. Jezeli P jest dziedzing catkowitosci, to st(f-g) = st(f)+ st(g) dla dowolnych
f,g9 € Pla].

Ze wzoréw (3) i (6) wynika od razu, ze dla dowolnych a,b € P:

(a,0,0,...) = (,0,0,...) @ a=0b, (a,0,0,...)+ (b,0,0,...) = (a+b,0,0,...)



oraz (a,0,0,...)-(b,0,0,...) = (a-b,0,0,...). Z tego powodu mozna dokona¢ utozsamienia
(a,0,0,...)=a dla a € P. (10)

Przy takim utozsamieniu P C P[z], a nawet P jest podpierscieniem pierécienia P[z].
WprowadZmy teraz oznaczenie:
z=(0,1,0,0,...). (11)

Woéwczas ze wzoru (8) przez prosta indukcje uzyskamy, ze
2" = (0,0,...,0,1,0,...) dla n=0,1,... (12)

Niech f € P[z] bedzie wielomianem stopnia n > 1. Wtedy f, # 0 oraz f; = 0 dla kazdego

i > n + 1. Ponadto ze wzoréw (6) i (12) mamy, ze (fx,0,0,...)-zF = (0,...,0, fk,(), ...) dla
kE=1,2,...wiec f = (f0,0,0,...)4+(0, f1,0,...)+...4+(0,0,..., fn,0,...) = fo+ frx++for? +
...+ fax™. Poniewaz dla wielomianu stalego f jest f = fy, wiec dla dowolnego wielomianu
f € Plz] stopnia n > 0 mamy utozsamienie:

f= f0+f1$+f2$2+...+fnl‘n. (13)

Otrzymujemy w ten sposéb naturalna notacje dla wielomianéw z pierscienia P[x]. Przy tej
notacji mozemy powiedzieé¢, ze wielomiany f,g € Plx| sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
st(f) = st(g) oraz f; = g; dla kazdego 1.

Z wniosku 3.3 i tego, ze pierscien P jest podpierscieniem pierscienia P[z] wynika od razu
nastepujace

Twierdzenie 3.4. Jezeli pierscieni P jest dziedzing calkowitosci, to Plz| teZ jest dziedzing
catkowitosci.

Definicja 3.5. Wartosciq wielomianu f = fo + fix + ...+ fpz™ € P[z] w punkcie a € P
nazywamy f(a) = fo+ fia+ ...+ fna™.

Definicja 3.6. Pierwiastkiem wielomianu f € P[x] nazywamy takie a € P, ze f(a) = 0.
Definicja 3.7. Wielomiany f, g € P|x| nazywamy réwnymi funkcyjnie, jezeli

f(a) = g(a) dla kazdego a € P.

Przykilad 3.8. Niech P bedzie niezerowym pierscieniem skoniczonym o n elementach oraz
P = {ai,...,a,}. Poniewaz 0 # 1 w P, wiec 1 jest elementem regularnym w P i na mocy
stwierdzenia 1 mamy, ze wielomian f = (z —a1) - (x —ag) - ... (x — ap) € P[z] ma stopien
n. Ponadto f(a) = 0 dla kazdego a € P, wiec wielomiany f i 0 sa réwne funkcyjnie, chociaz
f # 0. Z tego powodu wielomiany nad dowolnym pierscieniem P nie moga by¢ traktowane jako
funkcje wielomianowe z pierécienia P w pierscien P.

Twierdzenie 3.9. Jezeli P jest nieskonczong dziedzing catkowitosci oraz wielomiany f,g €
P[z] sa rowne funkcyjnie, to f = g.



2 Dazielenie wielomianéw

Definicja 3.10. Niech P bedzie pierscieniem, ktéry moze nie by¢ dziedzina calkowitosci.
Powiemy, ze w pierscieniu P[z] jest wykonalne dzielenie z reszta przez wielomian f € P[x], jezeli
dla kazdego wielomianu g € Plz] istnieje dokladnie jedna para (q,r) wielomianéw ¢,r € P|x]
taka, ze g = q - f +r oraz st(r) < st(f).

Uwaga 3.11. Poniewaz st(0) = —oo, wiec dla powyzszych f jest f # 0.

Uwaga 3.12. Wielomian r nazywamy resztaq, zas ¢ nazywamy niepetnym tlorazem z dzielenia
wielomianu g przez wielomian f.

Twierdzenie 3.13. Dla dowolnego pierscienia P i dla dowolnego wielomianu f € Plx]
réwno-wazne sq warunksi:

(i) w pierscieniu Plx| jest wykonalne dzielenie z reszta przez wielomian f;

(ii) najstarszy wspotczynnik wielomianu f jest elementem odwracalnym w P.

Uwaga 3.14. Algorytm dzielenia wielomiandéw z reszta znany ze szkoty sredniej jest dobry
dla dowolnego pierscienia wielomianéw.

Uwaga 3.15. Wielomian f € P[z] o najstarszym wspdlczynniku réwnym 1 nazywamy
wielomianem unormowanym. 7 twierdzenia 3.1 w pierécieniu P[x] jest wykonalne dzielenie z
reszta przez wielomiany unormowane.

Twierdzenie 3.16. (Bezout). Dla dowolnego wielomianu g € P[z] i dla dowolnego a € P
reszta z dzielenia wielomianu g przez dwumian x — a jest réwna g(a), tzn. istnieje wielomian
q € Plx] taki, Ze g =q - (x —a) + g(a).

Dowéd. Z uwagi 3.15 istnieja ¢, 7 € P[z] takie, ze g =¢q- (zr —a) + 7 i st(r) < 1= st(z —a).
Stad r € Pig(a)=q(a)-(a—a)+r=r,czylir=g(a)ig=q-(x —a)+g(a). O

Definicja 3.17. Niech f, g € P[z]. Powiemy, ze wielomian f dzieli wielomian g w pierscieniu
P[z] i piszemy f | g, jezeli istnieje wielomian h € P[z] taki, ze g = f - h.

Whiosek 3.18. Dia dowolnego wielomianu f € Plz| i dla dowolnego a € P mamy
x —a|g w pierscieniu Pz] < g(a) = 0.

Dowdd. Jezeli © — a | g w pierscieniu P[z], to istnieje ¢ € Plz| takie, ze g = q - (x — a),
skad g(a) = q(a) - (a — a) = 0. Na odwrét, niech g(a) = 0. Wtedy z twierdzenia Bezout istnieje
q € P[z] takie, ze g=q- (x —a), czyliz —a|g. O

Stwierdzenie 3.19. Niech aq,...,a, bedq parami réznymi elementami dziedziny catkowitosci
P. Wéwczas dla dowolnego wielomianu f € Plx] réwnowazine sq warunki:

(i) (x —a1) ... - (x —ayp) | f w pierscieniu P|x];

(ii) f(ar) = ... = f(an) = 0.

Dowéd. (i) = (ii) Z zalozenia istnieje h € P[x] taki, ze f =h-(z —a1) ...  (z — ay), skad

f(ai):h(ai)-(ai—al)-...-(ai—ai)-..u(ai—an):Odlaizl,...,n.



(ii) = (i) Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika od razu z wniosku 3.18.
Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n i niech ay, ..., ay+1 beda parami réznymi
elementami pierscienia P takimi, ze f(a;) = ... = f(ap+1) = 0. Wtedy z zalozenia indukcyjnego
istnieje g € Plx] takie, ze f =g-(x —a1) ... - (x —ap). Ale 0 = f(ant1) = g(an+1) - (An+1 —
a) ... (apy1 — ap), wiec poniewaz P jest dziedzina catkowitosci, to g(an+1) = 0 i z wniosku
3.3 istnieje h € Plx] taki, ze g =h - (r — ap41). Zatem f = (x —a1) ...  (x —ay) - (x — ant1),
czyli (x —a1) ... (x —apy1) | f. O

Whniosek 3.20. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci i niech n € N. Wowczas kazdy
wielomian f € Plx] stopnia n posiada co najwyzej n réinych pierwiastkéw w pierscieniu P.

Twierdzenie 3.21. (Wzory Viety). Niech K bedzie ciatem i niech f = ¢y + c1x +
oo+ ez € Klx], gdzie ¢, # 0. JeZeli ay,aq,...,a, sa wszystkimi (niekoniecznie réznymsi)
pierwiastkami wielomianu f w ciele K, to zachodza nastepujace wzory zwane wzorami Viety:

Yo aneca =0 " dak =120 (14)

. ) Cn
1< <., <ig<n

Definicja 3.22. Niech P bedzie dziedzina calkowitosci i k& € N. Mowimy, ze a € P jest
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f € P[z], jezeli istnieje g € P[x] takie, ze g(a) # 0
oraz f = (z — a)g.

7 zasadniczego twierdzenia algebry oraz z twierdzen podanych na tym wykladzie mozna w
prosty sposob wyprowadzié¢ nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 3.23. Niech f € C[z] bedzie wielomianem stopnia n € N o najstarszym wspdt-
czynniku a. Wowczas istnieja s, k1, ..., ks € N i istniejq rozne liczby zespolone aq, ..., as takie,

se f =a(r —a)" (x —a2)® ... (x — as)"s.

Twierdzenie 3.24. KaiZdy wielomian dodatniego stopnia o wspotczynnikach rzeczywistych
jest iloczynem skoriczonej liczby wielomianow stopnia 1 lub 2 o wspotczynnikach rzeczywistych.

Uwaga 3.25. Wielomian f = ax? + bz + ¢ € R[x] stopnia 2 nie jest iloczynem wielomianéw
stopnia 1 o wspélczynnikach rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0, gdzie A = b — 4ac.

Twierdzenie 3.26. Niech f =ap+ a1z + ...+ apa™ € Z[zx]. Jezeli liczba wymierna q = %,
gdzie k,m € Z i NWD(k,m) =1, jest pierwiastkiem f, to klag i m|a,.

3 Ulamki proste

Definicja 3.27. Funkcja wymierna rzeczywista nazywamy iloraz dwéch wielomianéw
rzeczywistych, przy czym dzielnik nie jest wielomianem zerowym. Funkcja wymierna zespo-
lona nazywamy iloraz dwéch wielomianéw zespolonych, przy czym dzielnik nie jest wielomia-



nem zerowym. Funkcje wymierna nazywamy wlasciwa, jezeli stopieri wielomianu w liczniku
utamka okreslajacego te funkcje jest mniejszy od stopnia wielomianu w mianowniku.

Uwaga 3.28. Z twierdzenia o dzieleniu z reszta wynika, ze kazda funkcja wymierna jest
suma wielomianu oraz funkcji wymiernej wlasciwej.

Definicja 3.29. Zespolonym ulamkiem prostym nazywamy funkcje zespolona wymierna

postaci i gdzie A,a € C, A#0oraz k € N.

_A
z+a)k?
Definicja 3.30. Rzeczywistym u}amkiem prostym pierwszego rodzaju nazywamy
tra )k,gdmeA acR, A#0oraz k € N.

Definicja 3.31. Rzeczywistym ulamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy

funkcje rzeczywista wymierna postaci

funkcje rzeczywista wymierna postaci (CCQIixpil_fq)k’ gdzie A,B,p,q € R, A # 0 lub B # 0 oraz
k € N, przy czym A = p?> — 4q < 0.

Twierdzenie 3.32. Kazda zespolona funkcja wymierna wladciwa jest suma zespolonych
utam-kow prostych. Przedstawienie to jest jednoznaczne. Jezeli mianownik zespolonej funkcji
wymiernej wladciwej w rozkladzie na czynniki liniowe posiada czynnik (z—a)* i a jest k-krotnym
pierwiastkiem tego mianownika, to w rozkladzie tej funkcji na ulamki proste wystepuje suma

7?2)2 +...+ (zéig)k dla pewnych (jednoznacznie wyznaczonych) statych Ay, A, ..., Ax €
ﬁ? gdzie A;b € C, A # 0,1 € N, wystepuje w
rozktadzie tej funkcji wymiernej na sume utamkéw prostych, to b jest pierwiastkiem mianownika

C. Ponadto, jezeli utamek prosty zespolony

tej funkcji.

Twierdzenie 3.33. Kazda rzeczywista funkcja wymierna wlasciwa jest suma rzeczywistych
utamkow prostych. Przedstawienie to jest jednoznaczne. Jezeli mianownik rzeczywistej funkcji
wymiernej wlaéciwej w rozkladzie na czynniki liniowe posiada czynnik (z—a)" i a jest k-krotnym
pierwiastkiem tego mianownika, to w rozkladzie tej funkcji na utamki proste wystepuje suma

(z— )’“
}R. Ponadto, Jezeh utamek prosty rzeczywisty G

dla pewnych (jednoznacznie wyznaczonych) statych Ay, Ao, ..., Ay €

b),, gdzie A, b e R, A#0,1 €N, wystepuje w
rozkladzie tej funkcji wymiernej na sume utamkow prostych, to b jest pierwiastkiem mianownika
tej funkcji. Dalej, jezeli dla pewnych p, ¢ € R takich, ze A = p? —4q < 0 wielomian (2% +pz+q)*
)k:+1

dzieli mianownik tej funkcji wymiernej, ale wielomian (22 + px + ¢ juz nie dzieli tego

mianownika, to w rozkladzie tej funkcji wymiernej na rzeczywiste utamki proste wystepuje suma

A A Apat B N . )
mﬂ”;;ﬁlq + (ﬂiﬂ'fzp 4+ ..+ %. Ponadto, jezeli rzeczywisty utamek prosty drugiego
rodzaju %, gdzieA # 0 lub B # 0 wystepuje w rozktadzie tej funkcji wymiernej na

utamki proste, to (2 + ax + b)! dzieli mianownik tej funkcji wymierne;j.

Przykiad 3.34. W oparciu o twierdzenie 3.33 znajdziemy teoretyczny rozklad na rzeczywi-

ste utamki proste rzeczywistej funkcji wymiernej f(z) = Py A 4235&22 s Zauwazmy, ze
22 + 4z + 4 = (x + 2)? oraz wielomian 22 + x + 1 ma ujemny wyréznik A = 1 — 4 = —3, wiec
23(2? +dr +4) (22 + 2+ 1)2 = 23(z + 2)%(2? + 2 + 1)? i wobec tego:

A Ay Az By By Ciz+ D, Cox + Do

T Tt r+2 (x+2)? 22+zx+1 (2242 +1)2

6



dla pewnych jednoznacznie wyznaczonych staltych Ai, As, A3, By, By, C1,Co, D1, Dy € R.

4 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 3.35. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu f przez g, gdy
(a) f=b22+222 —0x—T7,g=22+32 -1 w Z[z],

(b) f=5234222 —2 -7, g=a>+3r— 1w Zg[z],

(c) f=320—22+4,g=2+1w Zs[x].

Zadanie 3.36. Czy istnieje wielomian f € R[z] stopnia 4 taki, ze f(0) = f(1) = f(2) =
fB)=f(4)=11f()=57

Zadanie 3.37. Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu
(a) f = 2% — 223 + 1 w pierécieniu Zg,
(b) g = x? — 1 w pierscieniu Zsg.

Zadanie 3.38. Wielomian f € R[x| daje przy dzieleniu przez = — 2 reszte 1, przy dzieleniu
przez x — 1 reszte 2. Jaka reszte daje f przy dzieleniu przez (z — 1)(x — 2)?

Zadanie 3.39. Wyznacz wszystkie pierwiastki wymierne wielomianu f = 6x% + 1923 — 722 —
26z + 12.

Zadanie 3.40. Nastepujace funkcje wymierne roztéz na rzeczywiste utamki proste:
(a) 223 —22+45-3 (b) x2—2x-7 (c) 2862541024 —17234-822—5x+1 (d) 1
4422249 (z2—2x+1)(z2+22+5)’ (z14-2x2+1) (2% —3x3+322—x) z3(x—1)2(z+1)°
() 32422 (f) 232224528 (g) 5234322412212 (h) 423 22246213 (i) 1722 —2—26
(z—1)3(z2+1)" 21+822+16  \8 2116 ’ 21+322-4 0 U GZoD)(?-4)-




