Wykiad 7

Metoda eliminacji Gaussa. Wzory Cramera

1 Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa polega na znalezieniu dla danego uktadu

annrit+  apret+ ...+ aipT, =b
a1+  aTet+ ...+ aTn, = by

, (1)
Am1T1+ amoTot+ ...+ AmnTn = bm,

(w ktérym a;; # 0 dla pewnych ¢, j) przy pomocy operacji elementarnych réwnowaznego mu
(czyli posiadajacego taki sam zbidr rozwiazan) ukladu (2), ktéry po ewentualnej permutacji

niewiadomych z1,...,z, ma postac:
1 + CLEf1TRi1t oo+ ClaTy = d)
T + o kt1Thy1t o+ CopT, =do
x3 + €3 kf1Thy1tT ...+ C3Tp = d3
. (2)
T+ Ck k1Tky1 T oot CknTn = dg
L 0 =dgt1

Jezeli diy1 # 0, to uktad (2) nie ma rozwiazania, a wiec tez uklad (1) nie ma rozwiazania (czyli
jest sprzeczny).
Jezeli dy+1 =01 k = n, to uklad (1) posiada dokladnie jedno rozwiazanie:

l’lzdl,l‘g:dg,...,l‘n:dn. (3)

Jezeli di11 = 0 oraz k < n, to xp+1, Tgto, ..., Tn sa dowolnymi skalarami (nazywamy je
parametrami), za$ pozostale niewiadome wyliczamy z réwnan ukladu (2), tzn.

a:i:di—cik+1xk+1—...—cmxn dlai:1,2,...,k:. (4)

Aby sprowadzi¢ uklad (1) do postaci (2) nalezy najpierw przy pomocy operacji elementarnych
przeksztalci¢ go do ukladu postaci:

T+  dlgrat+ ...+ dl,z, =1
abxi+  abymet ...+ db,xy, = b %)
/ !/ /! /
a1 T1+ QT2+ ...+ ar,,Tn = b,



Robimy to np. w ten sposéb, ze najpierw znajdujemy element a;; # 0, a nastepnie przez
operacje: Iy <> Tj, 1 < 1y, a—; -1 doprowadzamy uktad (1) do postaci (5).

Nastepnie przy pomocy réwnania pierwszego eliminujemy zmienna x; z pozostalych rownan
uktadu (5) przez wykonanie operacji: 1o — @by - 71, 3 — Ay - 1,y — @by - 71, Otrzymamy

wowczas uktad postaci:

1+ a’19x9+ ...+ a’ipTn =071
a’o9x0+ ...+  a’opxy =079

(6)
a’ oot ..+ A pnn =0 m

Z kolei stosujemy nasz algorytm do ukladu:

a’19290+ ...+ a’1pxn =071
a’99x0+ ...+ a’onxy =079

(7)
a’moxot+ ...+ @ nTn =0 m

nie ruszajac pierwszego rownania ukladu (6). Po skoriczonej liczbie krokéw uzyskamy uktad

postaci:
T1 + e12T2 + €13w3+ ...+ epTg + €1 k1Tl oo+ 1Ty = fi
Ty + e23T3+ ...+ €T+ €2 p 1Tyl - €Ty = fo

T3+ ...t e3pTp t+e3p1Thrl + ot e3pTn = f3

Tp+ ek k1Tl + .-+ epnTn = fi
0 = fis1

Jezeli fri1 # 0, to otrzymany uklad jest sprzeczny, a wiec tez uklad (1) jest sprzeczny.

Jezeli zas fry1 = 0, to przy pomocy operacji: 71 — €1 - Tk, 2 — €2k * ThyeorsTh—1 — €k—1k * Tk
eliminujemy zmienng xj z poczatkowych k — 1 réwnan. Pdzniej eliminujemy zmienna xp_1 z
wczesniejszych rownan przy pomocy k — 1-szego réwnania, itd. W koricu, po skoriczonej liczbie
krokéw, uzyskamy w ten sposéb uktad (2).

Oméwiony wyzej sposéb rozwiazywania ukladu rownan metoda Gaussa zawiera duzo ele-
mentéw dowolnych. Dowolno$é¢ zachodzi na kazdym etapie rozwazan, poniewaz mozemy eli-
minowaé¢ dowolna niewiadoma (pod warunkiem, ze odpowiedni wspdlczynnik nie réwna sie 0).
Oproécz tego dowolna jest réwniez kolejno$é réwnan w danym ukladzie. Jezeli np. w jakikolwiek
sposob zmienimy kolejnosé réwnan w wyjsciowym ukladzie, to proces stopniowego eliminowa-
nia niewiadomych przebiega¢ bedzie inaczej. Jednak zawsze musimy otrzymac te sama liczbe
parametréw!

W praktyce proces rozwiazywania ukladu (1) mozemy znacznie uproscié, jezeli zamiast prze-
ksztalcert ukladu réwnan bedziemy przeksztalcaé jego macierz uzupemmiona A,. Oczywiste jest,
ze kazdej operacji elementarnej ukltadu (1) odpowiada odpowiednia operacja elementarna ma-
cierzy A,, a mianowicie:



operacji r; < r; odpowiada operacja w; < wj,

operacji a - r; odpowiada operacja a - w;,

operacji r; + a - r; odpowiada operacja w; + a - wj,

wykreslaniu i-tego réwnania odpowiada wykreélanie i-tego wiersza,

operacji ; < x; odpowiada operacja k; < k; (nalezy przy tym pamietac, ze nie wolno ruszac
ostatniej kolumny i na koniec nalezy jeszcze uwzglednié wszystkie przenumerowania niewiado-
mych!).

Przyklad 7.1. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiazemy nad cialem R uklad réwnan:

1 — x93 — 9x3 + 6x4 4+ Txs + 10zg = 3
— b6xs + 4dx4 + 25 + 3Bxg =
— 3x3 + 2x4 — 1llzs — 1oz = 1
_ Bedziemy wykonywali rachunki na macierzy uzupehionej naszego uktadu:
11 -9 6 7 103 11 0 0 40 55|0
w1 —3ws, w2 —2ws To—T4
0 0 —6 4 2 312 = 00 00 24 33 =
0 0 -3 2 —-11 —-15]1 0 0 -3 2 —11 —-15]1
r r1 T4 r3 T2 Zs5 xe T r1 T4 r3 T2 x5 6
1 0 1 40 5510 1 0 1 40 5510
Wo w3 T35
0O 0 0 0 24 330 = 0 2 -3 0 —-11 -15]1 =
| 0 2 -3 0 —11 —-15|1 | 0O 0 0 0 24 330
r x €T . xT €T
T0 40T 0 5500|u, 0. |T 0 40T G 550
2 ’ 24
0 2 —-11 0 -3 -15|1 = 0 1 -4 o0 -3 213
0 0 24 0 0 330 0 0 1 0 0 % 0
- r1] T4 T X9 - x3 xe
w1 —4011]37 u}2+%’w3 1 O O 1 O 0 O
= 0 1 0 0 _% % % Zatem zmiennymi bazowymi sa x9, T3, Tg
00 1 0 0 #|o0
oraz x4 = —Iy, T4 = % + %1'3 — 11—6366, T5 = —%x(g. Stad uklad posiada nieskoriczenie wiele
rozwiazan danych wzorami:
r1 = —a, Ty =a, 3 =>b x4 = %4— %b - 1—160, Ty = —%c, T = ¢, gdzie a, b, ¢ sa dowolnymi

liczbami rzeczywistymi. O

Przykiad 7.2. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiazemy uklad réwnan:

2r1 + To — xr3 + T4 = 1
3r1 — 2x9 + 2x3 — 314 =

S5r1 + To — r3 + 2x4 = -1 .
2%1 — 9 + r3 — 3334 = 4

Rachunki bedziemy wykonywali na macierzy uzupetnionej A, naszego ukladu. Mamy, ze

2 1 -1 1] 1 YOS T

A, = 3 -2 2 =3 2 | = o -2 3 2 -3 2 | w2+2wi, 1113;—1017 wa+wi
5 1 -1 2| -1 1 5 —1 21-1
2 —1 1 -3 4 -1 2 1 -3 4



o T4 3 1

1 1 -1 2 1

w4;w3 0 -1 0 7 4
a 0 0 0 10| 2

0 0 10| -3 0 0 0 0|-1
sprzeczny (nie posiada rozwiazania), bo ostatnie réwnanie ma postac:

. Zatem nasz uktad jest

S T S E S T
7 0 —1 4 T12T 0 -1 0o 7 4 w3+w2év4—2w2
3 0 1|-2 N 0 1 0 3|-2 N
i 4 0 -2| 5 0 -2 0 4| 5
r T
1
4
2

c oo R oo oS8

O-294+0-24+0-23+0-21=—-1. O

Przyklad 7.3. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwigzemy uklad réwnan:
4

2r1 — To -+ xr3 — T4 = 1
2%’1 — i) — 3:E4 = 2
31 — xr3 + Ty = —3 '
221 + 22 — 223 4+ Hz4 = —6
Rachunki bedziemy wykonywali na macierzy uzupetionej A, naszego ukladu. Mamy, ze
xrs3 T2 1 T4
2 -1 1 -1 1 1 -1 2 -1 1
A — 2 -1 0 -3 2 103 0O -1 2 -3 2 w3+w1,:w4+2w1
“ 03 0 -1 1|-3 N -1 0 3 1|-3
2 2 =2 5| —6 -9 2 92 5| —6
r T3 xr2 1 oy xrs3 xr2 1 x4
1 - 2 -1 1 1 -1 2 -1 1
0o -1 2 -3 2 (—2“}2 0 1 -2 3| -2
0 -1 5 0] -2 0 -1 5 0] -2
| 0 0 6 3| —4 0 0 6 3| -4
Wykonujemy operacje ws + wo:
r T3 T2 T T4 7 xr3 T2 1 T4
1 -1 2 -1 1 1 -1 2 -1 1
0 1 -2 3| =2 | waz2ws 0 1 -2 3] -2
0 0 3 3| —4 0 0 3 3| —4
L O 0 6 3| —4 | 0 0 0 3 4
Wykonujemy operacje %wg i (—%)w4:
r T3 T2 1 T4 7 T3 T2 1 T4
I -1 2 -1} 1 1 -1 2 0|-%
0 1 -2 3| —2 | witws, wa_dwy, wy—wy 0 1 -2 0 2
o 0 1 1|-% a 0 0 1 0/ 0
L0 0 0 1|-%] 0 0 0 1|-3
Wykonujemy operacje wy — 2ws i wa + 2ws:
r I3 2 Tl T4 1 r3 T2 T1 T4 5
1 -1 0 -3 1 0 0 O 3
0 1 0 0 2 | witws 0O 1 0 O 2
0 0O 1 O 0 0O 0 1 0 0
L 0 0 0 1|-3 00 0 1|-3
Zatem ukiad posiada dokladnie jedno rozwiazanie: r1 =0, x2 = 2, 3 = g, T4 = —%. o



2 Wzory Cramera

Niech dany bedzie uklad n réwnan liniowych z n niewiadomymi x1, xo, ..., T, nad cialem

K:
a11r1 + a12w2 + . . . + a1y, = by
ao1 1 + ag2e + . .. + a2,y = by

ap1x1 + apoxs + ... + GunTn = by

Wyznacznikiem gléwnym ukladu (8) nazywamy

aj; ai ... Qin
a1 a2 ... Q2p
W =
anpl1 AaAp2 ... QAapp
Oznaczmy przez W; (dla i = 1,2,...,n) wyznacznik powstajacy z W przez zastapienie i-tej
b1
7’ b2
kolumny W kolumng wyrazéw wolnych . |. Zatem
bn,
bl alg ... Qin ail b1 N AT ai; a2 ... bl
bg agy ... Qa9n a1 b2 ... QAop asr a2 ... bQ
Wy = , Wa= , , Wh =
b, an2 ... apn an1 bn ... anpn apl Qapn2 ... by

Woéweczas zachodzi nastepujace

Twierdzenie 7.4 (Cramera). Jezeli wyznacznik gléwny ukladu (8) jest rézny od zera, to
uklad ten posiada dokladnie jedno rozwiaza-nie dane wzorami Cramera:

Wi Wo W ()
T = ——, Ty = ——, ..., Tp = ——.
1 W 2 W s dn W
Jezeli zas W = 0, ale W; # 0 dla pewnego ¢ = 1,...,n, to uklad (8) jest sprzeczny (a wiec nie
posiada rozwiazania).

Przykiad 7.3. Stosujac wzory Cramera rozwiazemy nad cialem R uklad réwnan:

T1 + 29 — x3 — 1Ty = —2
2%1 — 31‘2 — xr3 + 21‘4 = 1
4r1 — bdxo + 2x3 4+ 3x4 = '

rr — T2 — r3 — Ty = —2



Obliczamy najpierw wyznacznik gtéwny naszego uktadu. Stosujemy kolejno: operacje kq+ k1,
ks+k1, ko+k1, rozwiniecie Laplace’a wzgledem czwartego wiersza, operacje ko — 3k, rozwiniecie
Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny:

1 2 -1 -1 1 3 00
2 3 1 2 2 1 1 4 300
W= = = (_1)4+1 1] =1 1 4|=(-1)-3- (_1)1+1 )
4 -5 2 3 4 -1 6 7
-1 6 7
1 -1 -1 -1 1 0 00
1 4

6 71— (=3)-(7—24) = (-3) - (—17) = 51. Stad W = 51 # 0, wiec z twierdzenia Cramera

uklad nasz posiada doktadnie jedno rozwiazanie. Obliczamy teraz wyznacznik Wi stosujac

kolejno: operacje k1 + ko, ks — k4, ko + 2 - k4, rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszego
wiersza, operacje ko + k3, rozwiniecie Laplace’a wzgledem drugiego wiersza:

-2 2 -1 -1 0 2 0 -1 0 0 0 -1
Wy = 1 -3 -1 2 _ -2 =3 -3 2 _ -2 1 -3 2 (1) (2 1),
5 =5 2 3 0 -5 -1 3 0o 1 -1 3
-2 -1 -1 -1 -3 -1 0 -1 -3 -3 0 -1
-2 1 =3 -2 -2 =3
0 1 -1 = 0 0 —1]|=0,bow ostatnim wyznaczniku mamy dwie identyczne
-3 -3 0 -3 -3 0

kolumny. Postepujac podobnie obliczamy: We = 0 i W3 = 51. Zatem ze wzoréw Cramera:
T = % =0, 20 = % = 0 oraz x3 = % = 1. Wyznacznika W, nie musimy juz oblicza¢, bo z
pierwszego rownania x4 =1+ 222 —23+2=04+0—-14+2=1.0

3 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 7.5. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiaz nad ciatem liczb rzeczywistych
uklad réwnan:

r1 + T2 = 1
r1 + T2 + 3 = 4
To + x3 + x4 = —-3.

T3 + x4 + x5 = 2

x4 + x5 = —1

Odp. Uklad ma nieskonczenie wiele rozwiazan danych wzorami:
r1=6—t,x9o=t—5,x3=3,x4=—-1—1, x5 =t, gdzie t € R.

Zadanie 7.6. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiaz nad cialem liczb rzeczywistych
uklad réwnan:

dr1 — 3x0 + 23 — T4 8
3r1 — 229 4+ xx3 — 34 = 7
2331 — i) — 5.%'4 = 6 '
51 — 3z + r3 — 8ry = 1



Odp. Uklad jest sprzeczny.

Zadanie 7.7. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiaz nad ciatem liczb rzeczywistych
uktad réwnan:

4dxy — 3x2 + w3 + dry = 7

r1 — 2%2 - 2%3 - 3.754 = 3
3r1 — xo + 23 = -1
201 + 3x0 4+ 223 — 8xy = -7

Odp. Uklad posiada dokladnie jedno rozwiazanie: x1 = 2, x9 =1, 3 = =3, x4 = 1.

Zadanie 7.8. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiaz nad cialem liczb rzeczywistych

uktad réwnan:

1221 — 18x0 + 10223 — 174z4 — 216z5 = 132
1427y — 21z + 11923 — 203z4 — 252z5 = 154
xr3 + 2y + 205 = —1 .
4xs + x4 + 6rs = -2
Trs —+ 8ry + 95 = -3

Odp. Uklad posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan danych wzorami:
T = —% + %:1;2, x9-dowolna liczba rzeczywista, s = %, Ty = —%, x5 = 0.

Zadanie 7.9. Stosujac wzory Cramera rozwiaz nad cialem Q uktad réwnan:

2017 + 3zo 4+ 1llaxs + bdxy = 2
1 + x2 + Sxrz + 24 = 1
201 + a9 + 3x3 + 224 = -3
ry + x99 + 3x3 4+ 4dxy = -3

Odp. Uklad posiada doktadnie jedno rozwiazanie: x1 = —2, o =0, 23 =1, x4 = —1.

Zadanie 7.10. Stosujac wzory Cramera rozwiaz nad cialem Q uktad rownari:

2¢1 + bxo + 4dxs + x4 = 20
1 + 3x9 4+ 2x3 + x4 = 11
2¢1 + 10z + 923 + Txy = 40 °

3r1 + 8xo + 9x3 + 224 = 37

Odp. Uklad posiada doktadnie jedno rozwigzanie: x1 = 1, o = x3 = 2, x4 = 0.

Zadanie 7.11. Stosujac wzory Cramera rozwiaz nad cialem C uklady réwnan:
2) 2241z — iB+2)w = 5+ 41 ) 4-30)z + (2+dw = 5(1+19)
B—i)z + 22+dw = 2(1+3i)’ 2-iz — (243w = —(1+1i)’

) (2+ Z)Z + (2- z)w = 6b—a+(2a— 3b)z' (a,b € R),
(1-i)z + B4+iw = a+9b+ (a+3b)i
o 1 =2 A+i)z + QA—dw = 1+i
d) 5z 2w 76) . . .o
ooz T e 3 (1-4)z + (I+i)w = 1+4+3i



Odp. a)z:g—i-giorazw:%—i-i. b)z=idorazw=1.¢c)z=aiorazw=3b. d) z=1—-2i
orazw=1414. e) z=1oraz w=1+1.

Zadanie 7.12. W zalezno$ci od wartodci parametru ¢ € R rozwiaz nad cialem R uklad
réwnan:

z + ay + 2z =1
2r + y + z = a
a

r + vy + az = a°

Odp. Dla a = 0 uklad jest sprzeczny. Dla a # 0 i a # 1 uklad posiada dokladnie jedno
rozwiazanie: r = “2—:11, Y= 153“, z=a+ % Natomiast dla a = 1 uklad ma nieskonczenie wiele

rozwiazan danych wzorami: z = 0, y-dowolna liczba rzeczywista, z =1 — y.

Zadanie 7.13. Stosujac twierdzenie Cramera rozwiaz nad cialem Zs uktad réwnan:
201 + 3z = 2

3331 — 21‘2 = 1 '

Odp. Uklad posiada dokladnie jedno rozwiazanie: 1 =4, x2 = 3.



