Wykiad 10

Przeksztalcenia liniowe

1 Przeksztalcenia liniowe 1 ich wlasnosci

Definicja 10.1. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Przeksztalcenie
f:V — W spelniajace warunki:
(D) Va,sev fla+B) = f(a) + f(B) oraz (II) VaeyVack flaoa) =ao f(a)

nazywamy przeksztalceniem liniowym przestrzeni V w przestrzen W.

Stwierdzenie 10.2. Zlozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztalceniem liniowym.

Dowdd. Niech f: V. — Wi g: W — U beda przeksztalceniami liniowymi. Wowczas dla
dowolnych a, 3 € V' jest (g0 f)(a+ 8) = g(f(a+ 8)) = g(f(a) + f(B)) = g(f () + 9(f(B)) =
(go f)(a)+ (go f)(B) oraz dla dowolnych o € V', a € K jest: (go f)(aoa)=

g(flaoa)) =glao f(a)) = aog(f(a)) =ao(go f)(a). Zatem g o f jest przeksztalceniem
liniowym. O

Stwierdzenie 10.3. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni liniowej
V nad cialem K w przestrzen liniowa W nad cialem K. Wéwczas:

(i) f(©) =0,

(i) f(—a) = —f(«) dla kazdego o € V,

(iii) f(ao — B) = f(a) — f(B) dla dowolnych a, € V,

(iv) flaioar +...+apoay) =ai o f(ar) + ...+ ay o f(ay) dla dowolnych ay,...,a, € K,
i, ...,an € V idla dowolnego n € N.

Dowod (i). Na mocy (II) jest f(©) = f(00©) =00 f(O) =0O.
(i) Namoey (1) ) mamy, e f(a)+/(~0) = S
(iii). Na mocy (I) i (ii) jest f(a — ) = fla +
fe) = f(B).
(iv). Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika z (II). Zat6zmy, ze teza zachodzi
dla pewnego naturalnego n i niech ay,...,a,4+1 € K oraz ay,...,ap11 € V. Wtedy na mocy
(I), (II) i zalozenia indukcyjnego mamy, ze f(aj oy + ...+ any10ant1) = f((aroar + ...+
Ap 0 0p) + Api1 0 Apy1) = flagoar + ... +anoan) + flapnt1 0o ant1) =ajo flag) + ...+ a0
flan) + ant1 0 f(apt1). Zatem teza zachodzi dla liczby n+ 1. O

Stwierdzenie 10.4. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni li-
niowej V' nad cialem K w przestrzen liniowa W nad cialem K. Wowczas zbiér Ker(f) =
{a € V : f(a) = O} zwany jadrem f jest podprzestrzenia przestrzeni V. Ponadto f
jest réznowartosciowe (tzn. f jest monomorfizmem liniowym) wtedy i tylko wtedy, gdy
Ker(f) ={6}.

Dowéd. Na mocy stwierdzenia 10.3(i) mamy, ze © € Ker(f). Niech a € K, a, 8 € Ker(f).
Wtedy na mocy (I) f(a+ 3) = f(a)+ f(8) = 0O + O = O, wiec a + € Ker(f) oraz na mocy



(II) faca) =ao f(a) =ao0©® = O, skad aoa € Ker(f). Zatem Ker(f) jest podprzestrzenia
przestrzeni V.

Zatézmy, ze f jest réznowartosciowe i niech a € Ker(f). Wtedy f(a) = ©. Ale na mocy
stwierdzenia 10.3(i) jest © = f(0), wiec f(a) = f(©), skad o = ©. Zatem Ker(f) ={0©}. Na
odwrét, zatézmy, ze Ker(f) = {©} i wezmy dowolne «, € V takie, ze f(a) = f(3). Wtedy
na mocy stwierdzenia 10.3(iii) jest © = f(«a) — f(B) = f(a — (), czyli a« — B € Ker(f). Zatem
a—0F=0,skad a =1 f jest monomorfizmem. O

Uwaga 10.5. Kazda podprzestrzen W przestrzeni liniowej V' nad cialem K jest jadrem
pewnego przeksztalcenia liniowego okreslonego na V. Rzeczywiscie, z twierdzenia 9.6 istnieje
baza X podprzestrzeni W i wéwczas W = L(X). Ponadto z twierdzenia 9.6 istnieje zbiér
Y C V roztaczny z X i taki, ze X UY jest baza przestrzeni V. Niech U = L(Y). Latwo
zauwazy¢, ze V = W + U. Ponadto z liniowe] niezaleznosci zbioru X UY i tego, ze X NY =0
mozna wyprowadzi¢, ze W NU = {©}. Stad juz wynika, ze kazdy wektor o € V moze by¢
jednoznacznie zapisany w postaci « = § + vy dla pewnych § € W oraz v € U. Wobec tego
przeksztalcenie f: V' — U dane wzorem f(a) = v jest dobrze okreslone. Niech oy, a9 € V),
a € K. Wtedy istnieja 81,082 € W, 1,72 € U takie, ze a1y = 01 + 71 1 as = P2 + 79, skad
a;+az = (B1 + B2) + (1 +y2) oraz By + B2 € Wiy +v € U. Zatem f(ar + o) =
7 + 72 = f(a1) + f(az). Ponadto aoa; =aof +aoy orazao By € Wiaoy €U, wiec
flaoaj) =aovy =ao f(ay). Stad f jest przeksztalceniem liniowym. Nazywamy je rzutem
przestrzeni V na podprzestrzen U wzdluz podprzestrzeni W. Poniewaz dla v € U jest
y=0+~v10 € W, wiec f(y) = . Zatem f jest "na”. Dla f € W mamy, ze § = §+ O
i© e U, wiec f(B) =0, skad W C Ker(f). Jedli zas a € Ker(f), to istnieja 5 € Wiy eU
takie, ze a = B+ 710 = f(a) =, skad a = § € W. Zatem ostatecznie W = Ker(f). O

Stwierdzenie 10.6. Niech f : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni
liniowej V nad cialem K w przestrzen liniowa W nad cialem K. Wowczas zbiér Im(f) =
fOV)={f(a): a € V} zwany obrazem f jest podprzestrzenia przestrzeni W.

Dowdéd. Ze stwierdzenia 10.3(i) mamy, ze © = f(0) € f(V). Niech o, 8 € f(V). Wtedy
istnieja a1, 81 € V takie, ze o = f(a1) i 8 = f(B1). Zatem a+3 = f(a1)+ f(B1) = flar+p1) €
f(WV)orazdlaa € K: aoca=ao f(ay) = flaoay) € f(V). Zatem f(V) jest podprzestrzenia
przestrzeni W. O

Stwierdzenie 10.7. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni liniowej
V nad cialem K w przestrzen liniowag W nad cialem K. Wéwczas dla dowolnych wektorow
al,...,0p € V: jezeli wektory f(ay),..., f(ay) sa liniowo niezalezne, to wektory ai, ..., oy, tez
sg liniowo niezalezne. Jezeli dodatkowo f jest monomorfizmem, to wektory aq,...,a, € V sa
liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy wektory f(aq),..., f(ay) sa liniowo niezalezne.

Dowdéd. Niech ay,...,a, € V. Zalézmy, ze wektory f(aq),..., f(an) sa liniowo niezalezne.
Wezmy dowolne a1, ..., a, € K takie, ze ajoa;+...+a,0a, = ©. Wtedy na mocy stwierdzenia
10.3 mamy, ze aj o f(aq) + ...+ ap o f(an) = O, skad z Inz wektoréw f(aq),..., f(an) jest
a1 =...=a, =0, czyli wektory aq,...,a, tez sa liniowo niezalezne.

Niech teraz dodatkowo f bedzie monomorfizmem. Zatézmy, ze wektory aq,...,q, sa Inz i



wezmy dowolne aq, ..., a, € K takie, ze ajo f(a1)+...+ano f(ay) = ©. Wtedy ze stwierdzenia
10.3 mamy, ze f(ajoa;+...+apoay) = f(©),skad ajoa; +...+ap0a, = 6. Zatem z Inz
wektorow ayq, ..., a, wynika, ze a; = ... = a, = 0, czyli wektory f(a1),..., f(ay) sa liniowo
niezalezne. O

Definicja 10.8. Przeksztalcenie liniowe f: V — W nazywamy epimorfizmem, jezeli f(V) =
W (tzn. f jest "na”). Przeksztalcenie liniowe f : V — V przestrzeni V w siebie nazywamy
endomorfizmem przestrzeni V.

Stwierdzenie 10.9. Niech f: V — W bedzie izomorfizmem przestrzeni liniowych V i W
nad tym samym cialem K. Jezeli wektory ai,...,a, tworza baze przestrzeni V, to wektory
flaa),..., f(ay) tworza baze przestrzeni W.

Dowéd. Ze stwierdzenia 10.7 wynika od razu, ze wektory f(ai),..., f(an) sa liniowo nie-
zalezne. Wezmy dowolne 5 € W. Wtedy istnieje a € V takie, ze § = f(a). Zatem istnieja
ai,...,ayn € K takie, ze a« = aj oy + ... + a, o oy, skad na mocy stwierdzenia 10.3 jest, ze
B=aiof(ar)+...+ano f(an). Zatem wektory f(ay),..., f(ay,) generuja przestrzen W i sa
liniowo niezalezne, czyli tworza baze przestrzeni W. O

Twierdzenie 10.10. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Jezeli przestrzen
V' jest skoniczenie wymiarowa, to przestrzen Im(f) tez jest skonczenie wymiarowa i zachodzi
WzOr:

dimV = dim Ker(f) + dim Im(f).

Dowéd. Z uwagi 10.5 istnieje podprzestrzen U przestrzeni V taka, ze Ker(f) +U =V i
Ker(f)NU = {©} oraz kazdy wektor a € V mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci « = 3+ 7y
dla pewnych 8 € Ker(f) iy € U. Stad f(a) = f(8) + f(v) = 0+ f(v) = f(y). Zatem
Im(f) = f(U), czyli przeksztalcenie liniowe f|U jest "na”. Wezmy dowolne v € Ker(f|U).
Wtedy v € U i~ € Ker(f), wiec vy € Ker(f)NU = {0}, skad v = 0. Zatem ze stwierdzenia
10.4, f|U jest monomorfizmem i ostatecznie f|U: U — Im(f) jest izomorfizmem. Zatem z
twierdzenia 10.9, dim(Im(f)) = dim(U). Stad przestrzen Im(f) tez jest skoficzenie wymiarowa.
Ale z twierdzenia 9.30, dim(V) = dim Ker(f) + dim(U), gdyz dim(Ker(f) NU) = 0, wiec
dimV = dim Ker(f) + dim Im(f).0

Twierdzenie 10.11. Niech wektory ag, ..., a, tworza baze przestrzeni liniowej V' nad cialem
K iniech (, ..., 8, beda dowolnymi wektorami przestrzeni liniowej W nad cialem K. Wowczas
istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe f: V — W takie, ze f(«o;) = (; dla kazdego
i=1,...,n. Ponadto takie f jest dane wzorem:

flagoas+...4+apoay)=a108+ ...+ a0 0y (1)

dla ay,...,a, € K. Przeksztalcenie f jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
0B1, ..., sa liniowo niezalezne. Ponadto f jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
B1, ..., 0, generuja przestrzen W oraz f jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
081, - .., Bn tworza baze przestrzeni W.



Dowdéd. Dla przeksztalcenia f danego wzorem (1) mamy, ze f(a;) = §; przy i = 1,...,n.
Wezmy dowolne o, 8 € V' i dowolne a € K. Wtedy istnieja ay,...,an,b1,...,b, € K takie, ze
a=ajoa+...+apoa, oraz f =bjoaj+...+byoay,. Zatem f(a+p3) = f((a1+b1)oa;+...+
(an+bp)oay) = (a1+b1)oB1+. ..+ (an+bn)ofn = (a10f1+. . .+an0Bn)+(b1oB1+. .. +b,008,) =
F(0) + £(B) oraz f(a0a) = f((aar) o a1 + ... + (aan) 0 an) = (aa1) 0 B1 + .. + (aan) 0 f =
ao(ayofi+...+ay0fB,) =ao f(a). Zatem f jest szukanym przeksztalceniem liniowym.
Jezeli g: V. — W jest przeksztalceniem liniowym takim, ze g(o;) = §; dlai = 1,...,n, to
ze stwierdzenia 10.3 mamy, ze g(aj oy + ...+ ap o ay) = a1 o glay) + ... + ap o glay,) =
agofi+...+apofy = flaroar+ ...+ a, o o) dla dowolnych ay,...,a, € K. Poniewaz
{ai1,...,an} jest baza przestrzeni V', wiec stad g = f.

Jezeli f jest réznowartosciowe, to na mocy stwierdzenia 10.7 wektory 81 = f(a1),...,0n =
f(ay,) sa liniowo niezalezne. Na odwrdt, zatézmy, ze wektory fi, ..., 3, sa liniowo niezalezne.
Niech o € Ker(f). Wtedy istnieja ay,...,a, € K takie, ze « = aj o + ... + a, o ay, skad
O=f(a) =a1001+...+anofp, czylia; = ... = a, =0ia = 0. Zatem na mocy stwierdzenia
10.4 f jest monomorfizmem.

Jezeli f jest epimorfizmem, to dla kazdego 3 € W istnieje o € V takie, ze § = f(a). Ale
a=aioai+...+apoay, dlapewnych aq, ..., a, € K, wiec ze wzoru (1) 8 = a1081+...+an0 0y,
czyli wektory fi,..., 0, generuja przestrzen W. Na odwrét, zalézmy, ze wektory fBi,..., 05,
generuja przestrzen W. Wezmy dowolne 8 € W. Wtedy istnieja aq,...,a, € K takie, ze
B=arofi+...+an0f, = flaroar+...+apoaqy), czyli f jest epimorfizmem.

Ostatnia cze$¢ twierdzenia wynika z jego pierwszej czesci. O

2 Przyklady i zastosowania przeksztalcen liniowych

Przykiad 10.12. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym cialem K.
Woéwczas przeksztalcenie f: V' — W dane wzorem f(a) = © dla o € V jest przeksztalceniem
liniowym, bodla o, € V,a € K: f(a+8)=0=0+0 = f(a) + f(B) oraz f(aoa) =0 =
a0 O =ao f(a). Przeksztalcenie to nazywamy zerowym lub trywialnym. O

Przyklad 10.13. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech a € K bedzie
dowolnym ustalonym elementem ciata K. Wtedy przeksztalcenie ¢,: V — V dane wzorem
¢a(a) = acadlaa € V, jest liniowe, gdyz dla o, f € V', b € K mamy, ze ¢, (a+) = ao(a+3) =
aoca+aofl = ¢g(a)+¢a(B) oraz ¢q(boa) = ao(boa) = (ab)oa = (ba)oa = bo(aoa) = bogg(a).
To przeksztalcenie nazywamy homotetia o wspoélczynniku a.O

Przyklad 10.14. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni liniowej V nad cialem K.
Woéwczas przeksztalcenie f: W — V dane wzorem f(a) = o dla @ € W jest oczywiscie li-
niowe. Jest ono ponadto monomorfizmem podprzestrzeni W w przestrzen V. W szczegdlnosci
przeksztalcenie identycznosciowe idy : V — V dane wzorem idy (o) = a dla a € V, jest prze-
ksztalceniem liniowym. O

Przykiad 10.15. Opiszemy wszystkie przeksztalcenia liniowe f: K™ — K™ dla ustalonego
ciala K i dla dowolnych ustalonych liczb naturalnych m, n. Poniewaz wektory €1,€9,...,¢,



tworza baze przestrzeni K" oraz dla dowolnych z1,...,x, € K jest [x1,...,2,] = z10e1+...+
Ty, O €n, Wiec na mocy twierdzenia 10.11 wszystkimi przeksztalceniami liniowymi f: K™ — K™
sa jedynie przeksztalcenia f postaci:

f([xla"-’xn]):$10ﬁ1+--'+xnoﬁn7

dla dowolnych ustalonych gi,...,8, € K™. Aledla j =1,...,nistniejaa;; € K (i=1,...,m)
takie, ze B; = [a1j,a2j,...,am;], wiec stad otrzymujemy tzw. wzor analityczny na dowolne
przeksztalcenie liniowe f: K™ — K™:

f(z1, - xn)) = ez + ..o+ a1n®n, o, Gm1x1 + - oo+ G ). (2)
Zauwazmy ponadto, ze jezeli a;j eKdlai=1,...,m,j=1,...,n sa takie, ze przeksztalcenie
f dane wzorem (2) spelia wzér
[z, zn]) = @21 + .o+ @)Dy Ay @1+ o+ @, @), to dla B = [a),dhs, a0,

j =1,...,n, bedziemy mieli, ze B; = f(g;) = Bj, czyli a;j = a;; dla wszystkich ¢, j. Wynika
stad, ze przeksztalcenie liniowe f : K" — K™ jest jednoznacznie wyznaczone przez m X n
macierz A = [a;;]. Ponadto z definicji mnozenia macierzy mamy, ze dla przeksztalcenia f
danego wzorem (2) zachodzi wzor:

f([z1,. - xn)) = A- : ) (3)

Przy tych oznaczeniach mamy tez, ze f(K™) = L((1,. .., By) oraz wektory (31, ..., 3, mozemy
traktowaé jako kolumny macierzy A, wiec stad dla przeksztalcenia f mamy wzér:

dim Im(f) = r(A). (4)
Zatem z twierdzenia 10.10 mamy, ze n = dim K" = dim Ker(f) + dim I'm(f), wiec na mocy
wzoru (4):
dim Ker(f) =n —r(A). (5)
Zauwazmy tez, ze |ai, ..., ay] € Ker(f) wtedy i tylko wtedy, gdy [a1,. .., a,] jest rozwiazaniem
uktadu jednorodnego
a11r1+  appxe+ ...+ aiprn, =0

agnri+ agexrat+ ...+ agpTn, =0

(6)
Am1T1+ amoTo+ ...+ ampxtn, =0
Wynika stad nastepujace

Twierdzenie 10.16. Zbidr rozwiazan uktadu jednorodnego (6) o macierzy wspélczynnikéw
A jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej K™ wymiaru n —r(A). O



Podamy teraz sposéb wyznaczania jednorodnego uktadu réwnan liniowych o zadanej podprze-
strzeni rozwiazan. Niech K bedzie ustalonym cialem i niech V' bedzie dowolna podprzestrzenia
przestrzeni liniowej K. Wyznaczamy najpierw baze i wymiar podprzestrzeni V. Niech wek-
tory ai,...,as tworza baze podprzestrzeni V. Wtedy dimV = s. W praktyce wyznaczamy
baze V w takiej postaci, aby mozna bylo ja uzupemié¢ w prosty sposéb do bazy przestrzeni K™
pewnymi wektorami bazy kanonicznej przestrzeni K™. Niech wektory aq,...,as,81,--., Bn_s
tworza baze przestrzeni K. Na mocy twierdzenia 10.11 istnieje dokladnie jeden epimorfizm f :
K" — K™% taki, ze f(o;) = © dla wszystkichi =1,...,soraz f(3;) =¢;dlaj=1,...,n—s.
Z okreslenia f mamy, ze V C Ker(f). Ponadto dim Im(f) = dim K™% = n — s, wiec z twier-
dzenia 10.10 mamy, ze n = dim K" = dim Ker(f) + dim Im(f), skad dim Ker(f) = s. Ale
dimV = s oraz V C Ker(f), wiec stad V = Ker(f). Pozostaje zatem wyznaczy¢ wzér ana-
lityczny na przeksztalcenie f i w ten sposéb uzyskamy natychmiast zadany uklad jednorodny.

Przyklad 10.17. Znajdziemy uktad jednorodny réwnan liniowych nad ciatem R, ktérego
przestrzenia rozwiazan jest V = lin([1, —1,1],[1,1, —1]). Najpierw znajdujemy baze przestrzeni
1 =1 1| we—wn | 1 =1 1| zw |1 —1 1
1 1 -1 — o 2 2| " o 1 -1
jest {[1,—1,1],[0,1, —1]}. Nastepnie uzupeliamy znaleziona baze przestrzeni V do bazy calej

V. Zatem baza przestrzeni V

przestrzeni R? przy pomocy wektora [0, 0, 1]. Istnieje przeksztalcenie liniowe f: R3 — R takie,
ze f([1,-1,1]) = 0, f([0,1,-1]) = 0, f([0,0,1]) = 1. Wtedy f([0,1,0]) = f([0,1,-1]) +
f([0,0,1]) = 04+ 1 = 1 oraz f([1,0,0]) = f([1,—-1,1]) — f([0,1,—1]) = 0 — 0 = 0. Zatem
dla dowolnych z1,x9,x3 € R mamy, ze f([x1,x2,x3]) = z1 - f([1,0,0]) + x2 - £(][0,1,0]) + x5 -
£([0,0,1]) = 9 + x3. Ale dim(Im f) = 1, wiec dim(Ker f) =3 —1 = 2. Ponadto V C Ker f
oraz dim(V) = 2, wiec V = Ker f. Stad szukanym ukladem réwnan jest:

o +23=0.0

Przykiad 10.18. Znajdziemy uklad jednorodny réwnan liniowych nad cialem R, ktorego
przestrzen rozwiazan jest generowana przez wektory: [1,-1,1,-1,1], [1,1,0,0, 3], [3,1,1,—1,7],
0,2,-1,1,2].

Znajdujemy najpierw baze podprzestrzeni V generowanej przez wektory: [1,—1,1,—1,1],
[1,1,0,0,3], [3,1,1,-1,7], [0,2,—1,1,2].

1 1 0 0 3 1 1 0 0 3
1 -1 1 -1 1 w2—w1, w3—3wi 0 -2 1 -1 -2
3 1 1 -1 7 - 0 -2 1 -1 -2
0 2 -1 1 2 0 2 -1 1 2

11 00 3
wotwi,wstws | 00 0 0 0| |1 1 0 0 3
- 00 000 |02 —112]|

02 -1 1 2

Zatem baza V jest {[1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2]} oraz dim V' = 2. Poniewaz nasze wektory maja
5 wspoélrzednych, wiec szukany uklad réwnan bedzie sie skladal z 5 — 2 = 3 réwnan.



Ponadto baza przestrzeni R® jest {[1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2],
[0,0,1,0,0],[0,0,0,1,0],[0,0,0,0, 1]}, wiec istnieje przeksztatcenie liniowe f: R — R3 takie, ze

f([1,1,0,0,3]) = [0,0,0], (7)
f([0,2,-1,1,2]) = [0,0,0], (8)
f([0,0,1,0,0]) = [1,0,0], 9)
f([0,0,0,1,0]) = [0,1,0], (10)
f([0,0,0,0,1]) = [0,0,1]. (11)

Poniewaz wektory [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] tworza baze przestrzeni R? oraz naleza do f(R?),
wiec f(R?) = R3, czyli dim f(R®) = 3. Ale 5 = dimR® = dim Ker(f) + dim f(R®), wiec
dim Ker(f) =5 —3 = 2. Ponadto z (7) i (8) mamy, ze V = lin([1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2]) C
Ker(f) oraz dimV = 2, wiec V = Ker(f). Pozostaje zatem wyznaczy¢ wzoér analityczny na
takie przeksztalcenie f. Niech £; = [1,0,0,0,0], e2 = [0,1,0,0,0], e3 = [0,0,1,0,0], g4 =
[0,0,0,1,0], e5 = [0,0,0,0,1]. Wtedy dla dowolnych z1, z2, x3, x4, x5 € R:

[xl,xg,x3,$4,l‘5] =X10€1+X20€E2+X30E3+X40E4+ X50E€E5.

Zatem z liniowosci przeksztalcenia f mamy, ze f([z1,z2, 3,24, 25]) = 10 f(e1) + 220 f(g2) +
x30 f(e3) + x40 f(e4) + x50 f(e5).

Ze wzoru (8) mamy, ze 20 f(e2) — f(e3)+ f(e4) +20 f(e5) = [0, 0, 0], wiec 20 f(e2) —[1,0,0] +
[0,1,0] +20[0,0,1] = [0,0,0], skad f(e2) = [, —3, —1].

Ze wzoru (7) mamy, ze f(e1)+ f(e2)+30 f(g5) = [0,0,0], czyli f(e1)+[5, —5, —1]+30[0,0,1] =
[07070]a skad f(gl) = [_%7 %a _2]'

Stad
f([x1,$2,.%'3,.7}4,x5]) = :L'lo[—%, %, —2]4—.%20[%, ,—1]+:E30[1 0 0]—1—:640[0, 1,0]+x50[0 0, 1]
[—5@1 + 522 + @3, 321 — 5T + T4, —271 — T2 + :cs]-

Zatem V = Ker(f) jest zbiorem rozwiazan ukladu réwnan:

—%1‘1 + %.’L‘z + 3 =0
%xl — %.7}2 + x4 = 0.0
—2x1 - o + x5 = 0

3 Macierz przeksztalcenia liniowego

Niech (a1, ...,a,) 1 (B1,...,Bm) beda uporzadkowanymi bazami przestrzeni liniowych V i
W nad cialem K odpowiednio. Niech f: V' — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wéwczas
dla k=1,...,n jest f(ag) € W, wiec istnieja ag,...,anr € K takie, ze

flag) =apo B+ ...+ amk © Bm. (12)



Otrzymang w ten sposéb m X n macierz

a1 a2 ... Qin
. a?1 a.22 . a?n (13)
am1l Am2 ... amn
nazywamy macierza przeksztalcenia liniowego f w bazach (aq,...,a,)1 (81, ..., On) prze-

strzeni V' i W odpowiednio. Zatem kolejne kolumny macierzy (13) sa wektorami wspéhrzednych
wektora f(ay) w bazie (f1,...,0mn) przestrzeni W dla k=1,...,n

Przyktad 10.19. Niech m,n € N i niech A = [a;;] € My xn(K). Wéwczas A jest macierza
przeksztalcenia liniowego f: K" — K™ danego wzorem analitycznym

fz1, .-y xn]) =[anzr + ..o 4+ a1n®n, - oo Gm1T1 + - oo+ Q@)

w bazach kanonicznych tych przestrzeni. O

Twierdzenie 10.20. Niech A bedzie macierza przeksztatcenia liniowego f: V — W w

a
bazach (o, ...,an) 1 (B1,-..,0m). Jezeli : jest wektorem wspélrzednych wektora o € V
29
ai
w bazie (a1,...,ay), to A- | © | jest wektorem wspélrzednych wektora f(a) € W w bazie
G,
(B Bm)-
n
Dowéd. Poniewaz o = Z a; o o, wiec z wlasnosci przeksztatcen liniowych i ze wzoru (12)
i=1
mamy '
n m
YSUTTIIED o] (5 SYITTA I 3) SRS
=1 j=1 i=1 j=1
m n m n
DRI o palt >) o5
Jj=11i=1 Jj=1 \i=1

n
Zatem Zai -aj; jest j-ta wspolrzedna wektora f(a) w bazie (51,...,0mn). Ponadto z defi-
i=1
ai
nicji mnozenia macierzy j-tym wyrazem macierzy A - : € My x1(K) jest Zaﬂ a; =

an

n
E ai - jj. O
=1
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Przykiad 10.21. Niech A = 9 4 bedzie macierza przeksztalcenia liniowego f: V —

W w bazach (a1, a2), (81, F2). Ol:oliczymy f(a) dla o = a3 — 3 0 ag. Wektorem wspéhrzednych
1

wektora o w bazie (a1, asg) jest e zatem z twierdzenia 10.20, wektorem wspéirzednych

. Otrzymalismy wiec, ze

wektora f(o) w bazie (01, (2) jest [ :; i ] ' [ —;) ] N [ —_11
fla)=—Top1—140 3. O

Twierdzenie 10.22. Niech A bedzie macierza przeksztatcenia liniowego f: V — W w
bazach (ai,...,an) 1 (B1,...,OBm). Wowczas

dim I'm f = r(A).

Dowéd. Zauwazmy, ze Im f = L(f(ay),..., f(an)) = L(Zaﬂoﬁj,...,z%noﬁj).
j=1 j=1

Z twierdzenia 10.11 wiemy, ze istnieje izomorfizm liniowy ¢: W — K™ taki, ze ¢(8;) = ¢;
dla j = 1,...,m. Stad Imf = o(Imf), wiec w szczegélnosci dimIm f = dimp(Im f).
Ale p(Im f) = L(la11,021, .-, Qmi1)s- - -, [@1ns Q2ns - - -, Gmn]), Wiec dimp(Im f) = r(A), czyli
dimIm f =r(A). O

Lemat 10.23. Niech A, B € M,,xn(K). Jezeli dla dowolnych skalaréw aq, ..., a, zachodzi
réownosé

ay ay
A =B ,
an an
to A = B.
Dowdéd. Niech A = [a;j] oraz niech B = [b;;]. Wezmy dowolne ustalone j = 1,...,n i niech

aj = 1 oraz a, = 0 dla wszystkich k£ € {1,...,n}\ {j}. Wtedy z definicji mnozenia macierzy

ai
i-tym elementem macierzy A - : € Myx1(K) jest ai; dlai =1,...,m. Podobnie i-tym
Qanp
ai ai
elementem macierzy B - | € Mpuxi(K) jest by dlai =1,...,m. Ale A- | : =
an an,
a1
B - : dla dowolnych ay,...,a, € K, wiec a;; = b;; dla dowolnych i = 1,...,m oraz
an,

j=1,...,n. Ponadto A, B € M,»xn(K), wiecc A= B. O

Twierdzenie 10.24. Niech V, W, U beda przestrzeniami liniowymi o bazach uporzadkowa-
nych (a1,...,an), (B1,--., Bm)s (71, .,7s) odpowiednio. Niech A bedzie macierza przeksztatcenia



f € L(V;W) w bazach (a1,...,a,) 1 (01,...,Bn) oraz niech B bedzie macierza przeksztalcenia
g € L(W;U) w bazach (61,...,0m) 1 (7,...,7s). Wowczas B - A jest macierza przeksztalcenia
go fe L(V;U) w bazach (aq,...,0n) 1 (71,...,7s)-

ai
Dowdd. Niech : bedzie wektorem wspéhrzednych wektora o € V' w bazie (o, ..., ayp).
Qan
ai
Wtedy z twierdzenia 10.20 mamy, ze A - : jest wektorem wspélrzednych wektora f(«)
an
a1
w bazie (f1,...,0m). Ponownie z twierdzenia 10.20 otrzymujemy, ze B - | A- | jest
2%

wektorem wspélrzednych wektora g(f(«)) w bazie (y1,...,7s). Ale

aq ai

an Qan

wiec jesli C € Mgsyn(R) jest macierza przeksztalcenia g o f € L(V;U) w bazach (ai,...,an)
al aq

i (7v1,...,7s), to na mocy twierdzenia 10.20 C - : =(B-A)-| : dla dowolnych
an an

ai,...,an € R. Poniewaz B € Mgym(R)1 A € Myxn(R), wiec B-A € Mgypn(R). Z lematu 10.23

otrzymujemy rownos¢ C = B-A. O

4 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 10.18. Znajdz przeksztalcenie liniowe f przestrzeni R® na przestrzen R? takie, ze
[1,1,—-1] € Ker(f).
Odp. Ogdlna postaé takich przeksztalcen f:
f([x1, z2, x3]) = [(c — a)x1 + axe + cxs, (d — b)x1 + bry + dxs], gdzie a,b, ¢,d € R oraz ad # be.

Zadanie 10.25. Znajdz przeksztalcenie liniowe f: R3 — R* takie, ze Ker(f) = L([1,—1,2])
oraz Im(f) = L([1,2,1,-1],[3,1,2,0]).

Odp. Ogdlna postaé takich przeksztalcen f:
fz1, 22, 23]) = [(a — 2¢+ 3b — 6d)x1 + (a + 3b)z2 + (¢ + 3d)xs, (2a — 4c + b — 2d)z1 + (20 +
b)xs + (2¢ + d)z3, (a — 2¢ + 2b — 4d)x1 + (a + 2b)x2 + (¢ — 4d)x3, (2¢ — a)z1 — axg — cx3), gdzie
a,b,c,d € R oraz ad # bc.

Zadanie 10.26. Znajdz uklad jednorodny réwnan liniowych, ktérego zbiorem rozwiazan
jest podprzestrzeri V przestrzeni R® generowana przez wektory: [—3,1,5,3,2], [2,3,0,1,0],
1,2,3,2,1], [3,-5,—1,-3,-1], [3,0,1,0,0].
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Odp. Szukanym uktadem jest

Ty — 3rx9 — 3x3 + Txy =0
3r1 — 2x9 — 9x3 + + 28x5 = 0’

Zadanie 10.27. Znajdz bazy obrazu i jadra przeksztalcenia liniowego f: R3 — R3 okreslone-
go wzorem:
f([m‘l,afz,l'g]) = [2:(}1 — To — T3,T1 — 2x2 + T3, T + T — 2.%'3}.

Odp. Baza Ker(f): {[1,1,1]}. Baza Im(f): {[1,0,1],[0,1,—1]}.
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