Wykiad 13
Wazne podzbiory E"

1 Zbiory wypukle

Niech p i ¢ beda punktami przestrzeni afinicznej E"™. Odcinkiem o kornicach p, ¢ nazywamy
zbiér conv(p,q) wszystkich $rodkéw ciezkosei uktadu (p,q) o nieujemnych wagach. 7 tego
okreslenia mamy od razu nastepujace

Twierdzenie 13.1. Dla dowolnych punktéw p, ¢ przestrzeni afinicznej E™ mamy, ze
conv(p,q) C af(p,q). Ponadto odcinek conv(p,q) sktada sie z tych, i tylko tych, punktéw
postaci p 4+ u o pg, ze u € (0,1). W szczegdlnodci, jezeli p = (a1, ...,a,) oraz ¢ = (b1,...,by),
to conv(p, q) jest zbiorem punktéw postaci ((1 — u)ay + uby, ..., (1 —u)a, + uby), u € (0,1).

Przyklad 13.2. Jezeli p,q € E! oraz p = (a) i ¢ = (b), to dla a < b odcinek conv(p, q) jest
zwyklym przedzialem domknietym (a,b). O

Podzbiér A przestrzeni afinicznej E" nazywamy wypuklym, gdy jest spelniony warunek:
jeslip,q € A, to conv(p,q) C A. (1)

7 definicji tej wynika od razu, ze czes¢ wspolna dowolnej rodziny podzbioréw wypuktych jest
tez podzbiorem wypuklym.

Przyklad 13.3. Na mocy twierdzenia 13.1 kazda podprzestrzen afiniczna jest podzbiorem
wypuklym. O

Przykiad 13.4. Odcinek o koncach p,q € E™ jest podzbiorem wypuklym. Wszystkimi
podzbiorami wypuklymi prostej E! sa zbiér pusty i dowolny przedzial.O

Twierdzenie 13.5. Jezeli A jest podzbiorem wypuklym przestrzeni afinicznej E" oraz
P1,.--,Pk € A, to kazdy Srodek ciezkosci uktadu (pi,...,pr) o nieujemnych wagach nalezy
do zbioru A.

Dowéd. Indukcja wzgledem k > 2. Dla k = 2 teza wynika od razu z definicji zbioru
wypuklego. Niech teraz k > 2 bedzie taka liczba naturalna, ze dla dowolnych ¢1,...,qx € A

kazdy érodek ciezkosci uktadu (qi,...,qx) o nieujemnych wagach nalezy do zbioru A. Wezmy
dowolne py,...,pg, Pk+1 € A oraz dowolny uktad wag nieujemnych (aq,...,ax,axr+1). Wtedy
ay + ...+ ax + agy1 = 1, wiec istnieje ¢ = 1,...,k + 1 takie, ze a; # 1. Bez zmniejszania

ogolnosci rozwazan mozemy zalozy¢, ze ¢ = k+ 1, tzn. agy, # 1. Stada=a1+ ... +a; >0
ar
X

q="%p1+...+%py € A Stad i z wypuklodci zbioru A, ag + ar41pr1 € A, bo a+appy =1
oraz a > 0iagy; > 0. Ale z wyktadu 12a wiemy, ze a1p1+. . .+ apPr+ak+1Pk+1 = AG+ak+1Pk+1,

i wobec tego ( ,%’“) jest ukladem wag nieujemnych. Zatem z zalozenia indukcyjnego

wiec a1p1 + ...+ appr + axr1Pr+1 € A i teza zachodzi dla liczby k + 1. Zatem na mocy zasady
indukcji matematycznej teza zachodzi dla dowolnego naturalnego k > 2. O



7 wiadomosci podanych na wykladzie 12a latwo wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 13.6. Niech B bedzie podzbiorem przestrzeni afinicznej E™. Niech conv(B)
bedzie zbiorem wszystkich srodkéw ciezkosci wszystkich mozliwych uktadéow punktéw ze zbioru
B o nieujemnych wagach. Wéwczas conv(B) jest zbiorem wypuklym; jest to najmniejszy zbiér
wypukly zawierajacy zbior B.

Przykiad 13.7. Niech a = (a1,...,a,) € E", przy czym a; # 0 dla pewnego i = 1,...,n i
niech b € R. Wéwezas podzbiory: Ht (a,b) = {(z1,...,2,) 1 a121+...+apzy, > b} i H (a,b) =
{(x1,...,2n) : a171 + ... + apx, < b} sa wypukle. Nazywamy je pélprzestrzeniami do-

mknietymi wyznaczonymi przez hiperplaszczyzne H = {(z1,...,2,) : a1x1 + ...+
anTy, = b}. O

Czeé¢ wspdlna dowolnej skoniczonej rodziny potprzestrzeni potozonych w tej samej przestrzeni
afinicznej nazywamy zbiorem wypuklym wieloSciennym.

Przyklad 13.8. Ukladem m nieréwnosci liniowych o niewiadomych z1,...,x, nazy-
wamy kazdy uktad nieréwnosci postaci

ajlxy + apry + ... + apr, > b
anry + aggre + ... + agry, > by

- @
Am1T1 = amaT2 + ... + Gty = by

gdzie a;; € R, b; e Rdlat=1,...,moraz j = 1,...,n. Uklad ten nazywamy jednorodnym,

.....

gdy by = by = ... = b, = 0. Macierz [aj;]i-1,...» Nazywamy macierza ukladu (2).
jel,...n
Rozwiazaniem tego ukladu nazywamy kazdy taki punkt a = (a1,...,a,) € E", ze a;1a1 +

ai2a2 + ...+ ajpan, > b; dla kazdego ¢ = 1,...,m. Bedziemy méwili, ze rozwiazanie to jest
nieujemne, gdy a; > 0dlai =1,...,n. Jezeli uklad (2) posiada rozwiazanie, to zbiér wszystkich
rozwiazan (a takze wszystkich rozwiazan nieujemnych) tego ukladu jest zbiorem wypuklym
wielosciennym. Ponadto kazdy zbiér wieloscienny polozony w przestrzeni E™ jest opisany przez
pewien skonczony uktad nieréwnosci liniowych o n niewiadomych. O

Przykiad 13.9. Niepusty podzbiér A C E™ nazywamy stozkiem wypuklym, gdy

(a) jesli (aq,...,an) € A, to dla kazdej nieujemnej liczby rzeczywistej u, (uay,...,ua,) € A,

(b) jesli (a1,...,an), (b1,...,by) € A, to (a1 +b1,...,a, +b,) € A.
Z warunkéw (a) i (b) wynika, ze kazdy stozek wypukty jest zbiorem wypuklym. Przykladami
stozkéw wypuklych sa pélprzestrzenie: H (a,0) i H™ (a,0), zbiory wszystkich punktéw postaci
(uay, ..., uay), gdzie u przebiega wszystkie nieujemne liczby rzeczywiste, zas a = (a1, ..., ay)
jest ustalonym punktem przestrzeni E™. O

2 Uklady punktéw w przestrzeniach afinicznych

Niech (p1,...,ps) bedzie dowolnym ukladem punktéw przestrzeni afinicznej E™. Méwimy, ze
jest to uklad punktéw w polozeniu szczegdlnym, gdy pewien z punktow tego uktadu jest



srodkiem ciezkosci uktadu utworzonego z pozostatych punktéw. Stwierdzamy, ze ten uklad
jest w polozeniu ogélnym, gdy nie jest on w polozeniu szczegdlnym.

Mozna wykazaé, ze uktad (p1,...,pn) jest w polozeniu ogdlnym wtedy, i tylko wtedy, gdy
wektory popi, ..., pspi sa liniowo niezalezne.

Przykiad 13.10. Niech py = (0,...,0), p1 = (0,1,0,...,0), ...,p, = (0,0,...,1) € E".
Wéwezas uktad (po,pi,...,pn) jest w polozeniu ogdlnym. W przestrzeni E™ nie istnieje uklad
w polozeniu ogdlnym ztozony z co najmniej n + 2 punktéw . O

Przykiad 13.11. Niech (p1,...,px) bedzie ukladem k punktéw przestrzeni E” w potozeniu
og6lnym. Zbiér wypukly conv(pi,...,px) nazywamy k — l-wymiarowym sympleksem roz-
pietym na punktach p1, ..., pg.

Wszystkimi zerowymiarowymi sympleksami przestrzeni E” sa jej podzbiory jednoelementowe.

Wszystkimi jednowymiarowymi sympleksami przestrzeni E" sa odcinki conv(p, q), takie ze
p#q

Wszystkimi dwuwymiarowymi sympleksami przestrzeni E" (dla n > 2) sa zbiory postaci
conv(p1, p2, p3), gdzie punkty p1, pe, ps nie leza na jednej prostej. Nazywamy je tréjkatami.

Wszystkimi tréjwymiarowymi sympleksami przestrzeni E™ (dla n > 3) sa zbiory postaci
conv(p1,p2,p3, pa), gdzie punkty p1, pa2, p3, ps4 nie leza na jednej plaszczyznie. Nazywamy je
czworoscianami. O

Przykiad 13.12. Niech py bedzie dowolnym punktem przestrzeni afinicznej E™ i niech
a1,...,a, beda wektorami liniowo niezaleznymi przestrzeni R". Zbior wszystkich punktow po-
staci pot+ujoa;+...tugoay, gdzie 0 <wu; <1ldlai=1,...,k, nazywamy k-wymiarowym
rownoleglo$cianem rozpietym na wektorach «g,...,a; zaczepionych w punkcie pg. Kazdy
réwnolegloscian jest zbiorem wypuklym. Mozna wykazaé, ze dla kazdego skonczonego uktadu
punktéw (pi1,...,ps), gdzie s > 1 oraz p; # p; dla pewnych i # j w przestrzeni E" zbior
conv(pi, ..., ps) jest wieloScianem. O

Niech A bedzie wypuklym podzbiorem przestrzeni afinicznej E™. Punkt p € A nazywamy
wierzchotkiem (lub punktem ekstremalnym) zbioru A, gdy speliony jest nastepujacy
warunek: jesli g,r € Aip € conv(q,r),top=qlubp=r.

Przyktad 13.13. Niech (po,p1, .- ., pr) bedzie ukltadem punktéw przestrzeni E™ w potozeniu
ogblnym. Woéwcezas wierzchotkami sympleksu conv(py, . .., pr) sa jedynie punkty po, p1,. .., Pk-
O

Przykiad 13.14. Niech A bedzie réwnolegloscianem rozpietym na wektorach aq, ..., ay
zaczepionych w punkcie pg. Wierzchotkami zbioru A sa jedynie punkty, ktére mozna przedstawié
w postaci pg + Zle e; o, gdzie e, =0 lube; =1dlai=1,...,k. Zatem zbiér A posiada
doktadnie 2% wierzchotkéw. O

Przyklad 13.15. Niech L C E2? bedzie prosta o przedstawieniu parametrycznym (0, 0) + ¢ o
[1,1]. Zbadamy czy punkty (1,0), (3,1) naleza do zbioru A = conv({(2,0)} U L). Elementy
zbioru A maja postaé: (1 —u)(2,0) +u(t,t) =(2- (1 —u)+u-t,u-t)dlaw e (0,1) oraz t € R.



Oznaczmy © = 2(1 —u) +ut, y = ut. Zatemdlau=0: x =21y =0,zad dla 0 <u <1, x jest
dowolng liczba rzeczywisty oraz y = x — 2(1 — u) i liczby 2(1 — u) przebiegaja przedzial (0, 2).
Wynika stad, ze A = {(z,x —s): z € R, s € (0,2)} U{(2,0)}. Zatem (1,0) € A (zx =s = 1)
oraz (3,1) nie nalezy do A (bo s < 2). O

3 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 13.16. Czy punkty (1,1,1,0),(0,1,1,2),(0,1,1,1) € E? sa w polozeniu szczegélnym?
Odp. Nie.

Zadanie 13.17. Udowodnij, ze odcinek o koricach p, ¢ € E? jest zbiorem wypuklym.

Zadanie 13.18. Czy punkt p = (1,4, —9) nalezy do conv(a,b), gdzie a = (2,1,—1) i b =
(3,-2,7)7
Odp. Nie.

Zadanie 13.19. Niech L C E? bedzie prosta o przedstawieniu parametrycznym (2,3) + t o
[3,—1]. Czy punkt (1,1) nalezy do zbioru A = conv({(3,1)} UL)? A punkt (4,1)?
Odp. (1,1) € A, zas (4,1) € A.

Zadanie 13.20. Czy A = {(u(3t — 1) +3,u(2 —t) + 1) : uw € (0,1),t € R} jest wypuklym
podzbiorem przestrzeni E3?
Odp. Tak.

Zadanie 13.21. Czy punkty (1,0,4) i (2,2, 2) naleza do tej samej pSlprzestrzeni przestrzeni
E3 wyznaczonej przez hiperptaszczyzne af((—2,0,1),(=5,2,1),(~7,0,3))?
Odp. Tak.

Zadanie 13.22. Czy punkt (1,4) nalezy do tréjkata A = conv(a,b,c), gdzie a = (1,7),
b=(-2,1), c=(4,-2)? A punkt (2,7)?
Odp. (1,4) € A, za$ (2,7) & A.



