Wykiad 8

Okreslenie przestrzeni liniowej

1 Okreslenie przestrzeni liniowej

Niech (V,+,©) bedzie grupa abelowa i niech K bedzie cialem. Niech o bedzie odwzoro-
waniem zbioru K x V w zbiér V, przy czym dla a € K, a € V element o((a, «)) bedziemy
oznaczali przez a o a. Powiemy, ze V jest przestrzenia liniowa nad cialem K, jezeli spelnione
sa nastepujace warunki (aksjomaty przestrzeni liniowej):

(L1). 1oa = « dla kazdego a € V,

(L2). ao(a+ ) =aoa+ao 3 dlakazdego a € K i dla dowolnych a, 8 € V,

(L3). (a+b)oa=aoa+boa dla dowolnych a,b € K i dla kazdego a € V,

(L4). (a-b)oa=uao (boa) dla dowolnych a,b € K i dla kazdego a € V.

Elementy ciala K bedziemy nazywali skalarami i oznaczali literami tacinskimi a, b, c,..., zas
elementy zbioru V bedziemy nazywali wektorami i oznaczali literami greckimi «, 3, 7,... .

Poniewaz (V, 4+, ©) jest grupa abelowa, wiec dodawanie wektoréw jest taczne, przemienne, ©
jest elementem neutralnym dodawania wektoréw oraz dla kazdego wektora « istnieje doktadnie
jeden wektor —a taki, ze a + (—a) = O. Ten jedyny wektor —a nazywamy wektorem prze-
ciwnym do wektora a.

Przykiad 8.1. Niech K bedzie dowolnym cialem i niech n bedzie liczba naturalna. Oznaczmy
przez K™ zbiér wszystkich ciagéw n-elementowych [ay, as, . .., a,| 0 wyrazach z ciata K. Réwnosé
takich ciagdéw okreslamy nastepujaco:

[a1,az,...,a,) = [b1,b2,...,by] <= a; = b; dla kazdegoi =1,...,n. (1)
W zbiorze K™ wprowadzamy dodawanie przy pomocy wzoru:
[a1, a2, ... an] + [b1,b2,...,by] = [a1 + b1,a2 + ba, ..., an + by]. (2)
Elementy zbioru K™ bedziemy nazywali wektoramsi o n-wspdétrzednych. Wektor
0 =10,0,...,0] (3)

bedziemy nazywali wektorem zerowym.
Latwo sprawdzié¢, ze (K", +,©) jest grupa abelowa, przy czym dla wektora przeciwnego mamy
WzOr:

—lai,a2,...,a,] = [—a1,—ag,...,—ay]. (4)
Mozna pokazaé, ze K" jest przestrzenia liniowa nad cialem K, jezeli iloczyn wektora przez
skalar okreslimy nastepujaco:

aolar,az,...,ap] =la-ai,a-az, ... a-ay). (5)



Przestrzen te oznaczamy przez K™ i nazywamy n-wymiarowa przestrzenia liniowa wspol-
rzednych nad cialem K.O

Przyklad 8.2. Dla dowolnego ciata K zbiér M, x, (K ) wszystkich m xn-macierzy o wyrazach
z K ze zwyklym dodawaniem macierzy i zwyklym mnozeniem macierzy przez skalar tworzy
przestrzen liniowa nad cialem K. Oznaczamy ja przez My, x,(K).O

Przykilad 8.3. Zbior R ze zwyklym dodawaniem liczb oraz ze zwyklym mnozeniem liczb
tworzy przestrzen liniowa nad cialem liczb wymiernych Q. Oznaczamy ja przez Rg. Podobnie
zbiér C wszystkich liczb zespolonych ze zwyklym dodawaniem liczb zespolonych i ze zwyklym
mnozeniem liczby zespolonej przez liczbe rzeczywista tez tworzy przestrzen liniowa nad cialem
liczb rzeczywistych. Oznaczamy ja przez Cr i nazywamy rzeczywista przestrzenia liczb zespo-
lonych. O

Przyklad 8.4. Niech K bedzie dowolnym cialem i niech o bedzie dowolnym elementem.
Niech V' = {a} i niech o+ a = a. Wéwezas (V, +, a) jest grupa abelowa i V' tworzy przestrzen
liniowa nad cialem K, jezeli dla dowolnego a € K przyjmiemy, ze a o & = «. Przestrzenie takie
nazywamy zerowymi.O

Przyklad 8.5. Dla dowolnego ciala K zbiér V = K|z| wszystkich wielomianéw zmiennej z
o wspdétezynnikach z ciata K jest w naturalny sposob przestrzenia liniowa nad K. Mianowicie
V' jest grupa abelowa ze wzgledu na dodawanie wielomianéw, za§ mnozenie wielomianu o« =

ap+ar1x+...+apx™ przez skalar a € K okreslamy jako aoa = (aag) + (aar)x +. ..+ (aay,)x™.

2 Wilasnosci dzialan na wektorach

1. Suma dowolnej skoniczonej liczby wektoréw nie zalezy od porzadku sktadnikéw ani od
sposobu rozstawienia nawiaséw.
2. Dla dowolnego wektora « i dla dowolnego skalara a:

aoa=0<= (a=01luba=0). (6)

Dowdéd. Wezmy dowolne o € V. Poniewaz 0 = 040, wiec z L3, 0oa = (0+0)oar = Ooa+00a.
Zatem © + 0o = 0oa+ 0o« iz prawa skracania w grupach, © = 0o a. Stad i z L4, dla
kazdego a € K: ao©® =a0(000)=(a-0)0c0 =000 =0.

Na odwrét, zalézmy, ze a o @ = O i przypuéémy, ze a # 0. Wtedy istnieje ™' € K i z
pierwszej czeéci dowodu oraz z L4: © =a lo(aoa) = (a"t-a)oa=1oa. Alez L1, loa = q,
wiec stad o = ©. Konczy to dowdd naszej wlasnosci. O

3. Dla dowolnego wektora a:
—a=(-1)oaoraz — (—a) =a. (7)

Dowéd. Z L1 mamy, ze & = 1 o . Zatem na mocy L3, a4+ (-1)ca=1loa+ (—-1)oa =
(14 (—1))oa=00a =0, na mocy wlasnosci 2. Zatem a+ (—1) o = O, czyli (—1) o « jest
wektorem przeciwnym do wektora «, a wiec (—1) o @ = —a.. Ponadto (—a) + a = O, wiec «
jest wektorem przeciwnym do wektora (—a), czyli —(—a) = a. O



4. Dla dowolnego skalara a i dla dowolnych wektoréw oy, asg,...,qp:
ao(ay+as+...+a,)=aoa;+aocag+...+aoaqy,. (8)

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 teza wynika z L2. Niech teraz n > 2 bedzie
taka liczba naturalna, ze dla dowolnych wektoréw f(1,...,08, € Vi ao (B4 + P2+ ...+ Bn) =
aof1+aofBs+...+aofB,. Wezmy dowolne o, ..., an, anpy1 € V. Poniewaz a1 +. .. +ap+ant1 =
(1 + ...+ an) + any1, wiec z L2 i z zalozenia indukcyjnego: ao (ag + ... + oy + apy1) =
ao(ar+...+ap)+aoant) =aoai+...+aoa, +aowa, 1, czyli teza zachodzi dla n+1. Zatem
na mocy zasady indukcji matematycznej, nasza teza jest prawdziwa dla dowolnego naturalnego
n>2. 0

Ze wzoru (8) oraz z aksjomatu L4 wynika od razu nastepujaca wlasnosé:

5. Dla dowolnych a,aq,...,a, € K i dowolnych a1,...,a, € V:
ao(ajoay+agoas+...+apoay) = (aar)oar + (aaz)oas + ...+ (aay) o . (9)

6. Odejmowanie wektoréw okreslamy przy pomocy wektora przeciwnego. Mianowicie réznica
wektorow a i § nazywamy wektor

a—BY at(-p). (10)

7. Dla dowolnych wektoréw «, 3, v i dla dowolnego skalara a zachodza wzory:
a—(B+7) = (a=B)—v, a=(B—7) = (a=B)+7, —(a+B) = (—a)+(=p), ac(a—B) = aca—aop,

ao(—a)=—(aoa)=(—a)oa, (—a)o(—a)=aoa.

3 Podprzestrzenie liniowe

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niepusty podzbiér W przestrzeni V
nazywamy podprzestrzenia przestrzeni V', jesli ma on nastepujace wiasnosci:
(1) jesli o, € W, to a+ B € W,
(IT) jeSia e Wiae K,toaoa e W.
Poniewaz 0 o o« = O dla kazdego wektora a € V| wiec wektor zerowy O nalezy do kazdej
podprzestrzeni przestrzeni V. Latwo zauwazy¢, ze kazda podprzestrzen przestrzeni liniowej
V nad cialem K jest tez przestrzenia liniowa nad cialem K.

Przyklad 8.6. Kazda przestrzen V zawiera co najmniej dwie podprzestrzenie: zbiér V' oraz
{©}. Pierwsza z tych podprzestrzeni nazywamy niewlasciwa, a druga zerowa. O

Przyklad 8.7. Zbior wszystkich rozwigzan jednorodnego ukladu m-réwnan liniowych z n-
niewiadomymi nad cialem K tworzy podprzestrzen przestrzeni K. (Oczywiscie utozsamiamy
n x l-macierze o wyrazach z K z ciagami przestrzeni K"). O

Przykiad 8.8. R jest podprzestrzenia przestrzeni Cg.O



Przyklad 8.9. Jezeli Vi i V5 sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' nad cialem K,
to takze Vi N Vy jest podprzestrzenia przestrzeni V. Rzeczywiscie, © € Vi1 NV,, gdyz © €
i0 eV, Jezeli a,0 € ViNVooraz a € K, toaoca,a,0 € Vi iaoa,a B € Vs, skad
aoa,a+ € ViNVy Wobec tego Vi N V5 jest podprzestrzenia przestrzeni V.

Ponadto zbior Vi 4+ Vo wszystkich wektorow postaci o + 6 dla @ € V3 1 8 € Vo tez jest
podprzestrzenia przestrzeni V. Rzeczywiscie, © = © + O € V; 4+ V5 oraz dla dowolnych o, 3 €
Vi4+ Voia € K istnieja aq, 51 € Vi, ag, B2 € Vo takie, ze o = a1 + ag i = (81 + [B2. Zatem
aoa =ao (g +a) =aoca;+aocas € Vi +Vooraz a+ 3 = (a1 + a2) + (B1 + B2) =
(o1 + 1) + (a2 + B2) € Vi + V. Zatem V) + Vs jest podprzestrzenia przestrzeni V. O

Kombinacja liniowa wektorow oy, as,...,a, 0 wspétczynnikach aq, ao,...,a, € K nazy-
wamy wektor
aioait+asoag+...+ayo0an. (11)

Przyklad 8.10. Zbadamy czy w przestrzeni liniowej R® wektor [3,4,4] jest kombinacja
liniowa wektoréw [1,1,1], [1,0,—1], [1,3,5]?7 W tym celu szukamy liczb z,y, z takich, ze

3,4,4] =xo[1,1,1] +yo[1,0,—-1] + 2z 01, 3,5].

Ale zo[1,1,1] 4+ yo[1,0,—-1]+20[1,3,5] = [t +y + 2,2 + 32, — y + 5z], wiec z warunku
réwnosci wektorow otrzymujemy, ze szukane liczby x,y, z spetniaja uktad réwnan:

r + y + z = 3
T + 3z = 4.
T — y + 5z = 4

Stosujemy metode eliminacji Gaussa:
xr X

Yy =z Y z y T =z Yy x =z
1 1 1(3 11 13 11 1|3 11 1] 3
Ty w3z +w1 w3 —2ws2
1 0 3|4 = 01 3|4 = 0 1 3|4 = 01 3| 4
1 -1 5|4 -1 1 5|4 0 2 6|7 00 0|—-1
Zatem nasz uklad jest sprzeczny i wobec tego wektor [3,4,4] nie jest kombinacja liniowa wek-

toréw [1,1,1], [1,0,-1], [1,3,5]. O

Przyklad 8.11. Dla dowolnych wektoréw aq, ..., a, przestrzeni liniowej V' nad cialem K

zbiér
L(ay,ag,...,an) ={a10oa; +asoas+ ...+ a0, : ay,ag,...,a, € K}
wszystkich kombinacji liniowych tych wektoréw jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Rze-
czywiscie, Dla kazdego k = 1,...,n wektor oy jest kombinacja liniowa wektorow ag,...,a, o
k

wspOlczynnikach 0,...,0,1,0,...,0, wiec ay, € L(ag, g, ..., a,). Ponadto dla dowolnych «, 5 €
L(ag,ag,...,a,), a € K istnieja skalary aq,ag, ..., an,b1,ba,..., b, takie, ze « = ajoa; +ag o
ag+...Fapoay i = bjoaj+byoas+...+byoan, wiec aoa = (aay)oai+(aaz)oas+. . .+ (aay)oay,,
skad aoar € L(ay, g, ..., ). Dalej, a+8 = (a1+b1)oas+(ag+by)oas+. ..+ (an+by)oa,, wiec

a+f € Llag,a,...,ap). Zatem L(ag,ag,...,q,) jest podprzestrzenia przestrzeni V' zawie-
rajaca zbidr {ay,ag,...,an}t. Te podprzestrzen nazywamy podprzestrzenia generowana
przez wektory ag,...,qa,. Jezeli W jest podprzestrzenia przestrzeni V zawierajaca zbiér



{a1,a9,...,ay}, to dla dowolnych skalaréw aq, as,. .., a, mamy, ze ax oy € W dla wszystkich
k=1,2,...,n,skad ajoa; +agoas + ... + apoa, € W. Zatem L(aj,as,...,ap) Jest

najmniejsza (w sensie inkluzji) podprzestrzenia przestrzeni V' zawierajaca wektory ai, ..., i
te wektory nazywamy generatorami tej podprzestrzeni.
Wynika tez stad, ze jezeli wektor « jest kombinacja liniowa wektorow ai,ae,...,ay, to
L(a, o, ... ap) = L(ag, ..., a,). W szczegblnosci:

L(©,a1,...,a,) = L(ai,...,ap) oraz L(ag,a1,...,ap) = L(ag, ..., ap).0

Przyklad 8.12. Dla dowolnego ciata K wektory
g1 = [1,0,0,...,0]

62:[0,1,0,...,0]
83:[0,0,1,...,0]

generujg przestrzen K". Rzeczywiscie, dla dowolnych skalaréw a4, ..., a, € K mamy, ze
a1 o0& = [a1,0,0,. . .,0]
ag 0 g9 = [O,CLQ,O,. . .,0]
az oe3 = [0,0,ag,...,()] s
ap © Ep [anaoa 7an]

wiec po dodaniu stronami tych réwnosci uzyskamy wzor:

[a1,a2,...,an) = a1 061 +azo0ea+ ...+ ay0e,.0 (12)

Latwo wykazaé, ze dla dowolnych wektoréw asy, ..., Qm, 01, .., 0n € V zachodzi nastepujacy
wzOr:

L(al, ... ,Ozm) + L(ﬂl, ce. ,ﬂn) = L(Oél, ey O, B, ,,Bn) (13)

4 Liniowa niezaleznos¢ wektorow

Powiemy, ze wektory aq,as,...,a, € V sa liniowo zalezne (w skrécie 1z), jezeli istnieja
skalary a1, aq,...,a, € K nie wszystkie rowne 0 i takie, ze

aioa; +tasoas+...+a,0a, = 0.
Przyklad 8.13. Dla dowolnych wektoréw o, aq,...,a, € V
wektory O, ay, ..., a, sa liniowo zalezne.

Rzeczywiscie, 1o ® +0oca; +...+00a, = O.
Ponadto

wektory a, a, a1, . . ., a, sa liniowo zalezne.



Rzeczywiscie, loa+ (=1)oa+0o0a;+... + 00, =0. O

Powiemy, ze wektory aq,...,a, € V sa liniowo niezalezne (w skricie Inz), jezeli nie sa one
liniowo zalezne, tzn. dla dowolnych skalaréw aq, ..., a, € K zachodzi implikacja:
apoqy+asoas+...+tapo0q, =0 —= a3 =ax=...=a, =0. (14)
Pusty zbior wektoréw uwazamy za liniowo niezalezny. Zauwazmy, ze jezeli wektory aq, ...,y
sg Inz, to dowolna ich permutacja tez jest liniowo niezalezna oraz o; # «; dla wszystkich ¢ # 7.
Dla liniowo niezaleznych wektoréw aj, ..., a, mozemy zatem powiedzie¢, ze zbiér {a, ..., an}
jest Inz.

Przyklad 8.14. Ze wzoru (2) wynika od razu, ze wektory e1,¢e9,...,6, € K" podane w
przykladzie 8.12 sa liniowo niezalezne.O

Podzbiér skoniczonego zbioru liniowo niezaleznego jest zbiorem liniowo niezaleznym. Rzeczy-

wiscie, niech wektory ai,...,an,81,...,08m € V beda liniowo niezalezne. Wezmy dowolne
skalary aq,...,a, € K, dla ktérych ajoa; + ... +a,0a, =0. Wbwczas ajoa; + ...+ ap o
anp+00081+...4 0003, = 0O, wiec z liniowej niezaleznoéci wektoréow as,...,an, 51, --,8m
mamy, ze a1 = ... =a, = 0=...=0, czyli wektory a1, ..., a, sa liniowo niezalezne.

Nieskonczony zbior X wektorow nazywamy liniowo niezaleznym, jezeli kazdy jego skonczony
podzbiér jest liniowo niezalezny. Np. zbiér {1,z,z2, ...} wektoréw przestrzeni liniowej K[z]
jest Inz (dla dowolnego ciala K).

Przyklad 8.15. W przestrzeni R* zbadamy wprost z definicji liniowa, niezaleznoéé wektoréw:
[1,2,1,-2], [2,3,1,0], [1,2,2,—3]. W tym celu wezmy dowolne liczby a, b, ¢ takie, ze

ao[l,2,1,-2]+b02,3,1,0] + co[1,2,2,-3] =[0,0,0,0]. (15)

Wtedy [a + 2b+ ¢,2a + 3b + 2¢,a + b+ 2¢, —2a — 3¢] = [0, 0,0, 0], wiec otrzymujemy uklad
réwnan:

a + 206 + ¢ 0
2 2c =
a + 3b + 2c 0 ’ (16)
a + b + 2¢ =0
—2a — 3¢ 0
ktory rozwiazemy metoda eliminacji Gaussa: )
1 2 110 1 2 110 1 2 110
2 3 210 ’w2*2w1,’w3;’w1,w4+2’w1 0 —1 010 w3*w2g4+4’w2 0o -1 010
11 210 o 0 -1 110 o 0 0 10
-2 0 =310 0 4 —-110 0 0 —-11]0 ]
1 2 1|0 - .
1 2 110 1 2 010 1 0 0]0
(=1)- w2, watws 01 00 w1 —ws3 w1 —2w2
= 00 1lo =01 010 = 01 010 = 01 010
0 0 11]0 00 110 0 0 110
0 0 00 L -

Zatem uktad (6) ma doktadnie jedno rozwiazanie: a = 0, b = 0, ¢ = 0. Stad jesli liczby rze-
czywiste a, b, ¢ speliaja réwnosé (5), to a = b = ¢ = 0. Zatem wektory [1,2,1,-2], [2,3,1,0],
[1,2,2, —3] sa liniowo niezalezne. O



5 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 8.16. Sprawdz prawdziwosé¢ wszystkich aksjomatéw przestrzeni liniowej dla prze-
strzeni K" okreslonej w przykladzie 8.1.

Zadanie 8.17. Ktore z ponizszych podzbioréw W przestrzeni R? sa jej podprzestrzeniami?
a) W={[r,y eR?:24+y=1},b) W = {[z,y] e R? : x+y =0}, ¢) W = {[z,9] € R? : 2 € Q},
d) W ={[z,y] e R?: 2.y = 0}.

Odp. Tylko W z przykladu b).

Zadanie 8.18. Udowodnij, ze dla dowolnych ay,...,a, € K, W = {[z1,...,z,] € K" :
a1z1 + ... + apzy, = 0} jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej K.

Zadanie 8.19. Czy wektor [4,3,4] jest kombinacja liniowa wektoréw [1,1,1], [0,1, —1],
[3,1,5] w przestrzeni R3?

Odp. Nie.

Zadanie 8.20. Udowodnij wzor (12).

Zadanie 8.21. W przestrzeni R* zbadaj wprost z definicji liniows niezaleznosé¢ wektoréw:
1,1,2,-2], [2,1,3,0], [1,2,2,-3].
Odp. Wektory te sa liniowo niezalezne.

Zadanie 8.22. W przestrzeni R® zbadaj liniowa niezaleznoéé wektoréw:
[5,-3,2,1,10], [-1,8,1,-4,7], [2,1,9,-3,6], [1,3,—5,9,11].
Odp. Te wektory sa liniowo niezalezne.

Zadanie 8.23. Udowodnij wzér (6).

Zadanie 8.24. Dla dowolnego ciala K oznaczmy przez K zbiér wszystkich nieskoriczonych
ciagéw [ai, ag,...] o wszystkich wyrazach z K. Réwnos¢ takich ciagéw okreslamy nastepujaco:

[a1,a2,...] = [b1,be,...] < a; = b; dla kazdegoi =1,2,.... (17)

Niech © = [0,0,...]. Ponadto dla a € K oraz dla [a1, a9, .. ], [b1,b2,...] € K okreslamy:
[a1,a2,...] 4+ [b1,b2,...] =[a1 + b1,a2 + ba,...], (18)
aola,az,...] = laai,aas,...]. (19)

Udowodnij, ze K z tymi dzialaniami jest przestrzenia liniowa nad cialem K.

Zadanie 8.25. Udowodnij, ze jezeli V1, Vs, ..., V, sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej
V nad cialem K, to Vi N Vo N ...NV, tez jest podprzestrzenia V.

Zadanie 8.26. Niech V; i V5 beda podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' takimi, ze V3 UV,
jest podprzestrzenia przestrzeni V. Pokazaé, ze wowczas Vi C Vi lub Vo C V7.

Zadanie 8.27. Niech P oznacza zbiér wszystkich liczb pierwszych. Udowodnij, ze zbior
{logy p : p € P} jest Inz jako podzbidr przestrzeni Rg.



Zadanie 8.28. Udowodnij, ze podzbiér {[1,a,a?, a®,...] : a € R} przestrzeni R> jest liniowo
niezalezny i jest nieprzeliczalny.

Zadanie 8.29. Niech V1, V5, ..., V,, sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' nad ciatem K
intech Vi+Vao+... +Vy={a1+as+...+ap s €Vy,i=1,2,....n}, tzn. Vi+Vo+...+V,
jest zbiorem wszystkich mozliwych wektoréw postaci a; + as + ... + an, gdzie a; € V; dla
i1=1,2,...,n. Udowodnij, ze V1 4+ Vo + ...+ V,, jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V.

Zadanie 8.30. Udowodnij,ze zbiér wszystkich réwnan liniowych z n niewiadomymi
r1,T2,..., T, 0 Wspolczynnikach z ciata K, z naturalnym dodawaniem réwnan stronami i natu-
ralna operacja mnozenia rownan przez skalary oraz z wektorem zerowym © rozumianym jako
réwnanie: 0-x7 +0 29+ ...+0-x, = 0 jest przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Zadanie 8.31. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech K bedzie cialem.
Oznaczmy przez KX zbiér wszystkich funkcji f: X — K. Dodawanie funkcji z tego zbioru
okreslamy wzorem:

(f+9)(z) = f(zx)+g(x) dlaz e X.

Natomiast mnozenie przez skalary okreslamy wzorem:
(ao f)(z)=a- f(zx)dlaz e X.

Udowodnij, ze w ten sposéb otrzymujemy przestrzen liniowa nad cialem K.



