Wykiad 9

Baza i wymiar przestrzeni liniowej

1 Operacje elementarne na ukladach wektoréw

Niech ag, ..., a, beda dowolnymi wektorami przestrzeni liniowej V' nad cialem K. Wyrdzniamy
nastepujace operacje elementarne nad ukltadem wektoréw (aq,...,ap):

O1. Zamiana miejscami wektoréw «a; z a; (dla ¢ # j) oznaczana przez w; < w;. Oczywiscie
operacja ta jest do siebie odwrotna.

0O2. Pomnozenie i-tego wektora przez niezerowy skalar a € K, oznaczenie: a - w;. Poniewaz

dla a # 0 jest a=to(ao ;) = (a ta)oa; = 10a; = a;, wiec operacja odwrotna do a - w; jest

operacja a” ! - w;.

03. Dodanie do wektora «; wektora o (dla ¢ # j) pomnozonego przez dowolny skalar a € K,
oznaczenie: w; + a - wj. Poniewaz (o +ao ;) + (—a)oa; =a; +aoaj+ (—(aoaqj)) = oy,
wiec operacja odwrotna do operacji w; + a - w; jest operacja w; + (—a) - w;.

Twierdzenie 9.1. Jezeli uklad wektoréw (f1,...,[,) przestrzeni liniowej V nad cialem K
powstaje z ukltadu wektoréw (o, ..., ay) przez kolejne wykonanie skoniczonej liczby operacji
elementarnych, to

L(ﬁl, e ,Bn) = L(al, e ,an).

Dowéd. Indukcja pozwala nam ograniczy¢ sie do jednej operacji. Ponadto operacje ele-
mentarne sa odwracalne, wiec wystarczy wykazaé, ze L((1,...,0,) C L(ag, ..., ), czyli, ze
{B1,-..,0n} € L(av,...,ap). Dla operacji O1 jest to oczywiste. Dla operacji O2 mamy, ze
Bj = aj dla j # ioraz §; = aoa; € L(ay,...,ap). Dla operacji O3 (B, = oy, dla k # i oraz
Bi=a;+aoca; € L(ay,...,an). O

Twierdzenie 9.2. Jezeli uklad wektoréw (f1,...,[,) przestrzeni liniowej V nad cialem K
powstaje z uktadu (a1, ..., a,) przez kolejne wykonanie skoriczonej liczby operacji elementar-
nych, to uktad (51,...,B,) jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (a1, ..., o)
jest liniowo niezalezny.

Dowdéd. Indukcja pozwala nam ograniczy¢ sie do jednej operacji elementarnej. Ponadto
operacje elementarne sa odwracalne, wiec wystarczy wykazaé, ze jezeli uktad (a1,...,q,) jest
Inz, to uktad (B1,...,0,) jest Inz. Dla operacji O1 jest to oczywiste. Dla operacji O2 mamy,
ze B; = a; dla j # i oraz 3; = a o a; dla pewnego a # 0. Wezmy dowolne ay,...,a, € K takie,
zea ol +...+apofB, =0. Wtedy aj oy + ...+ (aa) o + ... +ap o, = O. Stad z
liniowej niezaleznosci uktadu (aq,...,q,) mamy, ze a1 =az = ... =aa = ... =a, = 0. Ale
a# 0, wiecstad ag =...=a; =...=a, =0, czyli uklad (f1,...,5,) jest Inz.



Dla operacji O3 bez zmniejszania ogélnosci mozemy zakladaé, ze 81 = a1 +aoap oraz 3; = «;
dla j =2,...,n. Wezmy dowolne ay,...,a, € K takie, ze aj o 81 4+ ...+ an o 3, = ©. Wtedy
ajo(ag+aoag)+agoas+...+a,0a, =0, czyliaioa;+(aa+az)oas+...+anon, =0,
skad z Inz ukladu (aq,...,q,) mamy, ze a1 = aja+agy =a3 = ... =a, =0, czyli a1 = ay =
... =ap =0, a wiec uktad (B1,...,3,) jest Inz. O

Nietrudno jest wykazac¢, ze dla kazdego podzbioru X przestrzeni liniowej V' nad cialem K
istnieje najmniejsza w sensie inkluzji podprzestrzen L(X) zawierajaca zbiér X. Np. L(0) =
{©} oraz dla niepustego X, L(X) sklada sie ze wszystkich kombinacji liniowych dowolnego
skoriczonego podzbioru wektoréw zawartego w X. Jezeli V = L(X), to méwimy, ze X generuje
V.

Twierdzenie 9.3. Niech X bedzie zbiorem liniowo niezaleznym wektoréw przestrzeni linio-
wej V nad cialem K. Wowczas dla kazdego wektora oo € V:

a € L(X) & [a € X lub zbiér X U{a} jest liniowo zalezny].

Dowéd. <. Zalézmy, ze o ¢ L(X). Wtedy o € X, gdyz X C L(X). Zatem zbiér X U {«a}

jest liniowo zalezny. Ale zbiér X jest liniowo niezalezny, wiec istnieja parami rézne wektory

at,...,an € X takie, ze zbior {a,aq,...,a,} jest liniowo zalezny. Zatem istnieja skalary
a,ai,...,a, € K nie wszystkie rowne 0 i takie, ze aoa+ajoai+...+ayoa, = ©. Stad z liniowej
niezaleznosci wektoréw az, ..., a, wynika, ze a # 0. Zatem a = (—%)oar+...+(=2)oa, €

L(X), czyli o € L(X) i mamy sprzecznosc.

=. Istnieja a1,...,a, € X oraz ay,...,a, € K takie, zea =ajoa; + ...+ ay o ap. Zatem
loa+(—aj)oai+...+ (—ap) o o, = O, skad wynika, ze « € X albo « ¢ X i zbiér X U {a}
jest liniowo zalezny. O

2 Baza przestrzeni liniowej

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Powiemy, ze podzbior X C V jest maksy-
malnym zbiorem liniowo niezaleznym, jesli X jest zbiorem liniowo niezaleznym oraz dla
kazdego zbioru liniowo niezaleznego Y C V takiego, ze X C Y jest X =Y.

Definicja 9.4. Kazdy maksymalny liniowo niezalezny podzbiér X wektorow przestrzeni
liniowej V' nad cialem K nazywamy baza tej przestrzeni.

Przyklad 9.5. W przestrzeni zerowej V = {©} mamy tylko dwa podzbiory: () i V, przy
czym V jest 1z, a () jest Inz. Zatem () jest baza przestrzeni zerowej V. Jesli przestrzen liniowa W
nie jest zerowa, to istnieje w niej wektor niezerowy « i wéwcezas zbior {a} jest Inz, wiec 0 C {a}
i wobec tego () nie jest baza W.

Twierdzenie 9.6. Kazdy liniowo niezalezny zbiér wektoréw X przestrzeni liniowej V' nad
cialem K mozna rozszerzy¢ do bazy X O X tej przestrzeni. W szczegdlnosci, kazda przestrzen
liniowa posiada baze.



Twierdzenie 9.7. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Zbiér X C V jest
baza przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér X jest liniowo niezalezny i generuje V.

Dowdd. Zalézmy, ze X jest baza przestrzeni V. Woéwcezas X jest zbiorem liniowo nie-
zaleznym. WeZzmy dowolne a € V' i zatézmy, ze o ¢ L(X). Wtedy z twierdzenia 9.3 wynika,
ze a € X oraz zbiér X U {a} jest liniowo niezalezny. Zatem X nie jest maksymalnym zbiorem
liniowo niezaleznym i mamy sprzecznosc.

Na odwrét, zalézmy, ze zbiér X jest liniowo niezalezny oraz V = L(X). Wezmy dowolny
liniowo niezalezny zbior Y C V taki, ze X C Y. Gdyby X # Y, to dla pewnego o € Y byloby,
ze a & X 1zbior X U{a} CY jest liniowo niezalezny. Zatem z twierdzenia 9.3 mieliby$my, ze
a ¢ L(X) =V, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem X =Y i zbiér X jest baza przestrzeni V.
O

Przyklad 9.8. Dla dowolnego ciala K zbiér {1,x,z2, ...} generuje przestrzeni K|[x] i jest
liniowo niezalezny, wigc na mocy twierdzenia 9.7 jest on baza tej przestrzeni. O

Przyklad 9.9. Niech K bedzie dowolnym cialem i niech n € N. Wéwczas z twierdzenia 9.7
oraz z przykladéw 8.12 i 8.14 wynika od razu, ze zbiér {e1,...,e,} jest baza przestrzeni K.
Nazywamy ja baza kanoniczna. O

7 twierdzen 9.1, 9.2 1 9.7 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 9.10. Niech ayq, ..., a, beda parami réznymi wektorami i niech fy, ..., G, beda
parami réznymi wektorami przestrzeni liniowej V. Zalézmy, ze uklad wektoréw (Gi,..., On)
powstaje z ukladu (a1, ..., a,) przez kolejne zastosowanie skoriczonej liczby operacji elemen-
tarnych. Woéwczas zbior {f1,..., O} jest baza przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér
{a1,...,an} jest baza tej przestrzeni. O

Twierdzenie 9.11. Niech ay,...,a, beda wektorami przestrzeni liniowej V' nad cialem
K. Woéwczas kazdy maksymalny (wzgledem liczby elementéw) podzbidr liniowo niezalezny
A C{aq,...,an} jest baza podprzestrzeni L(ayq, ..., ap).

Dowdéd. Niech A C {ay,...,a,} bedzie maksymalnym (wzgledem liczby elementéw) pod-
zbiorem liniowo niezaleznym. Wowczas oczywiscie L(A) C L(ag,...,a,) = W. Niech i =
1,...,n. Jesli a; € A, to a; € L(A); jesli zas o ¢ A, to z maksymalnosci A wynika, ze
zbiér AU {a;} jest liniowo zalezny. Zatem z twierdzenia 9.3 o € L(A). Stad {aq,...,an} C
L(A), czyli W C L(A) i ostatecznie L(A) = W. Zatem z twierdzenia 9.7 zbiér A jest baza
podprzestrzeni W. O

Przyklad 9.12. Niech aq1, a22,...,a,, beda niezerowymi elementami ciala K, niech oy =
[an,alg,...,aln],ag = [O,agg,agg,...,agn],o&g = [0,0,@33,...,a3n],...,an = {0,0,0,...,a7m]
i niech ~ -

a1 a2 a3 ... Qain
0 a9 asg ... a9,
A= 0 0 ass3 ... asn , (1)

0 0 0 ... apn



tzn. wektory ai,...,q, mozna uwazal za kolejne wiersze macierzy A. Latwo zauwazy¢, ze
stosujac operacje elementarne na wierszach macierzy A mozna ja przeksztalci¢ do macierzy
jednostkowej I,,. Zatem uklad wektoréow (aq,aq,...,ay) mozna przy pomocy operacji elemen-
tarnych przeksztalci¢ do ukladu (e1,e9,...,6,). Zatem na mocy twierdzenia 9.11 i przykladu
9.9, zbidr {ay, a9, ..., a,} jest baza przestrzeni K™ i w szczegélnosci ten zbidr jest Inz, a wiec
kazdy jego podzbidr jest tez Inz. O

Przyklad 9.13. Rozwazmy ogdlniejszy przypadek niz omawiany w przykladzie 9.12. Niech

a; = a1, ai, ..., a;p] € K™ dlai=1,2,...,n iniech
ail a2 a3 ... Qip
a1 a2z G23 ... dA2n
A= | a31 azx as ... az |, (2)
L Gpl Gp2 ap3 ... Qann i
tzn. wektory aq,...,a, mozna uwazaé za kolejne wiersze macierzy A. Zalézmy, ze det(A) # 0.

Wtedy istnieje A~! i z analizy algorytmu odwracania macierzy przy pomocy operacji elemen-
tarnych wynika, ze macierz A mozna przeksztatci¢ do macierzy I,, przy pomocy operacji elemen-
tarnych na wierszach macierzy A. Zatem uklad wektoréw (aq, o, ..., a,) mozna przy pomocy
operacji elementarnych przeksztalcié do ukladu (e1,e9,...,e,). Zatem na mocy twierdzenia
9.11 i przyktadu 9.9, zbidr {aq, e, ..., a,} jest baza przestrzeni K™ i w szczegdlnosei ten zbidr
jest Inz.

Na odwrét, zalézmy, ze {a1, ag, ..., a,} jest baza przestrzeni K™. Wtedy dlai=1,2,...,n:
g = bjgoar +byoas+...+ by oy dla pewnych skalardw by;, bo;, ..., bn; € K. Stad A-B =1,
dla B = [bijli j=1,2,....n 1 z twierdzenia Cauchy’ego det(A) # 0.

Twierdzenie 9.14. Niech ay,...,a, beda parami réznymi wektorami przestrzeni liniowej
V nad cialem K. Wéwczas zbiér {a1, ..., a,} jest baza przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy wektor a € V mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci

a=ajoqaj+...+ a0 ay dla pewnych aq,...,a, € K.

Dowdéd. Zalézmy, ze zbidr {ai,...,a,} jest baza przestrzeni V. Woéwczas z twierdzenia
9.7 mamy, ze V = L(aq,...,q,) oraz zbiér {ai,...,a,} jest liniowo niezalezny. Zatem dla
dowolnego « € V istnieja ay,...,a, € K takie, ze a = ajoa1+...+anoay. Jesliby, ..., b, € K
sg takie, ze a =bjoa;+ ...+ bpoay, toaioa1+...+apoa, =bioay +...4+ b, 0y, czyli
(a1 —b1)oai;+...+ (an —by)oay, = O, wiec z liniowej niezaleznosci zbioru {aq, .. ., ay,} mamy,
ze a; —b; =0, czylia; =b;dlai=1,...,n.

Na odwrét, jezeli aq,...,a, € K sa takie, ze ajoa; +...+apoa, =0, toa1oa; + ...+
anoay =00a; + ...+ 00 ay, skad z jednoznacznosci zapisu wektora a; = 0dlai=1,...,n,
czyli zbiér {a1,...,a,} jest liniowo niezalezny. Ponadto z zalozenia V = L(aq,...,a,), wiec
z twierdzenia 9.7 zbidér {aq, ..., a,} jest baza przestrzeni V. O

Definicja 9.15. Niech {ai,...,a,} bedzie baza przestrzeni liniowej V nad cialem K.
Wéwezas ciag (aq,...,a,) nazywamy baza uporzadkowana przestrzeni V. Niech a € V.



Wtedy na mocy twierdzenia 9.14 istnieje dokladnie jeden wektor [ai,...,a,] € K" taki, ze
a=ajoa;+...+ay,0a,. Wektor [a1,...,a,] nazywamy ciagiem wspéirzednych wektora
a w bazie (ag,...,qy), a element a;, dla kazdego i = 1,...,n, nazywa sie i-ta wspélrzedna
wektora o w tej bazie.

Whniosek 9.16. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K i niech, dla pewnej
liczby naturalnej n, (o, ..., ay) bedzie baza uporzadkowana tej przestrzeni. Przyporzadkujmy
kazdemu wektorowi o € V, ciag jego wspéhrzednych w bazie (aq,...,a,). Otrzymane w ten
sposéb odwzorowanie ¢ jest bijekcja zbioru V' na zbiér K". Przy tym ¢(o;) = ¢; dla i =
1,...,n.0

3 Wymiar przestrzeni liniowej

Lemat 9.17. Niech wektory ay,...,a, tworza baze przestrzeni V i niech a = a; o a7 +
...+ ay 0oy, przy czym aj # 0. Wéwcezas wektory

Ayee e, OG—1, &, At 1, ..., Oy (3)

tez tworza baze przestrzeni V.

Dowdéd. Zauwazmy, ze wektory (3) powstaja z wektoréw aj, . .., a, przez kolejne wykonanie
nastepujacych operacji elementarnych:
aj - Wi, Wi +a1 - Wi, ...,Wj +aj—1 - Wj—1, W5 + Qj+1 * Wjtl, ..., Wj + Ap * Wp. Zatem na mocy
twierdzenia 9.10, wektory (3) tworza baze przestrzeni V. O

Twierdzenie 9.18 (Steinitza o wymianie). Jesli wektory aq,...,a, tworza baze prze-
strzeni liniowej V' nad cialem K, a wektory (1, ..., s sa liniowo niezalezne, to

(i) s < n oraz

(ii) sposréd wektoréw aj,. .., a, mozna wybraé¢ n — s wektoréw, ktére tacznie z wektorami
081, ..., 0s tworza baze przestrzeni V.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem s. Dla s = 0 teza jest oczywista. Zaldézmy, ze teza
zachodzi dla liczb mniejszych od pewnej liczby naturalnej s i rozpatrzmy s wektoréw liniowo
niezaleznych (1, ...,8s. Wektory (1, ..., 0s—1 sa liniowo niezalezne, a wiec z zalozenia induk-
cyjnego s —1 < n iistnieje n —s+1 = n—(s—1) wektoréw sposréd wektoréw ay, ..., oy, ktore
tacznie z A1, ..., Bs—1 tworza baze przestrzeni V. Dla uproszczenia znakowania przyjmiemy, ze
tymi wektorami sa aq,...,Qp—gst1-

Wykazemy najpierw, ze s — 1 < n. W przeciwnym razie bytoby n = s — 1 (bo s — 1 < n),
a zatem juz wektory (1,...,0s_1 tworzylyby baze przestrzeni V', a stad wynikaloby, ze G5 €
L(B1,...,0s—1), co na mocy twierdzenia 9.3 prowadzi do sprzecznosci (gdyz wektory G, ..., (s
sa liniowo niezalezne). Wobec tego s — 1 < n, a stad s < n. To dowodzi (i).

Poniewaz wektory (i1,...,0s—1,0Q1,...,0n_s11 tworza baze przestrzeni V, wiec (s jest ich
kombinacja liniowa. Wobec liniowej niezaleznosci wektoréw (1, . . ., Bs 1 twierdzenia 9.3, w kom-
binacji liniowej przedstawiajacej (s, co najmniej jeden z wektoréw oy, ..., a,—s11 Wystepuje ze
wspdlczynnikiem réznym od zera. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze



an-s+1 # 0. Wtedy z lematu 9.17 wektory fBi,...,0s—1,01,...,Qn—s, Bs tworza baze prze-
strzeni V', czyli wektory (1,...,0s,Q1,...,a,_s tworza baze przestrzeni V', co koriczy dowdd
twierdzenia. O

Whniosek 9.17. Jesli n-elementowy zbiér jest baza przestrzeni liniowej V' nad cialem K, to
kazda baza tej przestrzeni sklada sie z dokladnie n wektoréw.

Dowdd. Niech wektory asq, ..., a, tworza baze przestrzeni liniowej V' nad cialem K. Niech
X bedzie inna baza tej przestrzeni. Gdyby zbiér X mial wiecej niz n elementow, to bylyby one
liniowo niezalezne i otrzymaliby$my sprzecznosé z twierdzeniem Steinitza o wymianie. Zatem
|X| < n. Ale wektory ai, ..., a, sa liniowo niezalezne i zbiér skoficzony X jest baza przestrzeni
V', wiec znowu z twierdzenia Steinitza o wymianie n < |X|, czyli ostatecznie |X| = n.O

Definicja 9.20. Liczbe elementéw dowolnej skoniczonej bazy przestrzeni liniowej V' nad
cialem K nazywamy wymiarem przestrzeni V' i oznaczamy przez dimg V' lub dimV, jesli
wiadomo nad jakim ciatem rozpatrujemy przestrzen V.

W ten sposéb wymiar jest okreslony dla wszystkich takich przestrzeni, ktore maja skonczona
baze. Jesli dana przestrzen liniowa V' nie ma skonczonej bazy, to méwimy, ze jej wymiar jest
nieskonczony i piszemy dimV = oco. Mozna udowodnié, ze wszystkie bazy dowolnej prze-
strzeni liniowej V' maja te sama moc. Wobec tego mozna okresli¢ wymiar dowolnej przestrzeni
liniowej V' jako moc dowolnej bazy przestrzeni V.

Przyklad 9.21. Poniewaz dla dowolnego ciala K przestrzen K" posiada baze n-elementowa
(np. baze kanoniczna), wiec dimyg K™ =n. O

Przyklad 9.22. Poniewaz dla dowolnego ciala K zbiér {1} jest baza przestrzeni liniowej
K, wiec dimg K = 1. W szczegdlnosci dime C = 1 oraz dimg C = 2, gdyz zbiér {1,i} jest
bazg przestrzeni Cr. O

Przyklad 9.23. Poniewaz zbidr pusty jest baza przestrzeni zerowej {©}, wiec dim{O} = 0.
O

Przyklad 9.24. Poniewaz dla dowolnego ciala K zbiér {1,z,22, ...} jest baza przestrzeni
K|[x], wiec dimg K[z] = co. O

Przyktad 9.25. Dla dowolnego ciala K w przestrzeni liniowej K wektory €1 = [1,0,0,...],
g9 =10,1,0,...],... sa liniowo niezalezne. Zatem z twierdzenia Steinitza o wymianie dim K =

oco. O

Twierdzenie 9.26. Jesli przestrzen liniowa V' ma wymiar n, to kazda jej podprzestrzen W
ma wymiar nie wiekszy niz n.

Dowdéd. Niech X bedzie baza podprzestrzeni W. Wtedy zbiér X jest liniowo niezalezny,
wiec na mocy twierdzenia Steinitza o wymianie | X| <n. O

Twierdzenie 9.27. Dla dowolnej podprzestrzeni W przestrzeni liniowej V' wymiaru skon-

czonego réwnowazne sa warunki:

(i) dmW =dimV, (ii)) W = V.



Dowéd. (ii)=-(i). Oczywiste. (i)=-(ii). Oznaczmy n = dimV. Wtedy istnieje baza
{a1,...,ap} przestrzeni V. Ale dimW = n, wiec istnieje baza {01,...,0,} podprzestrzeni
W. Zatem wektory (i, ..., 3, sa liniowo niezalezne i na mocy twierdzenia Steinitza o wymianie
mozna je uzupeti¢ do bazy przestrzeni V', n —n = 0 wektorami wybranymi sposréd wektorow
aq,...,ap. Zatem wektory [, .., B, tworza baze przestrzeni V', skad V = L(f1,...,06,) = W.
Od

7 twierdzenia 9.11 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 9.28. Niech ay,...,a, beda wektorami przestrzeni liniowej V. Woéwczas
dim L(ay, ...,a,) < n. Ponadto dim L(aq,...,an) =n wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
Qafi,..., 0 sg liniowo niezalezne. O

Twierdzenie 9.29. Niech aq,...,a, beda wektorami przestrzeni liniowej V wymiaru n.
Wéwcezas rownowazne sa warunki:

(i) zbiér {aq,...,an} jest baza przestrzeni V,

(ii) zbidr {a1,...,an} jest liniowo niezalezny,

(iii) zbiér {aq,...,a,} generuje przestrzen V.

Dowéd. (i)=-(ii). Oczywiste. (ii)=-(iii). Wynika od razu z twierdzenia Steinitza o wymianie.
(iii)=(i). Z zalozenia wynika, ze V = L(ay,...,a,). Zatem dim L(ay,...,a,) = n i na mocy
twierdzenia 9.25 zbiér {a1,...,a,} jest liniowo niezalezny. Zatem ostatecznie ten zbidr jest

baza przestrzeni V. O

Twierdzenie 9.30. Niech V; i V5 beda skoriczenie wymiarowymi podprzestrzeniami prze-
strzeni liniowej V nad cialem K. Wdéwczas podprzestrzenie ViNVa i V1 + Vs sg réwniez skonczenie

wymiarowe i zachodzi wzor:
dim(V; + V) = dim V4 + dim V5 — dim(V;, N V3). (4)

Dowdd. Poniewaz Vi NV; jest podprzestrzenia przestrzeni skonczenie wymiarowej Vi, wiec z
twierdzenia 9.26 przestrzen Vi N Vs jest skoriczenie wymiarowa. Niech {aq,...,ax} bedzie baza
przestrzeni ViNVa. Wtedy z twierdzenia Steinitza o wymianie ten zbiér mozna uzupetic¢ do bazy
{aq,...,ak,B1,...,0s} przestrzeni Vi i mozna go tez uzupemié do bazy {a1,..., ok, Y1, .., %}
przestrzeni Vo. Wtedy dim(Vi NVz) = k, dimV; = k+ s i dimV, = k + r, wiec pozo-
staje wykaza¢, ze dim(V3 + Vo) = k+s+r. Ale Vi + Vo = L(oa,...,0p,01,...,0s) +
L(ag,...,ap,71, %) = Loy, .oy ak, 81y oy Bsy M1,y - - -, V), Wiee wystarczy wykazaé, ze wek-
tory aq,...,Qu, 81, -, Bs, V1, - - -,V S8 liniowo niezalezne. W tym celu wezmy dowolne skalary
ai,...,ag,by,...,bs,c1,...,c € K takie, ze ajoai+. .. +agoap+biofi+...+bs08s+ci0ov1+. . .+
oy, = 0. Oznaczmy: a = ajoai+...4agoag, 8 =bjoB1+...+bs08s, v = c1ov1+...4+¢r0%;.
Wtedy v = —(a+) € ViNVa. Zatem istnieja dy, ..., d; € K takie, ze y = djoag+. .. +dgoay,
skad cpoyi+...+c oy +(=di)oag + ...+ (—di) o a, = O©. Zatem z liniowej niezaleznosci

wektorow aq, ..., 0k, Y1,..., Y Mmamy, ze ¢ = ... = ¢, = —d; = ... = —d = 0, czyli v =0
oraz © = o+ (. Zatem z liniowej niezaleznosci wektoréow ay, ..., ag, 01, .- ., 3s otrzymamy, ze
a1 = ... =ar = by = ... = by = 0 i ostatecznie wektory ai,...,ag, B1,---,0s, Y1, --->Vr S8

liniowo niezalezne. O



Whniosek 9.31. Niech Vi, V5 beda podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' wymiaru n.
Wtedy dim(V; NV,) > dim V; 4+ dim Vo — n.

Dowéd. Poniewaz dim(V; + Vo) < n, wiec z twierdzenia 9.30 uzyskujemy, ze dimVj +
dim Vo — dim(V; N V3) < n, skad mamy teze. O

Przyklad 9.32. Znajdziemy baze podprzestrzeni W przestrzeni R* generowanej przez wek-
tory: [—1,4,-3,-2], [3,-7,5,3], [3,—2,1,0], [-4,1,0,1]. W tym celu stosujemy twierdzenie
9.1. Wygodnie jest wykonywaé operacje elementarne na wierszach macierzy A - tego uktadu
wektoréw. Wszystkie réwnowaznosci dotycza podprzestrzeni generowanej:

-1 4 -3 =2 -1 4 -3 =2 -1 4 -3 =2
3 -7 5 3 wz—ws3 0 -5 4 3 w3 +3-w1 0 -5 4 3 wg—4wi
3 -2 1 0 - 3 -2 1 0 - 0 10 -8 —6 -

-4 1 0 1 -4 1 0 1 -4 1 0 1

[ —1 4 -3 =2 -1 4 -3 =2

-1 4 -3 -2
0 *5 4 3 w3+52~w2 O *5 4 3 = 0 _5 4 3 wg—E?r’wg

0 10 -8 —6 0 0 0 0 0 15 19 9
0 -15 12 9 0 -15 12 9
-1 4 -3 -2 L4 3 o
05 4 3=\ . 5 o
0 0 0 0

Zatem z twierdzenia 9.1 W = L([-1,4,-3,-2],]0,—5,4,3]}. Ponadto na mocy przykladu
9.12 zbior {[-1,4, -3, -2],[0,—5,4,3],[0,0,1,0],[0,0,0,1]} jest baza przestrzeni R* i wektory
[—1,4,-3,-2], [0,—5,4,3] sa Inz. Stad zbiér {[—1,4,—3,—2],]0,—5,4,3]} jest baza W oraz
dim(W)=2. O

Zauwazmy, ze wiersze macierzy A € My, x,(K) mozemy traktowaé jako wektory przestrzeni
K™, za$ jej kolumny-jako wektory przestrzeni K™.

Twierdzenie 9.33. Niech A = [a;;] € Myxn(K). Wowczas r(A) = m wtedy i tylko wtedy,
gdy wiersze macierzy A sa liniowo niezalezne.

Dowdéd. Zalézmy, ze r(A) = m. Wtedy pewien minor stopnia m macierzy A jest niezerowy.
Z przykladu 9.13 wynika, ze wiersze tego minora sa Inz. A stad juz wynika, ze wiersze macierzy
A sg Inz.

Na odwrét. Zalézmy nie wprost, ze wszystkie minory stopni > m macierzy A sa réwne 0.
Oznaczmy «; = [a;1,...,ap) dlai = 1,2,...,m. Z liniowej niezaleznosci wierszy macierzy A
wynika, ze a1 # O, a wiec arj # 0 dla pewnego j = 1,2,...,n. Istnieje zatem r € N, ktére jest
najwiekszym stopniem niezerowego minora macierzy A, przy czym r < m. Dla przejrzystosci
zapisu niech

ailp ... Qir

£0.

Ar1 ... Qpp



Zauwazmy, ze dla kazdego j = 1,2,...,n prawdziwa jest réwnos¢:

ajl PN aiy aj
=0.
Apr1 e (0798 Arj
Qr4+1,1 ++- Qr4ly  Ar4lj
Istotnie, dla j = 1,2, ..., w tym wyznaczniku sa dwie identyczne kolumny, zas dla j > r jest to

minor stopnia r 4+ 1 macierzy A réwny 0 na podstawie okreslenia liczby r. Po rozwinieciu ostat-
niego wyznacznika wzgledem ostatniej kolumny i oznaczeniu przez Dj = (—1)77" 1. det(B; +1)
dlaj=1,2,...,7r+ 1 oraz

ail e ar a1r+1
B = ,
ar1 e Gy Qrr41
Ar41,1 --+- Gr4lyr Qr4l e+l

uzyskamy, ze
alle + angg + ...+ aT+1,jD7"+1 =0

dla j =1,2,...,7+ 1. A to oznacza, ze
Dioay+...+ Do+ Dypy1 0041 = 0.

ail ... Qip
Ale D,y = Lo # 0, wiec wektory ai,...,q,, a,+1 sa liniowo zalezne i mamy

Arl ... Qpp
sprzecznosé. O

Twierdzenie 9.34. Niech A = [a;;] € Mpxn(K). Wéwczas wymiar podprzestrzeni genero-
wanej przez wiersze macierzy A jest réwny r(A). Ponadto wymiar podprzestrzeni generowanej
przez kolumny macierzy A tez jest réwny r(A).

Dowd6d. Dla macierzy zerowej teza jest oczywista. Niech dalej A bedzie niezerowa. Oznaczmy
przez k wymiar podprzestrzeni W generowanej przez wiersze macierzy A i przez r jej rzad.
Wtedy k,r € N. Ponadto z twierdzenia 9.11 pewne k wierszy macierzy A tworzy baze podprze-
strzeni W. Dla uproszczenia notacji niech to beda pierwsze k wiersze tej macierzy. Wowczas z
twierdzenia 9.33 w macierzy B powstajacej z A przez wykreslenie wierszy o numerach wiekszych
niz k istnieje minor niezerowy stopnia k, ktéry jednoczeénie jest minorem macierzy A. Wobec
tego r > k.

Dalej, w macierzy A istnieje niezerowy minor stopnia r. Dla uproszczenia znakowania
zalézmy, ze tym minorem jest wyznacznik macierzy C powstajacej z A przez wykreslenie wszyst-
kich wierszy i wszystkich kolumn o numerach wiekszych od r. Woéwczas z twierdzenia 9.33
wszystkie wiersze macierzy D powstajacej z A przez wykreslenie wierszy o numerach wiekszych
od r sg Inz. Zatem k > r i ostatecznie k = r.



Poniewaz wierszami macierzy A7 sa kolumny macierzy A i r(AT) = r(A), wiec stad i z
pierwszej czesci dowodu uzyskujemy, ze wymiar podprzestrzeni generowanej przez kolumny
macierzy A tez jest rowny r(A). O

Uwaga 9.35. Z twierdzen 9.11 i 9.34 mamy, ze rzad macierzy A jest réwny maksymalnej licz-
bie jej liniowo niezaleznych wierszy i jest tez réwny maksymalnej liczbie jej liniowo niezaleznych
kolumn. Mozemy zatem stosowaé rzad macierzy przy obliczaniu wymiaru podprzestrzeni prze-
strzeni K™ generowanej przez skoriczony zbiér wektoréw oraz do badania liniowej niezaleznosci
skonczonego ukladu wektoréw przestrzeni K.

Przyklad 9.36. Znajdziemy wymiar podprzestrzeni W przestrzeni R* generowanej przez
wektory [1,2,3,1], [2,1,2,3], [3,3,5,4], [3,0,1,5]. Macierza tego ukladu wektoréw jest A =

1 3 1
21 2 3 . . . . .
3 3 5 4 Obliczamy rzad macierzy A wykonujac operacje wi; — 2 - wg i wg — 3 - wa:
3015
-3 0 -1 =5
21 2 3 DO
r(A)=r 30 -1 5= 1+7| =3 —1 -5 |. Po wykonaniu operacji wy + ws oraz
3 1 5
30 1 5

we + w3 uzyskamy ostatecznie, ze r(A) =1+ 1 = 2. Zatem z twierdzenia 9.34 dim(W) = 2.0
1

(
Przyklad 9.37. Zbadamy dla jakich wartosci parametru a wektory [a, 1,0], [1,a, 3], [a,1,1] €

a 1 0
R3 sa liniowo niezalezne. Macierz tego ukladu wektoréw ma posta¢ A = | 1 a 3 |. Z
a 1 1
twierdzenia 9.29 i z przykladu 9.13 wynika, ze nasze wektory sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
a 1 0
wtedy, gdy det(A) # 0. Ale det(4) “*="" |1 a 3 |=(-13.1. o ll_g2_ 1, wiec
00 1 Lo
det(A) = 0 wtedy, i tylko wtedy, gdy a = —1 lub @ = 1. Zatem nasze wektory sa liniowo

niezalezne jedynie dla wszystkich liczb rzeczywistych a # —1, 1. Z twierdzenia 9.29 wynika, ze
dla takich a nasze wektory tworza baze przestrzeni R3. O

4 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 9.38. W przestrzeni R* zbada¢ liniowa niezaleznoéé wektoréw:
1,4,7,10], [2,5,8,11], [2,6,9,12].
Odp. Wektory te sa liniowo zalezne.

Zadanie 9.39. Dla jakich a € R wektory [1,1,1], [1,a,2], [2,3,4] tworza baze przestrzeni
R3?
Odp. a # %

10



Zadanie 9.40. Pokaza¢, ze V = {[z,y,2] € R® : z +y + z = 0} jest podprzestrzenia
przestrzeni R?. Wyznaczy¢ baze i wymiar V.
Odp. Baza V jest {[1,0,—-1],[0,1,—1]} i dim V = 2.

Zadanie 9.41. Znalezé baze i wymiar podprzestrzeni V przestrzeni R* generowanej przez
wektory: [—1,-3,4,-2], [3,5,-7,3], [3,1,-2,0], [-4,0,1,1].
Odp. Baza V jest {[-1,—-3,4,—2],[0,—4,5, =3|} oraz dim(V) = 2.

Zadanie 9.42. ZnajdZ baze i wymiar podprzestrzeni V przestrzeni R generowanej przez
wektory: [-3,1,5,3,2], [2,3,0,1,0], [1,2,3,2,1], [3,—5,—1,-3, 1], [3,0,1,0,0].
Uzupelnij znaleziona baze podprzestrzeni V' do bazy calej przestrzeni R.

Odp. Baza V jest {[-1,3,-1,1,0],[0,1,6,3,2],[0,0,28,12,9]},
dim(V) = 3. Szukana baza przestrzeni R® jest
{[-1,3,-1,1,0],[0,1,6,3,2],0,0,28,12,9],[0,0,0,1,0],[0,0,0,0, 1]}

Zadanie 9.43. W przestrzeni liniowej R* dane sa podprzestrzenie:
V = L([1,1,0,0],[0,1,1,0],[0,0,1,1]), W = L([1,0,1,0],[0,2,1,1],[1,2,1,2]). Wyznacz baze i
wymiar podprzestrzeni: a) V, b) W, c) V4+W,d) VNW.

Odp. a) Baza V jest {[1,1,0,0],[0,1,1,0],[0,0,1,1]} oraz dimV = 3. b) Baza W jest
{[1,0,1,0],]0,1,0,1],[0,0,1, —1]} oraz dim W = 3.
c) Baza V + W jest {[1,0,0,0],[0,1,0,0],0,0,1,0],[0,0,0,1]},
dim(V+W) =4iV+W =R* d) Baza VNW jest {[1,0,0,1],[0,1,1,0]} oraz dim(VNW) = 2.
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