Wykiad 10
Homomorfizmy i idealy

1 Pojecie idealu pierscienia
Definicja 10.1. Ideatem pierscienia P nazywamy niepusty podzbiér I C P taki, ze
(I) Vi jer it —j € I oraz (II) Vie/Voep a-i € 1.
Napis: I < P, oznacza, ze I jest idealem pierscienia P.

Przyklad 10.2. W dowolnym pierécieniu P zbiér {0} jest idealem (nazywamy go
ideatem zerowym), gdyz 0 —0 =0 ¢€ {0} ia-0=0 € {0} dla kazdego a € P. Ponadto
caly pierécien P jest idealem P (nazywamy go ideatem niewtasciwym). lIdealy I # P
nazywamy ideatami wtasciwymi.

Stwierdzenie 10.3. Dla ideatu I pierscienia P réownowazne sq warunki:

(1)) I =P,

(1)) 1 €1,

(11i) pewien element odwracalny pierscienia P nalezy do I.

W szczegolnosci I jest ideatem wtasciwym w P wtedy i tylko wtedy, gdy 1 & 1.

Dowéd. Implikacje (i) = (i2) i (i4) = (i4i) sa oczywiste. Dla dowodu implikacji
(iii) = (i) zalézmy, ze dla pewnego u € P* jest u € I. Wéwezas 1 = u™!
(IT). Wobec tego dla dowolnego a € P na mocy (II) mamy, ze a =a-1 € I, skad I = P.
O

-u € I na mocy

Stwierdzenie 10.4. KaZde ciato K ma dokltadnie dwa idealy: {0} i K.

Dowdd. Poniewaz K jest cialem, wiec |K| > 1, skad {0} i K sa réznymi ideatami K.
Niech I bedzie niezerowym ideatem K. Wtedy istnieje niezerowe i € I, skad 1 =i~ t-i € I.
Zatem ze Stwierdzenia 10.3, [ = K. [J

Uwaga 10.5. Niech I bedzie idealem pierécienia P. Wtedy na mocy (I), I < PT. W
szczegolnosci 0 € I. Ponadto jesli iy, ...,i, € [ oraz ay,...,a, € P,toay-i1,...,a, i, €
I,skad ay i1+ ...+ a, i, € I. Zauwazmy tez, ze chociaz Z < QT, to jednak na mocy
Stwierdzenia 10.4, Z nie jest idealem pierscienia Q.

Twierdzenie 10.6. Czesé wspolna dowolnej niepustej rodziny {I; }rer ideatow pierscie-
nia P jest ideatem pierscienia P.

Dowéd. Niech I = (), Iy. Wtedy 0 € Iy dlat € T, wiec 0 € I. Dla i,j € I mamy,
ze i, € Iy dla kazdego t € T', wiec v —j € Iy dlat € T, skad i — j € I. Ponadto dla



a € P,v el mamy, ze v € I, dlat € T, wiec ai € I; dla kazdego t € T', skad ai € I.
Zatem I < P. [

Uwaga 10.7. Z Twierdzenia 10.6 wynika, ze dla dowolnego podzbioru X pierscienia P
istnieje najmniejszy w sensie inkluzji ideal pierscienia P zawierajacy zbior X. Nazywamy
go ideatem generowanym przez zbiér X i oznaczamy przez (X ). Natomiast X nazywamy
zbiorem generatordw ideatu (X). Np. (@) = {0}. Jesli zbiér X jest skoniczony oraz

X =A{a,...,a,}, to zamiast ({ai,...,a,}) piszemy (ai,...,a,). Jezeli istnieje a € P
takie, ze I = (a), to méwimy, ze ideal I jest gtdwny. Jezeli istnieja aq,...,a, € P takie,
ze I = (ay,...,a,), to méwimy, ze ideal I jest skoriczenie generowany.

Twierdzenie 10.8. Dla dowolnych elementow ay, . ..,a, pierscienia P zachodzi wzor:

(ay,...,a,) ={ma; + ...+ zpa, : x1,...,2, € P}.

W szczegdlnosci (a) = {xza : x € P} dla kazdego a € P.

Dowéd. Oznaczmy J = {x1a1+. . .+xma, : 1,..., 2, € P}. Wtedy ar, = 0-a1+...+1-
ag+...+0-a, € Jdlak=1,...,n. Zatem{ay,...,a,} C J. Niechi,j € J,a € P. Wtedy
istnieja x1,..., %, Y1,...,yn € P takie, ze 1 = x1a1+...+x,a, oraz j = y1a1+. .. +Ynan,
wiec i —j = (1 —wy)ar + ... + (xy — yn)an € J, at = (azx1)ay + ... + (ax,)a, € J.
Zatem J < P oraz {ai,...,a,} C J. Niech A bedzie dowolnym idealem pierscienia P
zawierajacym zbior {aq, ..., a,}. Wtedy z Uwagi 10.5 mamy, ze z1a1+. ..+ z,a, € A dla
dowolnych x1,...,x, € P. Zatem J C A, czyli J jest najmniejszym idealem pierscienia
P zawierajacym zbiér {ay,...,a,}. Zatem J = (aq,...,a,). O

Przyklad 10.9. Z teorii grup wiemy, ze wszystkimi podgrupami grupy Z* sa zbiory
wielokrotnosci ustalonych nieujemnych liczb catkowitych. Na mocy Twierdzenia 10.8
mamy wiec stad, ze kazdy ideal pierscienia Z jest glowny i wszystkimi idealami tego
pierscienia sa idealy postaci (k) dla k =0,1,2,....

Podobnie jest w pierscieniu Z,,, gdyz kazda niezerowa podgrupa grupy addytywnej
tego pierécienia sktada sie z catkowitych wielokrotnosci ustalonych dzielnikéw naturalnych
liczby m. Wynika stad, ze wszystkie idealy pierscienia Z,, sa postaci: (d), gdzie d = 0
lub d < m jest naturalnym dzielnikiem liczby m. W szczegélnosci kazdy ideal pierscienia
Ly, jest gléwny i ten pierscien posiada tyle ideatow, ile dzielnikéw naturalnych ma liczba
m.

Twierdzenie 10.10. Jezel: Iy, ..., 1, sq ideatam: pierscienia P, to I + ...+ I, < P.
Dowdd. Z teorii grup mamy

Li+... 4+, ={in+...+i,:ix, €l dla k=1,...,n}

jest podgrupa grupy Pt zawierajaca Iy U...UI,. Niecha € P,i€ I, +...+ I,. Wtedy
istnieja i, € I dla k = 1,...,n takie, ze i =41 + ... + ip, skad at = at; + ... + ai, €
L+...+1,,boai, €L, dlak=1,...,n U



Twierdzenie 10.11. Niech I, J bedq ideatami pierscienia P. Wowczas zbior

I-J:{Zz’kjk el jpedJdlak=1,...,n; neN}
k=1

jest ideatem pierscienta P oraz I -J C 1IN J.

Dowdéd. Poniewaz 0 € [ oraz 0 € J, wiec 0 = 0-0 € I-J (n =1, 4 = 0,
j1 = 0). Wezmy dowolne ¢ € P oraz dowolne z,y € I -.J. Wtedy istnieja n,m € N
OTAZ U1,y lp, A1y -y Ay € 1, J1,. o Jny b1, ... by € J takie, ze © = 1151 + ... + 1y Jn 1
y=aby+...+anby. Zatem x —y =i1j1+ ... +injn +(—a1)b1+ ...+ (—apn)bm € 1-J
oraz ¢-x = (ciy)j1 + ... + (Cin)jn € I - J, bo —a; € I dla wszystkich t = 1,...,m i
cip, € I dla wszystkich k =1,...,n. Stad I-J < P. Ponadto i,j, € I oraz i,j, € J, wiec
kg € I N J dla wszystkich k=1,...,n,skadxel-Jil-JCINJ. U

Stwierdzenie 10.12. Niech A i B beda dowolnymi pierécieniami. Woéwczas K jest
ideatem pierscienia A x B wtedy i tylko wtedy, gdy K =1 x J, gdzie < Ai J < B.

Dowéd. Niech I <A, J<Bi K =1 xJ. Poniewaz I,J # ), wiec K # (). Wezmy
dowolne x € A x B i dowolne ¢,j € K. Wtedy istnieja i1,12 € I, j1,J0 € J oraz a € A,
b € B takie, ze x = (a,b), i = (i1,71), j = (i2,J2). Stad iy — i € I, j3 — jo € J oraz
i—j=(iy —i9,J1 — j2), wiec i — j € K. Ponadto z-i = (a-i1,b-j;) € K,boa-i; €1
oraz b-j, € J. Zatem K <1 A X B.

Na odwrét, niech K << A x B. Oznaczmy: I ={a € A : (a,0) € K}, J={be B :
(0,0) € B}. Wtedy dla dowolnego (a,b) € I x J mamy, ze (a,b) = (a,0) + (0,b) € K,
skad I x J C K. Ponadto, jesli (z,y) € K, to (1,0) - (z,y) € Ki(0,1)-(x,y) € K, skad
(,0) € Ki(0,y) € K. Zatemx € I,y € Ji (z,y) € I x J. Wobec tego K =1 x J.
Pozostaje jeszcze do wykazania, ze I <A1 J<B. Ale (0,0) € K, wiec0 € 110 € J, skad
zbiory I, J sa niepuste. Wezmy dowolne 41,15 € I, ji,j2 € J i dowolne a € A, b € B.
Wtedy (i1, 0), (i2,0) € K i (0,51),(0,js) € K, wiec (iy — is,0) = (i1,0) — (i2,0) € K i
(0,71 — j2) = (0,71) — (0,72) € K, co oznacza, ze i1 — iy € [ i j; — jo € J. Ponadto
(a-i1,0) = (a,0)-(i1,0) € K'1(0,b-71) =(0,b)-(0,71) € K, co oznacza, ze a-i, € I oraz
b-ji € J. Wobec tego [ <AiJ<B. I

Zagadka 1. Niech P bedzie dowolnym podpierécieniem ciata Q i niech I <t P. Udo-
wodnij, ze istnieje n € Ny takie, ze I = (n).

Zagadka 2. Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw a i b pierscienia P zachodzi wzor:

(a) - (b) = (ab).

Zagadka 3. Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw aq, as, ..., a, pierscienia P za-
chodzi wzor:

(a1,ag,...,a,) = (a1) + (az) + ... + (an).
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Zagadka 4. Udowodnij, ze jesli pierscien P posiada dokladnie dwa idealy, to P jest
cialem.

2 Konstrukcja pierscienia ilorazowego

Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wéwezas I jest podgrupa grupy abelowej Pt, wiec
mozna zbudowaé grupe ilorazowa P/I = {a+ I : a € P}. Ponadto:

a+l={a+i:iel}dlaacP,
a+I=b+1<a—-beldlaabeP,
(a+I)+(b+1)=(a+b)+1dlaa,be P,
(P/1,+,1) tworzy grupe abelowa.

W P/I mozna tez okresli¢ naturalne mnozenie:
(a+1)-(b+1)=ab+ I dlaa,be P.

Sprawdzimy, czy takie mnozenie warstw nie zalezy od wyboru reprezentantéw. W tym
celu wezmy dowolne aq,as,by,bo € P takie, ze a1 +1 = ay + I oraz by + [ = by + 1.
Wtedy ¢@ = a; —ag € I oraz j = by — by € I, wiec a; = as + 4, by = by + 7, skad
a1by—asby = (ag+1)(ba+j)—agbe = asj+ibe+ij € I, gdyz I<AP. Zatem arby+1 = agsby+1
i mnozenie warstw jest dobrze okreslone.

Dla a,b € P mamy, ze (b+1)-(a+1)=ba+1=ab+1 = (a+1)-(b+ 1), wiec
mnozenie warstw jest przemienne.

Dla a,b,c € P mamy, ze (a +1)-[(b+ 1) -(c+ 1) = (a+ 1) (bc+ I) =
= a(bc)+1 = (ab)e+1 = (ab+1)-(c+1) = [(a+1)-(b+1)] (c+1), wiec mnozenie warstw
jest taczne. Ponadto (a+1I)-[(b+ 1)+ (c+ D]=(a+1I)-[(b+c)+1I]=alb+c)+ 1=
(ab+ac)+1 = (ab+ 1)+ (ac+1) = (a+1)-(b+I)+(a+1)-(c+ 1), wiec mnozenie warstw
jest rozdzielne wzgledem dodawania warstw. W koricu, (a+1)-(1+1)=a-1+1 =a+1
dla a € P, wiec system algebraiczny (P/I,+,-,I,1+ I) jest pierscieniem. Nazywamy go
pierscieniem ilorazowym wzgledem ideatu I.

3 Idealy: pierwsze i maksymalne

Definicja 10.13. Ideal I pierécienia P nazywamy
(i) ideatem pierwszym pierscienia P, jezeli

I # P oraz Vapeplab€ I = (a €1 lub be I)];
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(ii) ideatem maksymalnym pierscienia P, jezeli
I#P oraz Yyqp[Il CJ = (I=J lub J=P)].

Twierdzenie 10.14. Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wowczas rownowazne sq
warunki:

(i) I jest idealem pierwszym pierscienia P;

(i) pierscien ilorazowy P/ jest dziedzia caltkowitosci.

Dowéd. (i) = (ii). Z zalozenia I # P, wiec 1 € I, czyli 1 +1 # 0+ I. Zatem
pierscien P/I jest niezerowy. Niech a,b € P beda takie, ze (a + 1) - (b+ 1) = I. Wtedy
ab+ 1 =0+ I, wiec ab € I. Zatem z pierwszosci I wynika, ze a € [ lub b € I, czyli
a+1=0+1=1lubb+1=0+1=1. Zatem P/I jest dziedzing calkowitosci.

(i1) = (7). Z zalozenia 1 +1 # 0+ 1, skad 1 & I, wiec I # P. Wezmy dowolne a,b € P
takie, ze ab € I. Wtedy ab+ 1 =0+ 1, skad (a+1)-(b+1)=1. Ale P/I jest dziedzina
catkowitosci, wieca+ 1 =1=0+1T1lubb+ I =1=0+1,czylia € [ lubb e I. Zatem
I jest idealem pierwszym pierécienia P. [

Twierdzenie 10.15. Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wowczas rownowazne sq
warunki:

(i) I jest idealem maksymalnym pierscienia P,

(i) pierscien ilorazowy P/I jest cialem.

Dowéd. (i) = (ii). Z zalozenia [ # P, wiec 1 ¢ I, skad 1 +1 # 0+ [ = 1. WeZmy
dowolne a € P takie, ze a +1 # 0+ I. Wtedy a ¢ I. Zatem I C I + (a), wiec z
Twierdzenia 10.10 i z maksymalnosci I wynika, ze [ + (a) = P. Stad 1 = i + za dla
pewnych i € [ oraz x € P. Zatem 1 —za=i€ I, wigc 1+ =xa+1= (z+1I) - (a+1),
czyli a + I jest elementem odwracalnym pierscienia P/I. Zatem P/I jest cialem.

(17) = (i). Z zalozenia 14+1 # 0+ 1, skad 1 &€ I, wiec [ # P. Niech J < P oraz I C J.
Wystarczy wykazaé, ze J = P. Ale istnieje a € J \ I, wiec a+ [ # 0+ I. Zatem istnieje
x € Ptaki,ze (a+ 1) - (x+1)=1+4+1,czyliar+1=1+1. Zatem i = ax — 1 € I. Stad
l=ar—1€J,boare J,iel CJ. Zatem 1l e J,skad J=P. U

Poniewaz kazde cialo jest dziedzing catkowitosci, wiec z Twierdzen 10.14 i 10.15 mamy
od razu nastepujacy

Whniosek 10.16. Kazdy ideat maksymalny pierscienia P jest ideatem pierwszym
pierscienia P. [

Uwaga 10.17. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, bo np. {0} jest idealem
pierwszym pierscienia Z, ale {0} C (2) C Z, wiec {0} nie jest idealem maksymalnym
pierscienia Z.



4 Homomorfizmy pierscieni

Definicja 10.18. Niech A, B beda pierécieniami. Przeksztalcenie f: A — B speliajace
warunki:

0 1) =1

(I) Yapea f(a+0) = f(a) + f(b),

(II) Vapea f(ab) = f(a)f(b)

nazywamy homomorfizmem pierscienia A w pierscien B. Natomiast zbior
Ker(f)={z € A: f(x) =0}

nazywamy jadrem homomorfizmu f. Jezeli dodatkowo f jest réznowartosciowe, to méwimy,
ze f jest zanurzeniem pierscienia A w pierscien B. Jezeli zas homomorfizm f jest bi-
jekcja, to méwimy, ze f jest izomorfizmem piersciens.

Definicja 10.19. Powiemy, ze pierscien B jest obrazem homomorficznym pierscienia
A, jezeli istnieje homomorfizm f: A — B pierscienia A na pierscien B.

Definicja 10.20. Powiemy, ze pierscien A zanurza sie w pierscien B, jesli istnieje
zanurzenie f: A — B.

Definicja 10.21. Powiemy, ze pierscienie A i B sa izomorficzne i piszemy, A = B,
jezeli istnieje izomorfizm f: A — B.

Definicja 10.22. Automorfizmem pierscienia A nazywamy kazdy izomorfizm f: A —

A.

Uwaga 10.23. Zauwazmy, ze jesli f jest homomorfizmem pierscienia A w pierscien B,
to f jest homomorfizmem grupy A" w grupe BT. Ponadto, jesli h jest homomorfizmem
grupy AT w grupe BT, to h jest homomorfizmem pierscienia A w pierscien B wtedy i
tylko wtedy, gdy h(1) =11 h(ab) = h(a)h(b) dla dowolnych a,b € A.

Stwierdzenie 10.24. Zlozenie homomorfizmow pierscieni jest homomorfizmem pier-
scieni, tzn. jezeli f:A — B i g: B — C' sq homomorfizmami pierscieni, to go f: A — C
tez jest homomorfizmem pierscieni. W szczegolno$ci ztozZenie izomorfizmow piersciens
jest izomorfizmem pierscien.

Dowéd. Rzeczywiscie, na mocy Uwagi 10.23 i Stwierdzenia 5.15 dla dowolnych a,b €
A: (go f)(a+b)=(go f)(a)+ (go f)(b). Ponadto (go f)(1) = g(f(1)) = g(1) =1 oraz
dla dowolnych a,b € A: (go f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(8)) = (g0 /)(a) - (g f)(b). O

Stwierdzenie 10.25. Jezeli f: A — B jest izomorfizmem pierscieni, to f~: B — A
tez jest izomorfizmem pierscieni.

Dowéd. Ze Stwierdzenia 5.16 i z Uwagi 10.23 wynika, ze f~! jest bijekcja i f~! jest
izomorfizmem grupy BT na grupe AT. Ponadto f(1) = 1, wiec f~!(1) = 1. Wezmy
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dowolne y1,y, € B. Wtedy istnieja x1,x2 € A takie, ze y; = f(x1) 1 y2 = f(22), wiec
yiye = f(21) f(22) = fz122), skad [ (yip) = 2120 = fH (1) f (1), O

Ze stwierdzen 10.24 i 10.25 oraz z tego, ze przeksztalcenie tozsamosciowe pierécienia A
na pierscien A jest jego automorfizmem wynika od razu nastepujace

Stwierdzenie 10.26. Dla dowolnych pierscieni A, B,C':
a) A=A,

b) jesli A= B, to B= A,

c)jesi AZBiB=C,to A=C. O

Stwierdzenie 10.27. Niech f: A — B bedzie homomorfizmem pierscienia A w piers-
cien B. Wowczas:

(1) f(0) =0, f(—a) =—f(a) i f(ka) =kf(a) dlaa € AikecZ;

(i1) flar+as+...+a,) = fla1)+ f(a2)+...+ f(ay,) dla dowolnych ay, as, ..., a, € A;

(11i) f(aras...a,) = f(a1)f(az)... f(a,) dla dowolnych ay,as, ..., a, € A;

(i) f(a") = [f(a)]" dla dowolnych a € A in € N;

(v) Ker(f) < A;

(vi) jezeli P jest podpierscieniem A, to f(P) jest podpierscieniem B;

(vii) jezeli S jest podpierscieniem B, to f~(S) jest podpierscieniem A;

(viii) f jest zanurzeniem <= Ker(f) = {0}.

Dowéd. (i), (ii) oraz (viii) wynikaja od razu ze Stwierdzenia 5.18 i z Uwagi 10.23.
Wzér (iii) zachodzi dla n = 2. Jedli za$ ten wzér zachodzi dla n— 1, gdzie n € {3,4,...},

to dla a,as,...,a, € A mamy: aiay...a, = (a1ay...a,_1)a,, wiec stad i na mocy
zalozenia indukcyjnego, f(ajas...a,) = f(aras...an_1)f(a,) = f(a1)f(az)... f(a,), co
konczy dowdd (iii). Podstawiajac w (iii), a = a; = ay = ... = a, uzyskujemy od razu

wzér (iv). Ze Stwierdzenia 5.18 1 z Uwagi 10.23 mamy, ze Ker(f) < A'. Ponadto dla
i€ Ker(f),ae Ajest f(i) =0, wiec f(ai) = f(a)f(i) = f(a) -0 =0, skad ai € Ker(f)
i Ker(f) <A, co konczy dowdd (v).

(vi). Poniewaz P < A", wiec z Uwagi 10.23 i ze Stwierdzenia 5.18, f(P) < B*. Ale
1= f(1) € f(P) oraz dla x,y € f(P) istnieja a,b € P takie, ze z = f(a), y = f(b), wiec
xy = f(a)f(b) = f(ab) € f(P), bo ab € P. Zatem f(P) jest podpierscieniem pierscienia
B.

(vii). Poniewaz S < BY, wic z Uwagi 10.23 i ze Stwierdzenia 5.18, f~1(S) < AT. Dalej,
f(1)=1€ S, wiec1 € f71(S). Ponadto dla a,b € f~1(S) mamy, ze f(a), f(b) € S, skad
f(ab) = f(a)f(b) € S, czyli ab € f~1(S). Zatem f~!(S) jest podpiericieniem pierscienia
A O

W algebrze utozsamia sie pierscienie izomorficzne. Mozna tatwo pokazac¢, ze jezeli
pierscienie A i B sa izomorficzne, to np.
Al = |Bl;



A jest cialem <= B jest cialem;
A jest dziedzing calkowito$ci <= B jest dziedzina catkowitosci.

Twierdzenie 10.28 (o izomorfizmie). Jezeli f: A — B jest homomorfizmem piers-
cienia A na pierscien B, to

B = A/Ker(f).

Dowéd. Niech F: A/Ker(f) — B bedzie dane wzorem F(a + Ker(f)) = f(a) dla
a € A. Wtedy z dowodu Twierdzenia 5.19, F jest bijekcjaidlaa,b € A: F((a+Ker(f))+
(b+ Ker(f))) = F(a+ Ker(f)) + F(b+ Ker(f)). Ponadto F(1+ Ker(f)) = f(1) =1
orazdlaa,b e A: F((a+Ker(f)) - (b+Ker(f))) = F(ab+Ker(f)) = f(ab) = f(a)f(b
F(a+ Ker(f))F(b+ Ker(f)), wiec ostatecznie F' jest izomorfizmem pierscieni. [J

~—

Whniosek 10.29. Jezeli f: A — B jest homomorfizmem pierscienia A w pierscien B,
to

f(A) = Af/Ker(f).

Whniosek 10.30. Niech f: A — B bedzie homomorfizmem pierscienia A na pierscien
B. Wowczas:

(i) Ker(f) jest ideatem pierwszym pierscienia A < B jest dziedzing catkowitosci;

(i1) Ker(f) jest ideatem maksymalnym pierscienia A < B jest ciatem.

Dowéd. 7 twierdzenia o izomorfizmie mamy, ze B = A/Ker(f). Zatem z twierdze
10.14 1 10.15:

(i) B jest dziedzina catkowitosci < A/Ker(f) jest dziedzina catkowitosci < Ker(f)
jest ideatem pierwszym pierscienia A;

(ii) B jest cialem < A/Ker(f) jest cialem < Ker(f) jest idealem maksymalnym
pierscienia A. [J

Przyklad 10.31. Niech f:Z[z] — Z bedzie dane wzorem f(w) = w(0) dla w € Z[z].
Latwo sprawdzié, ze wowczas f jest homomorfizmem pierécienia Z[x] na pierscien Z.
Poniewaz Z jest dziedzina catkowitosci, ale nie jest cialem, wiec z Wniosku 10.30, Ker(f)
jest idealem pierwszym, ale nie jest idealem maksymalnym pierécienia Z[z]. Z twierdzenia
Bezout wynika ponadto, ze Ker(f) = (x).

Przyklad 10.32. Niech m > 1 bedzie liczba naturalna i niech f:Z — Z,, bedzie
funkcja dana wzorem:

Fk) = [K]m dla k € Z.

Wtedy f(a) =a dlaa € {0,1,...,m — 1}, wiec f jest ,na” oraz f(1) = 1. Ponadto dla
k.l eZ:

fk+)=k+m=k+1=[klm+ [[m = [k]m ®m [Jm (mod m),
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skad f(k+1) = f(k) @, f(1) i podobnie f(kl) = f(k) ®n f(1). Zatem f jest homomorfi-

zmem pierécienia Z na pierscien Z,,. Ponadto
Ker(f)=4{ke€Z:|kln=0}={k€Z:m|k}=(m).
Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy
Ly =7/ (m).

Ponadto pierscien Z,, jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczba pierwsza. Zatem
z Wniosku 10.30 wynika, ze (m) jest idealem maksymalnym pierscienia Z wtedy i tylko
wtedy, gdy m jest liczba pierwsza.

Zagadka 5. Wypisz wszystkie idealy pierécienia Z, X Zg. Udowodnij, ze kazdy z tych
idealéw jest glowny i wypisz wszystkie idealy pierwsze oraz wszystkie idealy maksymalne
tego pierscienia.

Zagadka 6. Niech K bedzie dowolnym cialem. Udowodnij, ze pierscienie K x K

b
i Th(K) = { [ g 1 ca,be K } nie sa izomorficzne, chociaz ich grupy addytywne sa
a

izomorficzne.

Zagadka 7. Niech m i n beda liczbami naturalnymi wiekszymi od 1. Udowodnij,
ze jesli istnieje homomorfizm pierscieni f:Z,, — Z,, to n|m. Udowodnij, ze jesli n|m,
to f:Z,, — Z, dane wzorem f(a) = [a], dla a € Z,, jest jedynym homomorfizmem
pierscienia Z,, w pierscien Z,. Uzasadnij tez, ze f jest "na” i wyznacz Ker(f).



