Wyklad 11

Pierscienie wielomianow

1 Konstrukcja pierscienia wielomianéw

Niech P bedzie dowolnym niezerowym pierscieniem. Oznaczmy przez P|x] zbidr wszyst-
kich nieskonczonych ciagdéw

= fi, for-) (1)

takich, ze f; € P dlat=0,1,... oraz 0 = fy = fri1 = frao = ... dla pewnego k.

Elementy zbioru P[z| nazywamy wielomianami zmiennej z o wspélezynnikach z pier-
Scienia P. Przyjmujemy umowe, ze jesli wielomian nazywa sie g, to g = (go, 91, - - ), czyli
9o, g1, - - - sa jego kolejnymi wspdtezynnikami. Przy tych oznaczeniach dla wielomianéw
f,g € Plx] mamy

f=9 < fi=g¢; dlakazdego i =0,1,2,.... (2)

Wielomian 0 = (0,0, ...) nazywamy zerowym, zas 1 = (1,0,0,...) nazywamy jedynko-
wym. Jezeli 0 = f1 = fo = ..., to wielomian f nazywamy statym. Wyrazem wolnym
wielomianu f postaci (1) jest wspélczynnik fy. Jezeli f # 0, to istnieje najwieksze n
takie, ze f, # 01 wéwczas n nazywamy stopniem wielomianu f i piszemy st(f) = n, za$
fn nazywamy najstarszym wspotczynnikiem tego wielomianu. Ponadto przyjmujemy, ze
st(0) = —oo oraz —oo < ndlan =0,1,...1 (—00) +n = (—0) + (—o0) = —c0 dla
n=0,1,....

Jezeli f,g € Plz], to istnieja k,I € Ny takie, ze f; = 0 dla wszystkich j > k oraz
g; = 0 dla wszystkich j > [. Zatem dla wszystkich j > max{k,(} jest f; + g; = 0,
skad (fo + 90, f1 + ¢1,...) € Plz]. Mozemy wiec zdefiniowaé¢ w naturalny sposéb sume
wielomiandw f,g € P[x] jako wielomian f+g = (fo+go, f1+91,...). Wowczas z naszych
rozwazan mamy, ze dla dowolnych wielomianéw f, g € P[x]:

st(f +g) < max{st(f), st(g)}. (3)

Jezeli zas st(f) < st(g), to oczywiscie st(f + g) = st(g).

Z okreslenia dodawania wielomianéw tatwo wynika, ze system algebraiczny (P|x], +,0)
jest grupa abelowa, przy czym wielomianem przeciwnym do wielomianu f jest wielomian
—f = (~fo—fi, ).

Tloczynem wielomiandw f, g € Plz] nazywamy ciag

f 9= (fog0, fog1 + f190, fog2 + fi91 + fag0,...). (4)



Zatem dla kazdego n = 0,1, ...

(f-g)n= Zfign—i = Z fig;- (5)

i+j=n

Zauwazmy, ze f-g € P|x]. Rzeczywiscie, istnieja k, [ € Ny takie, ze f; = 0 dla wszystkich
t > k oraz g; = 0 dla wszystkich j > [. Wezmy dowolne n > £k + [ oraz i, j € Ny takie, ze
t+j=mn.Jedlit >k to f; =0, wiec fig; =0;jeslizas i < k,toj=n—i=>2n—k>
k+1—k=1 wiec g; =0, czyli fig; =0. Stad dlan > k+1jest (f-¢g), = Z fig; =0

i+j=n
if-ge€ Plx].
Jezeli fy =0dlai=1,2,... to ze wzoru (5) mamy
(an Oa 07 . . ) : (907917 .. ) = (f0907 ngla fOQZa o ) (6)
Jezeli za$ f; = 1 oraz f; =0dlai=0,2,3,... to ze wzoru (5) wynika, ze
(O, 1, 0, 0, .. ) : (go,gl, .. ) = (0,90,91, .. ) (7)

Niech teraz f,g € Plz]\ {0} i n = st(f), m = st(g). Wtedy z wczesniejszych wyliczen
mamy, ze (f - g)r = 0 dla wszystkich & > n +m. Stad i z (5) mamy

Vigep) st(f - g) < st(f)+ st(g). (8)

Stwierdzenie 11.1. Niech f,g € Plz|\{0} bedaq takie, Ze nagstarszy wspotczynnik wie-
lomianu f lub najstarszy wspotczynnik wielomianu g jest elementem reqularnym pierscie-
nia P. Wtedy st(f-g) = st(f) + st(g) oraz najstarszy wspétczynnik wielomianu f - g jest
tloczynem nagstarszych wspotczynnikow wielomianow f i g.

Dowéd. Oznaczmy n = st(f), m = st(g). Wezmy dowolne 7,5 € Ny takie, ze
t+j=n+m. Jeslii <n,toj=n+m—1>m,skad g; = 0 oraz f;g; = 0. Jedli
i>n,to f; =0, wiec fig; = 0. Zatem ze wzoru (5), (f - ¢)ntm = fugm # 0, bo f, # 0,
gm # 0 oraz f, lub g, jest elementem regularnym. Stad ze wzoru (8) wynika teza naszego
stwierdzenia. [

Whiosek 11.2. Jezeli P jest dziedzing catkowitosci, to dla dowolnych f,g € P[x]

st(f - g) = st(f) + st(g). U

Ze wzoréw (4) i (5) wynika od razu, ze mnozenie wielomianéw jest przemienne. Na-
tomiast ze wzoru (6) wynika od razu, ze 1 = (1,0,0,...) jest elementem neutralnym
mnozenia wielomianéw.



Teraz udowodnimy, ze mnozenie wielomianéw jest rozdzielne wzgledem ich dodawania
oraz mnozenie wielomianéw jest taczne. W tym celu wezmy dowolne f,g,h € Plz].
Wtedy dla n € Ny mamy

(F-(g+m)n= D filg+h)y= D filg;+hs)=

i+j=n i+j=n
= > (figi+ fiky) = > figi+ > fiy +(f - B,
i+j=n i+j=n i+j=n

skad f-(g+h)=f-g+f-h

Ponadto ((f - g) - h), = Z (f-9)ih; = Z Z (fsge)h; = Z (fsge)hy =

i+j=n i+j=n s+t=t s+t+j=n
> flghy) oraz (f-(gh)a = > fulg =Y > fulgh) = > filghy),
s+t+j=n s+k=n stk=nt+j=k s+t+j=n

wiec f-(g-h)=(f-g)-h. W ten sposéb udowodnilismy nastepujace
Twierdzenie 11.3. System algebraiczny (Plx],+,-,0,1) tworzy pierscien.

Ten pierscien nazywamy pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspotczynnikach z
pierscienia P.

Ze wzoréw (3) i (6) wynika od razu, ze przeksztalcenie ¢: P — Plz] dane wzorem
¢(a) = (a,0,0,...) 9)

jest réznowartosciowym homomorfizmem pierscieni. 7 tego powodu mozna dokonad
utozsamienia
(a,0,0,...)=a dla a € P. (10)

Przy takim utozsamieniu P jest podpierscieniem pierscienia P|x].
Wprowadzmy teraz oznaczenie:

z=(0,1,0,0,...). (11)

Woéwcezas ze wzoru (7) przez indukcje uzyskamy, ze

2" = (0,0,...,0,1,0,...) dla n=0,1,.... (12)
0
Rzeczywiscie, dla n = 0 nasz wzdér zachodzi, bo 2° = 1 = (1,0,0,...). Zatézmy, ze dla
pewnego n € Ny jest 2" = (0,0,... ,711,0, ...). Poniewaz "' = z - z", wiec stad i ze
n+1
wzoru (7) mamy, ze 2" = (0,0,...,0, 1,0,...), co koiczy dowdd.

Niech f € P[z] bedzie wielomianem stopnia n > 1. Wtedy f, # 0 oraz f; = 0 dla
kazdego 7 > n + 1. Ponadto ze wzoréw (6) 1 (12) mamy, ze

(f¢,0,0,...)-2* —(O,...,O,fk,(),...)dlak:1,2,...,wiecf:(fO,O,O,...)+(O,f1,0,...)+
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+(0,0,..., fn, 0,...) = fo+ fiz+ for? +.. .+ fux™. Poniewaz dla wielomianu stalego f
jest f = fo, wiec dla dowolnego wielomianu f € Plx| stopnia n > 0 mamy utozsamienie:

f=fot+ fizm+ for® + ..+ faz”. (13)

Otrzymujemy w ten sposéb naturalna notacje dla wielomianéw z pierscienia Plx|. Przy
tej notacji mozemy powiedzieé, ze wielomiany f, g € P[z]| sa réwne wtedy i tylko wtedy,
gdy st(f) = st(g) oraz f; = g; dla kazdego .

Twierdzenie 11.4. Pierscien P jest dziedzinag catkowitos$ci wtedy 1 tylko wtedy, gdy
pierscien Plz] jest dziedzing calkowitosci.

Dowéd. =-. Poniewaz P jest podpierécieniem pierscienia Pz] i P jest dziedzina
catkowitosci, wiec 0 # 1 w P, skad 1 # 0 w P[z]. Jedli f,g € P|x] sa takie, ze f-g =0,
to z Wniosku 11.2, —oo = st(f) + st(g), skad st(f) = —oo lub st(g) = —o0, czyli f =0
lub g = 0. Zatem P[z] jest dziedzina catkowitosci.

<. Poniewaz 1 # 0 w P[z] i P jest podpierécieniem P[z], wiec 1 # 0 w P. Jedli
f,g € P sa takie, ze f-g=0,to f-g=0w P[z], skad f =0 1lub g = 0. Zatem P jest
dziedzing calkowitosci. [J

Twierdzenie 11.5. Jezeli P jest dziedzing catkowitosci, to (Plz])* = P*.

Dowéd. Niech f € (P[z])*. Wtedy istnieje g € Plz| takie, ze f-¢g = 1, skad z
Whniosku 11.2; st(f) + st(g) = 0, wiec st(f) = st(g) =0. Zatem f,g€ Pi f-g=1, czyli
f € P*. Jezeli zas f € P*, to istnieje g € P takie, ze f-g =1, skad f € (Pz])*. O

Whiosek 11.6. Pierscieri Plx] nigdy nie jest ciatem.

Dowéd. Zalézmy, ze dla pewnego pierscienia P pierscien P[z] jest cialem. Wtedy
P jako podpierscienn P[z] jest dziedzina calkowitosci, wiec na mocy Twierdzenia 11.5,
(P[z])* C P. Ale P[z] jest cialem, wiec stad x € P i mamy sprzecznos¢. [

Przyklad 11.7. Zalézmy, ze w pierécieniu P istnieje niezerowy element a taki, ze
a® = 0. Wtedy w piericieniu P[z] dla kazdegon = 1,2, ... mamy, ze (1+az")-(1—az™) =
1—a?z’" =1—0-2° = 1. Zatem w pierscieniu P[z] istnieja wielomiany odwracalne
dowolnego stopnia n > 1. Oznacza to, ze dla takich pierscieni P Twierdzenie 11.5 nie
jest prawdziwe. Przyktadem takiego pierscienia P jest Z,.

Definicja 11.8. Wartosciq wielomianu f = fo + fix + ...+ f,2™ € Plx] w punkcie
a € P nazywamy f(a) = fo+ fia+ ...+ fna™.

Definicja 11.9. Pierwiastkiem wielomianu f € P|x] nazywamy takie a € P, ze
fla) =0.
Definicja 11.10. Wielomiany f, g € P[z| nazywamy réwnymi funkcyjnie, jezeli

f(a) = g(a) dla kazdego a € P.



Przyktad 11.11. Niech p bedzie dowolng liczba pierwsza i niech P = Z,,. Wdéwczas
P jest cialem i na mocy Malego Twierdzenia Fermata, a”? = a dla kazdego a € P.
Wobec tego wielomiany f = xP i ¢ = x sa rowne funkcyjnie, ale nie sa one rowne, bo
st(f) = p > 1 = st(g). Z tego powodu wielomiany nad dowolnym pierscieniem P nie
zawsze moga by¢ traktowane jako funkcje wielomianowe z pierscienia P w pierscien P.

2 Homomorfizmy na pierscieniach wielomianéw

Twierdzenie 11.12. Niech f: P — A bedzie homomorfizmem pierscienia P w pierscien
A i niech a € A. Wtedy przeksztalcenie F: Plx] — A dane wzorem

F((wo,wy,...)) = flwy) + flw)a + f(wy)a® + ... (14)

jest homomorfizmem pierscienia Plx] w pierscienn A oraz (Ker(f)) C Ker(F). Jezeli
dodatkowo f jest ,,na”, to F tez jest ,,na”.

Dowdd. Poniewaz istnieje n takie, ze w; = 0 dla wszystkich i > n, wiec f(w;) = 0
dla @ > n i wzor (14) ma sens. Ze wzoru (14) mamy, ze F(1) = F((1,0,0,...)) =

(1) + f(0)a+ f(0)a® + ... = f(1) = 1 oraz F(w + u) = F(w) + F(u) dla dowolnych
w,u € P[z]. Ponadto dla w,u € P[z] jest ( Z wyu; dlan = 0,1,... oraz
i+j=n

istnieje m takie, ze dla wszystkich k > m: (w - u), =0, skad f((w-u);) =0 dla k > m.
Ponadto

F(w - u)= f(woup) + f(wous + wiug)a + ... + f( Z wiug)a" + ... =
= f(wo) f(uo) + [f(wo) f(wr) + fw) f(uo)la+ ...+ Y flw:)f(us)a

oraz

F(w) - F(u) = [f(wo) + f(wi)a+...]- [f(uo) + f(ur)a+...] =
= f(wo) f(uo) + [f(wo)f(ur) + f(w1)f(uo)la+ ...+
+[f (wo) f (un) + f(w1) f(un-1) + ... 4 flwn) f(uo)la™ + ...

wiec F(w-u) = F(w) - F(u) dla dowolnych w,u € Plz]. Zatem F jest homomorfizmem
pierscieni. Jezeli b € Ker(f), to f(b) =0, wiec dla w € Plx] jest F(b-w) = F(b)- F(w) =
f(b)- F(w) =0-F(w) =0, skad b-w € Ker(F). Zatem (Ker(f)) C Ker(F). Jezeli
f jest ,na’i y € A, to istnieje b € P takie, ze f(b) =y, skad F(b) = F((b,0,0,...)) =
f(b)+0-a+... =y, wiec F jest ,na”. [

Twierdzenie 11.13. Niech a bedzie ustalonym elementem pierscienia P. Wtedy prze-
ksztatcenie F: Plx] — P dane wzorem F(w)= w(a) dla w € P[x] jest homomorfizmem
pierscienia Px] na pierscien P o jadrze (x — a). W szczegdlnosci
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Plz]/(x —a) = P.

Dowéd. Przeksztalcenie f: P — P dane wzorem f(p) = p dla p € P jest homo-
morfizmem pierscienia P ,,na”pierscien P. Zatem na mocy Twierdzenia 11.12, F' jest
homomorfizmem pierécienia P|x] ,,na”pierscien P. Zatem z twierdzenia o izomorfizmie
Plz]/Ker(F) =2 P. Ponadto F(z —a) = a —a = 0, wiec x —a € Ker(F), skad
(x —a) C Ker(F). Niech teraz w € Ker(F). Wtedy w = ag + a1z + ... + a,2™ dla
pewnych ag, aq,...,a, € P oraz ag + aja + ...+ a,a” = 0. Stad

w=(ap + a1z + ...+ aa™) — (ag +aja+ ...+ a,a”™) =
=ai(r —a) + as(2® — a®) + ... + a,(z" — a").

Ale 2f —a* = (x —a) (2" + 2*2a + ...+ 2aF 2 + " Y) dla k =1,...,n, skad wynika,
ze w € (x — a). Zatem Ker(F) = (z —a) oraz Plz]/(z —a) = P. O

7 Twierdzenia 11.13 i ze Stwierdzenia 10.27 otrzymujemy od razu nastepujacy

Whniosek 11.14. Niech a bedzie ustalonym elementem pierscienia P. Wowczas dla
dowolnych wielomiandw wy, ws, ..., w, € Plx] zachodzq wzory:

(i) (wy - wq - ... - wy)(a) =wi(a) wya)-... wy(a),

(11) (w1 + we + ... + wy)(a) = wi(a) + waa) + ...+ wy(a). O

Twierdzenie 11.15. Niech f: A — B bedzie homomorfizmem pierscienia A w pierscien
B. Wowczas przeksztatcenie F: Alx] — Blz| dane wzorem

Flag+ a1z + ...+ apz") = f(ag) + fla)z + ...+ f(a,)z" (15)

dla ag,...,a, € A, n=0,1,... jest homomorfizmem pierscienia Alx] w pierscien B|x].
Ponadto Ker(F) = (Ker(f)) oraz jezeli [ jest ,,na”, to F tez jest ,,na”.

Dowéd. Poniewaz B jest podpierscieniem pierscienia B[z, wiec f jest homomorfi-
zmem pierscienia A w pierscien Blz|. Podstawiajac @ = x w Twierdzeniu 11.12 uzy-
skamy, ze przeksztalcenie F' dane wzorem (15) jest homomorfizmem pierscienia Afz] w
pierscien Blx] oraz (Ker(f)) C Ker(F'). Niech w € Ker(F). Wtedy istnieja ag, .. .,a, €
A takie, ze w = ap + a1z + ... + ayx™ oraz f(ag) + f(a1)r + ...+ f(a,)x™ = 0 oraz
fla;) € Bdlai=0,1,...,n,skad f(a;) =0, czyli a; € Ker(f) dlai=0,...,n. Zatem
w € (Ker(f)). Stad Ker(F) = (Ker(f)). Zalézmy, ze f jest ,na”i wezmy dowolne
bo, ...,b, € B. Wtedy istnieja ay,...,a, € A takie, ze b; = f(a;) dlai =0,...,n, skad
bo+bix+...+b2" = F(ag+ a1z + ...+ a,z™), czyli F jest ,,na”. O

Stwierdzenie 11.16. Dla dowolnego elementu a pierscienia P przeksztalcenie
F: Plx] — Plz| dane wzorem F(ag+az+...+a,z") =ag+ai(x—a)+...+a,(z—a)”
dla ag,ay,...,a, € P, n € Ny, jest automorfizmem pierscienia Plz]. Ponadto st(w) =
= st(F(w)) dla kazdego w € Plz].



Dowdd. 7Z Twierdzenia 11.12 przeksztalcenie F' jest homomorfizmem pierscieni. Po-
nadto z tego samego twierdzenia wynika, ze przeksztalcenie G: P[z] — P[z] dane wzorem
G(ap + a1z + ... + a,2") = ap + a(v + a) + ... + ap(z + o)™ dla ap,ay,...,a, € P,
n € Np, jest homomorfizmem pierscieni. Ponadto dla dowolnych ag,aq,...,a, € P,
n € Ny mamy, ze (Go F)(ag+a1x+ ...+ a,2") = Glag+a1(x —a) + ...+ a,(z—a)") =
G(ap)+G(ar(x—a))+...+G(ap(x—a)") = ap+G(a1)-G(z—a)+. ..+ G(a,) [G(x—a)]* =
a+ar-(x+a—a)+...+a,-[(r+a—a)|* =ao+ax+...+aa™, wiec Go F = idpp).
Podobnie pokazujemy, ze F' o G' = idpy,. Zatem G jest przeksztalceniem odwrotnym do
F, skad F jest bijekcja. Zatem F' jest automorfizmem pierscienia P[z].

Jedli 0 # w € Plz], tow = ag+ a1z +...+a,z"™ dla pewnych ag, ay,...,a, € P,a, #0
i dla pewnego n € Ny. Stad F(w) = ap + a1(x —a) + ...+ ap(x —a)”. Ale dla k € N
mamy, ze st((z — a)¥) = k, skad st(ag +a;(x —a) + ...+ a,_1(x — a)" ) < n. Ponadto
a, # 0, wiec st(a,(z — a)") = n i wobec tego st(F(w)) = n, czyli st(F(w)) = st(w). W
konicu, st(F(0)) = st(0), bo F(0) =0. O

Przyklad 11.17. W pierscieniu Zys|x] znajdziemy ideal maksymalny oraz znajdziemy
ideal pierwszy, ktéry nie jest maksymalny. 7Z Zagadki 7 z Wyktadu 10 przeksztalcenie
a +— [a]y dla a € Zj5 jest homomorfizmem pierscienia Zj, na pierscienn Zs i jego jadrem
jest (2) = {0,2,4,6,8,10}. Zatem z Twierdzenia 11.15 przeksztalcenie F': Ziso[zx] — Zo|x]
dane wzorem

Flag+ a1z + ...+ apz™) = [agla + [a1]ex + . .. + [an)2z”

dla dowolnych ag, aq,...,a, € Z15 i dowolnego n € Ny, jest homomorfizmem pierscienia
Zys|x] na pierscien Zs[z|, ktéry na mocy Twierdzenia 11.4 jest dziedzina catkowitosci
(gdyz Zs jest cialem, bo 2 jest liczba pierwsza) i nie jest cialem na mocy Wniosku 11.6.
Ponadto z Twierdzenia 11.15 mamy, ze Ker(F) = ({0,2,4,6,8,10}) = (2). Zatem z
Wniosku 10.30 ideat (2) = {2 w : w € Zis[z]} jest idealem pierwszym, ale nie jest
idealem maksymalnym w pierscieniu Zjs[z].

7 Twierdzenia 11.13 mamy, ze przeksztalcenie g: Zs[x] — Zg dane wzorem g(w) = w(0)
dla w € Zs[z], jest homomorfizmem pierécieni i g jest "na”. Ze Stwierdzenia 10.24,
G = goF jest homomorfizmem pierscienia Zi5[z] na cialo Z,. Zatem z Wniosku 10.30 ideal
Ker(G) jest maksymalny. Ale dla dowolnego wielomianu w = ag+ayz+. . .4a,x" € Zyso[x]
mamy, ze G(w) = g([aglz + [a1]2z + ... + [an)22™) = [ag)e, wiee Ker(G) = {ag + a1z +
oot apx™ € Zyslz] : lagla = 0}, skad Ker(G) = (2, z).

Zagadka 1. Podaj przyklad pierécienia P i takiego jego wlasciwego podpierscienia A,
ze A= P.

Zagadka 2. Udowodnij, ze (Zg[z])* = Zj.

Zagadka 3. Podaj przyklad nieskoriczonego pierécienia P takiego, ze P* = {1}.



Zagadka 4. Podaj przyklad wielomianu odwracalnego f € Zr5[x] stopnia 2014.

Zagadka 5. W pierscieniu Zy43[x] wskaz ideal maksymalny i ideat pierwszy, ktéry nie
jest maksymalny.

Zagadka 6. Udowodnij, ze S = {a + z%f : a € Z, f € Z[x]} jest podpierscieniem
pierscienia Zx]. Czy z € S7

Zagadka 7. Niech P bedzie niezerowym pierscieniem skonczonym. Znajdz wielomian
f € P[x] dodatniego stopnia taki, ze wielomiany f i 0 sa réwne funkcyjnie.



