
Wyk lad 11

Pierścienie wielomianów

1 Konstrukcja pierścienia wielomianów

Niech P b ↪edzie dowolnym niezerowym pierścieniem. Oznaczmy przez P [x] zbiór wszyst-

kich nieskończonych ci ↪agów

f = (f0, f1, f2, . . .) (1)

takich, że fi ∈ P dla i = 0, 1, . . . oraz 0 = fk = fk+1 = fk+2 = . . . dla pewnego k.

Elementy zbioru P [x] nazywamy wielomianami zmiennej x o wspó lczynnikach z pier-

ścienia P . Przyjmujemy umow ↪e, że jeśli wielomian nazywa si ↪e g, to g = (g0, g1, . . .), czyli

g0, g1, . . . s ↪a jego kolejnymi wspó lczynnikami. Przy tych oznaczeniach dla wielomianów

f, g ∈ P [x] mamy

f = g ⇐⇒ fi = gi dla każdego i = 0, 1, 2, . . . . (2)

Wielomian 0 = (0, 0, . . .) nazywamy zerowym, zaś 1 = (1, 0, 0, . . .) nazywamy jedynko-

wym. Jeżeli 0 = f1 = f2 = . . ., to wielomian f nazywamy sta lym. Wyrazem wolnym

wielomianu f postaci (1) jest wspó lczynnik f0. Jeżeli f 6= 0, to istnieje najwi ↪eksze n

takie, że fn 6= 0 i wówczas n nazywamy stopniem wielomianu f i piszemy st(f) = n, zaś

fn nazywamy najstarszym wspó lczynnikiem tego wielomianu. Ponadto przyjmujemy, że

st(0) = −∞ oraz −∞ < n dla n = 0, 1, . . . i (−∞) + n = (−∞) + (−∞) = −∞ dla

n = 0, 1, . . ..

Jeżeli f, g ∈ P [x], to istniej ↪a k, l ∈ N0 takie, że fj = 0 dla wszystkich j > k oraz

gj = 0 dla wszystkich j > l. Zatem dla wszystkich j > max{k, l} jest fj + gj = 0,

sk ↪ad (f0 + g0, f1 + g1, . . .) ∈ P [x]. Możemy wi ↪ec zdefiniować w naturalny sposób sum ↪e

wielomianów f, g ∈ P [x] jako wielomian f+g = (f0+g0, f1+g1, . . .). Wówczas z naszych

rozważań mamy, że dla dowolnych wielomianów f, g ∈ P [x]:

st(f + g) 6 max{st(f), st(g)}. (3)

Jeżeli zaś st(f) < st(g), to oczywíscie st(f + g) = st(g).

Z określenia dodawania wielomianów  latwo wynika, że system algebraiczny (P [x],+, 0)

jest grup ↪a abelow ↪a, przy czym wielomianem przeciwnym do wielomianu f jest wielomian

−f = (−f0,−f1, . . .).
Iloczynem wielomianów f, g ∈ P [x] nazywamy ci ↪ag

f · g = (f0g0, f0g1 + f1g0, f0g2 + f1g1 + f2g0, . . .). (4)
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Zatem dla każdego n = 0, 1, . . .

(f · g)n =
n∑

i=0

fign−i =
∑
i+j=n

figj. (5)

Zauważmy, że f ·g ∈ P [x]. Rzeczywíscie, istniej ↪a k, l ∈ N0 takie, że fi = 0 dla wszystkich

i > k oraz gj = 0 dla wszystkich j > l. Weźmy dowolne n > k+ l oraz i, j ∈ N0 takie, że

i + j = n. Jeśli i > k, to fi = 0, wi ↪ec figj = 0; jeśli zaś i 6 k, to j = n − i > n − k >
k + l− k = l, wi ↪ec gj = 0, czyli figj = 0. St ↪ad dla n > k + l jest (f · g)n =

∑
i+j=n

figj = 0

i f · g ∈ P [x].

Jeżeli fi = 0 dla i = 1, 2, . . . to ze wzoru (5) mamy

(f0, 0, 0, . . .) · (g0, g1, . . .) = (f0g0, f0g1, f0g2, . . .). (6)

Jeżeli zaś f1 = 1 oraz fi = 0 dla i = 0, 2, 3, . . . to ze wzoru (5) wynika, że

(0, 1, 0, 0, . . .) · (g0, g1, . . .) = (0, g0, g1, . . .). (7)

Niech teraz f, g ∈ P [x] \ {0} i n = st(f), m = st(g). Wtedy z wcześniejszych wyliczeń

mamy, że (f · g)k = 0 dla wszystkich k > n+m. St ↪ad i z (5) mamy

∀f,g∈P [x] st(f · g) 6 st(f) + st(g). (8)

Stwierdzenie 11.1. Niech f, g ∈ P [x]\{0} b ↪ed ↪a takie, że najstarszy wspó lczynnik wie-

lomianu f lub najstarszy wspó lczynnik wielomianu g jest elementem regularnym pierście-

nia P . Wtedy st(f · g) = st(f) + st(g) oraz najstarszy wspó lczynnik wielomianu f · g jest

iloczynem najstarszych wspó lczynników wielomianów f i g.

Dowód. Oznaczmy n = st(f), m = st(g). Weźmy dowolne i, j ∈ N0 takie, że

i + j = n + m. Jeśli i < n, to j = n + m − i > m, sk ↪ad gj = 0 oraz figj = 0. Jeśli

i > n, to fi = 0, wi ↪ec figj = 0. Zatem ze wzoru (5), (f · g)n+m = fngm 6= 0, bo fn 6= 0,

gm 6= 0 oraz fn lub gm jest elementem regularnym. St ↪ad ze wzoru (8) wynika teza naszego

stwierdzenia. �

Wniosek 11.2. Jeżeli P jest dziedzin ↪a ca lkowitości, to dla dowolnych f, g ∈ P [x]

st(f · g) = st(f) + st(g). �

Ze wzorów (4) i (5) wynika od razu, że mnożenie wielomianów jest przemienne. Na-

tomiast ze wzoru (6) wynika od razu, że 1 = (1, 0, 0, . . .) jest elementem neutralnym

mnożenia wielomianów.

2



Teraz udowodnimy, że mnożenie wielomianów jest rozdzielne wzgl ↪edem ich dodawania

oraz mnożenie wielomianów jest  l ↪aczne. W tym celu weźmy dowolne f, g, h ∈ P [x].

Wtedy dla n ∈ N0 mamy

(f · (g + h))n =
∑
i+j=n

fi(g + h)j =
∑
i+j=n

fi(gj + hj) =

=
∑
i+j=n

(figj + fihj) =
∑
i+j=n

figj +
∑
i+j=n

fihj = (f · g)n + (f · h)n,

sk ↪ad f · (g + h) = f · g + f · h.

Ponadto ((f · g) · h)n =
∑
i+j=n

(f · g)ihj =
∑
i+j=n

∑
s+t=i

(fsgt)hj =
∑

s+t+j=n

(fsgt)hj =∑
s+t+j=n

fs(gthj) oraz (f ·(g·h))n =
∑

s+k=n

fs(g · h)k =
∑

s+k=n

∑
t+j=k

fs(gthj) =
∑

s+t+j=n

fs(gthj),

wi ↪ec f · (g · h) = (f · g) · h. W ten sposób udowodnilísmy nast ↪epuj ↪ace

Twierdzenie 11.3. System algebraiczny (P [x],+, ·, 0, 1) tworzy pierścień.

Ten pierścień nazywamy pierścieniem wielomianów zmiennej x o wspó lczynnikach z

pierścienia P .

Ze wzorów (3) i (6) wynika od razu, że przekszta lcenie φ:P → P [x] dane wzorem

φ(a) = (a, 0, 0, . . .) (9)

jest różnowartościowym homomorfizmem pierścieni. Z tego powodu można dokonać

utożsamienia

(a, 0, 0, . . .) ≡ a dla a ∈ P. (10)

Przy takim utożsamieniu P jest podpierścieniem pierścienia P [x].

Wprowadźmy teraz oznaczenie:

x = (0, 1, 0, 0, . . .). (11)

Wówczas ze wzoru (7) przez indukcj ↪e uzyskamy, że

xn = (0, 0, . . . , 0,
n

1, 0, . . .) dla n = 0, 1, . . . . (12)

Rzeczywíscie, dla n = 0 nasz wzór zachodzi, bo x0 = 1 = (
0

1, 0, 0, . . .). Za lóżmy, że dla

pewnego n ∈ N0 jest xn = (0, 0, . . . ,
n

1, 0, . . .). Ponieważ xn+1 = x · xn, wi ↪ec st ↪ad i ze

wzoru (7) mamy, że xn+1 = (0, 0, . . . , 0,
n+1

1 , 0, . . .), co kończy dowód.

Niech f ∈ P [x] b ↪edzie wielomianem stopnia n ≥ 1. Wtedy fn 6= 0 oraz fi = 0 dla

każdego i > n+ 1. Ponadto ze wzorów (6) i (12) mamy, że

(fk, 0, 0, . . .)·xk = (0, . . . , 0,
k

fk, 0, . . .) dla k = 1, 2, . . ., wi ↪ec f = (f0, 0, 0, . . .)+(0, f1, 0, . . .)+
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. . .+(0, 0, . . . , fn, 0, . . .) ≡ f0+f1x+f2x
2+ . . .+fnx

n. Ponieważ dla wielomianu sta lego f

jest f ≡ f0, wi ↪ec dla dowolnego wielomianu f ∈ P [x] stopnia n ≥ 0 mamy utożsamienie:

f ≡ f0 + f1x+ f2x
2 + . . .+ fnx

n. (13)

Otrzymujemy w ten sposób naturaln ↪a notacj ↪e dla wielomianów z pierścienia P [x]. Przy

tej notacji możemy powiedzieć, że wielomiany f, g ∈ P [x] s ↪a równe wtedy i tylko wtedy,

gdy st(f) = st(g) oraz fi = gi dla każdego i.

Twierdzenie 11.4. Pierścień P jest dziedzin ↪a ca lkowitości wtedy i tylko wtedy, gdy

pierścień P [x] jest dziedzin ↪a ca lkowitości.

Dowód. ⇒. Ponieważ P jest podpierścieniem pierścienia P [x] i P jest dziedzin ↪a

ca lkowitości, wi ↪ec 0 6= 1 w P , sk ↪ad 1 6= 0 w P [x]. Jeśli f, g ∈ P [x] s ↪a takie, że f · g = 0,

to z Wniosku 11.2, −∞ = st(f) + st(g), sk ↪ad st(f) = −∞ lub st(g) = −∞, czyli f = 0

lub g = 0. Zatem P [x] jest dziedzin ↪a ca lkowitości.

⇐. Ponieważ 1 6= 0 w P [x] i P jest podpierścieniem P [x], wi ↪ec 1 6= 0 w P . Jeśli

f, g ∈ P s ↪a takie, że f · g = 0, to f · g = 0 w P [x], sk ↪ad f = 0 lub g = 0. Zatem P jest

dziedzin ↪a ca lkowitości. �

Twierdzenie 11.5. Jeżeli P jest dziedzin ↪a ca lkowitości, to (P [x])∗ = P ∗.

Dowód. Niech f ∈ (P [x])∗. Wtedy istnieje g ∈ P [x] takie, że f · g = 1, sk ↪ad z

Wniosku 11.2, st(f) + st(g) = 0, wi ↪ec st(f) = st(g) = 0. Zatem f, g ∈ P i f · g = 1, czyli

f ∈ P ∗. Jeżeli zaś f ∈ P ∗, to istnieje g ∈ P takie, że f · g = 1, sk ↪ad f ∈ (P [x])∗. �

Wniosek 11.6. Pierścień P [x] nigdy nie jest cia lem.

Dowód. Za lóżmy, że dla pewnego pierścienia P pierścień P [x] jest cia lem. Wtedy

P jako podpierścień P [x] jest dziedzin ↪a ca lkowitości, wi ↪ec na mocy Twierdzenia 11.5,

(P [x])∗ ⊆ P . Ale P [x] jest cia lem, wi ↪ec st ↪ad x ∈ P i mamy sprzeczność. �

Przyk lad 11.7. Za lóżmy, że w pierścieniu P istnieje niezerowy element a taki, że

a2 = 0. Wtedy w pierścieniu P [x] dla każdego n = 1, 2, . . . mamy, że (1+axn)·(1−axn) =

1 − a2x2n = 1 − 0 · x2n = 1. Zatem w pierścieniu P [x] istniej ↪a wielomiany odwracalne

dowolnego stopnia n > 1. Oznacza to, że dla takich pierścieni P Twierdzenie 11.5 nie

jest prawdziwe. Przyk ladem takiego pierścienia P jest Z4.

Definicja 11.8. Wartości ↪a wielomianu f = f0 + f1x + . . . + fnx
n ∈ P [x] w punkcie

a ∈ P nazywamy f(a) = f0 + f1a+ . . .+ fna
n.

Definicja 11.9. Pierwiastkiem wielomianu f ∈ P [x] nazywamy takie a ∈ P , że

f(a) = 0.

Definicja 11.10. Wielomiany f, g ∈ P [x] nazywamy równymi funkcyjnie, jeżeli

f(a) = g(a) dla każdego a ∈ P .
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Przyk lad 11.11. Niech p b ↪edzie dowoln ↪a liczb ↪a pierwsz ↪a i niech P = Zp. Wówczas

P jest cia lem i na mocy Ma lego Twierdzenia Fermata, ap = a dla każdego a ∈ P .

Wobec tego wielomiany f = xp i g = x s ↪a równe funkcyjnie, ale nie s ↪a one równe, bo

st(f) = p > 1 = st(g). Z tego powodu wielomiany nad dowolnym pierścieniem P nie

zawsze mog ↪a być traktowane jako funkcje wielomianowe z pierścienia P w pierścień P .

2 Homomorfizmy na pierścieniach wielomianów

Twierdzenie 11.12. Niech f :P → A b ↪edzie homomorfizmem pierścienia P w pierścień

A i niech a ∈ A. Wtedy przekszta lcenie F :P [x]→ A dane wzorem

F ((w0, w1, . . .)) = f(w0) + f(w1)a+ f(w2)a
2 + . . . (14)

jest homomorfizmem pierścienia P [x] w pierścień A oraz (Ker(f)) ⊆ Ker(F ). Jeżeli

dodatkowo f jest ,,na”, to F też jest ,,na”.

Dowód. Ponieważ istnieje n takie, że wi = 0 dla wszystkich i > n, wi ↪ec f(wi) = 0

dla i > n i wzór (14) ma sens. Ze wzoru (14) mamy, że F (1) = F ((1, 0, 0, . . .)) =

f(1) + f(0)a + f(0)a2 + . . . = f(1) = 1 oraz F (w + u) = F (w) + F (u) dla dowolnych

w, u ∈ P [x]. Ponadto dla w, u ∈ P [x] jest (w · u)n =
∑
i+j=n

wiuj dla n = 0, 1, . . . oraz

istnieje m takie, że dla wszystkich k > m: (w · u)k = 0, sk ↪ad f((w · u)k) = 0 dla k > m.

Ponadto

F (w · u)=f(w0u0) + f(w0u1 + w1u0)a+ . . .+ f(
∑
i+j=n

wiuj)a
n + . . . =

= f(w0)f(u0) + [f(w0)f(u1) + f(w1)f(u0)]a+ . . .+
∑
i+j=n

f(wi)f(uj)a
n + . . .

oraz

F (w) · F (u) = [f(w0) + f(w1)a+ . . .] · [f(u0) + f(u1)a+ . . .] =

= f(w0)f(u0) + [f(w0)f(u1) + f(w1)f(u0)]a+ . . .+

+[f(w0)f(un) + f(w1)f(un−1) + . . .+ f(wn)f(u0)]a
n + . . .

wi ↪ec F (w · u) = F (w) · F (u) dla dowolnych w, u ∈ P [x]. Zatem F jest homomorfizmem

pierścieni. Jeżeli b ∈ Ker(f), to f(b) = 0, wi ↪ec dla w ∈ P [x] jest F (b ·w) = F (b) ·F (w) =

f(b) · F (w) = 0 · F (w) = 0, sk ↪ad b · w ∈ Ker(F ). Zatem (Ker(f)) ⊆ Ker(F ). Jeżeli

f jest ,,na”i y ∈ A, to istnieje b ∈ P takie, że f(b) = y, sk ↪ad F (b) = F ((b, 0, 0, . . .)) =

f(b) + 0 · a+ . . . = y, wi ↪ec F jest ,,na”. �

Twierdzenie 11.13. Niech a b ↪edzie ustalonym elementem pierścienia P . Wtedy prze-

kszta lcenie F :P [x] → P dane wzorem F (w) = w(a) dla w ∈ P [x] jest homomorfizmem

pierścienia P [x] na pierścień P o j ↪adrze (x− a). W szczególności
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P [x]/(x− a) ∼= P .

Dowód. Przekszta lcenie f :P → P dane wzorem f(p) = p dla p ∈ P jest homo-

morfizmem pierścienia P ,,na”pierścień P . Zatem na mocy Twierdzenia 11.12, F jest

homomorfizmem pierścienia P [x] ,,na”pierścień P . Zatem z twierdzenia o izomorfizmie

P [x]/Ker(F ) ∼= P . Ponadto F (x − a) = a − a = 0, wi ↪ec x − a ∈ Ker(F ), sk ↪ad

(x − a) ⊆ Ker(F ). Niech teraz w ∈ Ker(F ). Wtedy w = a0 + a1x + . . . + anx
n dla

pewnych a0, a1, . . . , an ∈ P oraz a0 + a1a+ . . .+ ana
n = 0. St ↪ad

w = (a0 + a1x+ . . .+ anx
n)− (a0 + a1a+ . . .+ ana

n) =

= a1(x− a) + a2(x
2 − a2) + . . .+ an(xn − an).

Ale xk − ak = (x− a)(xk−1 + xk−2a+ . . .+ xak−2 + ak−1) dla k = 1, . . . , n, sk ↪ad wynika,

że w ∈ (x− a). Zatem Ker(F ) = (x− a) oraz P [x]/(x− a) ∼= P . �

Z Twierdzenia 11.13 i ze Stwierdzenia 10.27 otrzymujemy od razu nast ↪epuj ↪acy

Wniosek 11.14. Niech a b ↪edzie ustalonym elementem pierścienia P . Wówczas dla

dowolnych wielomianów w1, w2, . . . , wn ∈ P [x] zachodz ↪a wzory:

(i) (w1 · w2 · . . . · wn)(a) = w1(a) · w2(a) · . . . · wn(a),

(ii) (w1 + w2 + . . .+ wn)(a) = w1(a) + w2(a) + . . .+ wn(a). �

Twierdzenie 11.15. Niech f :A→ B b ↪edzie homomorfizmem pierścienia A w pierścień

B. Wówczas przekszta lcenie F :A[x]→ B[x] dane wzorem

F (a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = f(a0) + f(a1)x+ . . .+ f(an)xn (15)

dla a0, . . . , an ∈ A, n = 0, 1, . . . jest homomorfizmem pierścienia A[x] w pierścień B[x].

Ponadto Ker(F ) = (Ker(f)) oraz jeżeli f jest ,,na”, to F też jest ,,na”.

Dowód. Ponieważ B jest podpierścieniem pierścienia B[x], wi ↪ec f jest homomorfi-

zmem pierścienia A w pierścień B[x]. Podstawiaj ↪ac a = x w Twierdzeniu 11.12 uzy-

skamy, że przekszta lcenie F dane wzorem (15) jest homomorfizmem pierścienia A[x] w

pierścień B[x] oraz (Ker(f)) ⊆ Ker(F ). Niech w ∈ Ker(F ). Wtedy istniej ↪a a0, . . . , an ∈
A takie, że w = a0 + a1x + . . . + anx

n oraz f(a0) + f(a1)x + . . . + f(an)xn = 0 oraz

f(ai) ∈ B dla i = 0, 1, . . . , n, sk ↪ad f(ai) = 0, czyli ai ∈ Ker(f) dla i = 0, . . . , n. Zatem

w ∈ (Ker(f)). St ↪ad Ker(F ) = (Ker(f)). Za lóżmy, że f jest ,,na”i weźmy dowolne

b0, . . . , bn ∈ B. Wtedy istniej ↪a a0, . . . , an ∈ A takie, że bi = f(ai) dla i = 0, . . . , n, sk ↪ad

b0 + b1x+ . . .+ bnx
n = F (a0 + a1x+ . . .+ anx

n), czyli F jest ,,na”. �

Stwierdzenie 11.16. Dla dowolnego elementu a pierścienia P przekszta lcenie

F :P [x]→ P [x] dane wzorem F (a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = a0 + a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n

dla a0, a1, . . . , an ∈ P , n ∈ N0, jest automorfizmem pierścienia P [x]. Ponadto st(w) =

= st(F (w)) dla każdego w ∈ P [x].
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Dowód. Z Twierdzenia 11.12 przekszta lcenie F jest homomorfizmem pierścieni. Po-

nadto z tego samego twierdzenia wynika, że przekszta lcenie G:P [x]→ P [x] dane wzorem

G(a0 + a1x + . . . + anx
n) = a0 + a1(x + a) + . . . + an(x + a)n dla a0, a1, . . . , an ∈ P ,

n ∈ N0, jest homomorfizmem pierścieni. Ponadto dla dowolnych a0, a1, . . . , an ∈ P ,

n ∈ N0 mamy, że (G ◦F )(a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = G(a0 + a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n) =

G(a0)+G(a1(x−a))+. . .+G(an(x−a)n) = a0+G(a1)·G(x−a)+. . .+G(an)·[G(x−a)]n =

a0 + a1 · (x+ a− a) + . . .+ an · [(x+ a− a)]n = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, wi ↪ec G ◦F = idP [x].

Podobnie pokazujemy, że F ◦G = idP [x]. Zatem G jest przekszta lceniem odwrotnym do

F , sk ↪ad F jest bijekcj ↪a. Zatem F jest automorfizmem pierścienia P [x].

Jeśli 0 6= w ∈ P [x], to w = a0 +a1x+ . . .+anx
n dla pewnych a0, a1, . . . , an ∈ P , an 6= 0

i dla pewnego n ∈ N0. St ↪ad F (w) = a0 + a1(x − a) + . . . + an(x − a)n. Ale dla k ∈ N0

mamy, że st((x− a)k) = k, sk ↪ad st(a0 + a1(x− a) + . . .+ an−1(x− a)n−1) < n. Ponadto

an 6= 0, wi ↪ec st(an(x− a)n) = n i wobec tego st(F (w)) = n, czyli st(F (w)) = st(w). W

końcu, st(F (0)) = st(0), bo F (0) = 0. �

Przyk lad 11.17. W pierścieniu Z12[x] znajdziemy idea l maksymalny oraz znajdziemy

idea l pierwszy, który nie jest maksymalny. Z Zagadki 7 z Wyk ladu 10 przekszta lcenie

a 7→ [a]2 dla a ∈ Z12 jest homomorfizmem pierścienia Z12 na pierścień Z2 i jego j ↪adrem

jest (2) = {0, 2, 4, 6, 8, 10}. Zatem z Twierdzenia 11.15 przekszta lcenie F :Z12[x]→ Z2[x]

dane wzorem

F (a0 + a1x+ . . .+ anx
n) = [a0]2 + [a1]2x+ . . .+ [an]2x

n

dla dowolnych a0, a1, . . . , an ∈ Z12 i dowolnego n ∈ N0, jest homomorfizmem pierścienia

Z12[x] na pierścień Z2[x], który na mocy Twierdzenia 11.4 jest dziedzin ↪a ca lkowitości

(gdyż Z2 jest cia lem, bo 2 jest liczb ↪a pierwsz ↪a) i nie jest cia lem na mocy Wniosku 11.6.

Ponadto z Twierdzenia 11.15 mamy, że Ker(F ) = ({0, 2, 4, 6, 8, 10}) = (2). Zatem z

Wniosku 10.30 idea l (2) = {2 · w : w ∈ Z12[x]} jest idea lem pierwszym, ale nie jest

idea lem maksymalnym w pierścieniu Z12[x].

Z Twierdzenia 11.13 mamy, że przekszta lcenie g:Z2[x]→ Z2 dane wzorem g(w) = w(0)

dla w ∈ Z2[x], jest homomorfizmem pierścieni i g jest ”na”. Ze Stwierdzenia 10.24,

G = g◦F jest homomorfizmem pierścienia Z12[x] na cia lo Z2. Zatem z Wniosku 10.30 idea l

Ker(G) jest maksymalny. Ale dla dowolnego wielomianu w = a0+a1x+. . .+anx
n ∈ Z12[x]

mamy, że G(w) = g([a0]2 + [a1]2x + . . . + [an]2x
n) = [a0]2, wi ↪ec Ker(G) = {a0 + a1x +

. . .+ anx
n ∈ Z12[x] : [a0]2 = 0}, sk ↪ad Ker(G) = (2, x).

Zagadka 1. Podaj przyk lad pierścienia P i takiego jego w laściwego podpierścienia A,

że A ∼= P .

Zagadka 2. Udowodnij, że (Z6[x])∗ = Z∗6.

Zagadka 3. Podaj przyk lad nieskończonego pierścienia P takiego, że P ∗ = {1}.
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Zagadka 4. Podaj przyk lad wielomianu odwracalnego f ∈ Z75[x] stopnia 2014.

Zagadka 5. W pierścieniu Z143[x] wskaż idea l maksymalny i idea l pierwszy, który nie

jest maksymalny.

Zagadka 6. Udowodnij, że S = {a + x2f : a ∈ Z, f ∈ Z[x]} jest podpierścieniem

pierścienia Z[x]. Czy x ∈ S?

Zagadka 7. Niech P b ↪edzie niezerowym pierścieniem skończonym. Znajdź wielomian

f ∈ P [x] dodatniego stopnia taki, że wielomiany f i 0 s ↪a równe funkcyjnie.
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