Wyklad 12
Wazne pierscienie

1 Dzielenie wielomianow

Definicja 12.1. Niech P bedzie pierécieniem, ktéry moze nie by¢ dziedzina catkowi-
tosci. Powiemy, ze w pierécieniu P[z] jest wykonalne dzielenie z reszta przez wielomian
f € Plx], jezeli dla kazdego wielomianu g € P[z| istnieje dokladnie jedna para (g,r)
wielomianéw ¢, r € P[z] taka, ze g = ¢ - f + r oraz st(r) < st(f).

Uwaga 12.2. Poniewaz st(0) = —oo, wiec w powyzszej definicji f # 0. Ponadto
wielomian r nazywamy resztq, za$ ¢ nazywamy niepetnym ilorazem z dzielenia wielomianu
g przez wielomian f.

Twierdzenie 12.3. Dia dowolnego pierscienia P i dla dowolnego wielomianu f € Plz]
rownowazne sqg warunki:

(i) w pierscieniu Plx] jest wykonalne dzielenie z resztq przez wielomian f;

(71) nagstarszy wspdtczynnik wielomianu f jest elementem odwracalnym w P.

Dowdd. Niech st(f) = n i niech a bedzie najstarszym wspotczynnikiem wielomianu
f. (i) = (i7). Jezeli a jest dzielnikiem zera w pierécieniu P, to istnieje 0 # b € P takie,
ze b-a=0. Wtedy st(bf) <norazbf =b-f+0=0-f+bfi(b0)# (0,bf) oraz
st(0) < n, wiec mamy sprzecznosé. Zatem a jest elementem regularnym w pierécieniu P.
Z zalozenia istnieja wielomiany ¢,r € P|x] takie, ze 2™ = ¢ - f + r oraz st(r) < n. Stad
q # 01 ze Stwierdzenia 11.1 mamy, ze st(q - f) = st(q) + st(f) = st(q) +n > st(r), wiec
n = st(q)+n, czyli st(q) = 0. Zatem q € P i q # 0 oraz ze Stwierdzenia 11.1 najstarszym
wspotczynnikiem wielomianu q - f + r jest qa, wiec gqa = 1, skad a € P*.

(i1) = (7). Istnieje b € P takie, ze ab =11 a jest elementem regularnym w pierscieniu
P. Niech q1, g2, 71,72 € Plx] beda takie, ze st(ry), st(rs) <noraz q. - f+r1 =qa- f +79.
Wtedy (¢1 — @q2) - f = ro — r1. Ale ze Stwierdzenia 11.1 jest st((¢1 — q2) - f) = st(q1 —
q@2) + st(f) = st(q1 — q2) + n oraz st(ry — r1) < n, wiec stad st(q1 — q2) = —o0, czyli
¢ —q2 = 0. Zatem 1o —ry = 0 oraz ro = r1 1 g2 = q1, a wiec (qa,72) = (q1,71). W ten
sposéb wykazaliSmy jednoznacznos¢ reszty i niepelnego ilorazu.

Zalézmy teraz, ze pewien wielomian z Plx| nie jest podzielny z reszta przez wielomian
f. Wtedy istnieje wielomian g € P[z] najnizszego stopnia m niepodzielny z reszta przez
wielomian f. Jezeli m < n, to g =0- f + g i mamy sprzecznos$¢. Zatem m > n. Niech ¢
bedzie najstarszym wspotczynnikiem wielomianu g i niech h = g — cbx™ " f. Poniewaz ze
Stwierdzenia 11.1 jest st(cbx™ " f) = m—n+n = m inajstarszy wspélczynnik wielomianu
cbx™ =" f jest rowny cba = c¢-1 = ¢, wiec st(h) < m. Z minimalnosci m wynika, ze istnieja



wielomiany ¢, r € P|x] takie, ze h = q;- f+ 711 st(r) <n, skad g = (cba™ " +q)- f + .
Zatem mamy sprzecznos¢. [

Uwaga 12.4. Algorytm dzielenia wielomianéw z reszta znany ze szkoly sredniej jest
dobry dla dowolnego pierscienia wielomiandw.

Uwaga 12.5. Wielomian f € P[z]| o najstarszym wspétczynniku réwnym 1 nazywamy
wielomianem unormowanym. Poniewaz 1 € P* wiec z Twierdzenia 12.3 w pierscieniu
P[z] jest wykonalne dzielenie z reszta przez wielomiany unormowane.

Twierdzenie 12.6. (Bezout). Dla dowolnego wielomianu g € P[z] i dla dowolnego
a € P reszta z dzielenia wielomianu g przez dwumian x — a jest rowna g(a), tzn. istnieje
wielomian q € Plx] taki, Ze g = q- (x — a) + g(a).

Dowéd. Z Uwagi 12.5 istnieja ¢, € Plx| takie, ze g = ¢+ (x —a) +7rist(r) < 1=
st(r — a). Stad r € P i na mocy Wniosku 11.14, g(a) = ¢(a) - (a —a) + 7 = r, czyli
r=g(a)ig=gq-(r—a)+g(a). O

Definicja 12.7. Niech f,g € P[x]. Powiemy, ze wielomian f dzieli wielomian g w
pierscieniu P[z] i piszemy f | g, jezeli istnieje wielomian h € P[z] taki, ze g = f - h.

Whiosek 12.8. Dla dowolnego wielomianu g € Plx] i dla dowolnego a € P mamy
r —a | g wpierdcieniu Plz] < g(a) = 0.

Dowéd. Jezeli © —a | g w pierécieniu P[x], to istnieje ¢ € P|x] takie, ze g = ¢- (z —a),
skad na mocy Wniosku 11.14, g(a) = ¢g(a) - (a —a) = 0. Na odwrét, niech g(a) = 0.
Wtedy z Twierdzenia 12.6 istnieje g € P|x] takie, ze g = q - (x —a), czylix —a | g. O

Stwierdzenie 12.9. Niech ay,...,a, beda parami roinymi elementami dziedziny
catkowitosci P. Wowczas dla dowolnego wielomianu f € Plx| réwnowazne sa warunki:

(i) (x —ay) ... (x —ay) | f w pierscieniu Plx];

(ii) flar) = ... = flan) = 0.

Dowdéd. (i) = (ii). Z zalozenia istnieje h € Plx] taki, ze f = h-(x—ay)-... - (x —a,),
skad na mocy Wniosku 11.14, f(a;) = h(a;) - (a; —ay) - ... - (a; —a;) - ... (a; —ap) =0
dlai=1,...,n.

(17) = (). Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika od razu z Wniosku
12.8. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n i niech aq,...,a,+1 beda
parami réznymi elementami pierscienia P takimi, ze f(a;) = ... = f(ans1) = 0. Wtedy
z zalozenia indukcyjnego istnieje g € Plz] takie, ze f =g-(z —ay) - ... - (v —ay). Ale
na mocy Wniosku 11.14, 0 = f(an11) = g(any1) - (ane1 — a1) - ... - (a1 — ay), wiec
poniewaz P jest dziedzina catkowitosci, to g(a,+1) = 01z Wniosku 12.8 istnieje h € P[z]
taki, ze g = h- (x — apy1). Zatem f=h-(r—ay) ... - (x —a,) - (x — apy1), czyli
(x—ay) ...-(x—aps1) | f- O



Ze Stwierdzenia 12.9 i ze Stwierdzenia 11.1 otrzymujemy natychmiast nastepujacy

Whniosek 12.10. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci i niech n € N. Wowczas kazdy
wielomian f € Plz] stopnia n posiada co najwyzej n réznych pierwiastkéw w pierscieniu
pP. O

Whniosek 12.11. Niech P bedzie nieskoriczong dziedzing catkowitosci. Wowczas wie-
lomiany f,g € Plx] réwne funkcyjnie sa réwne.

Dowéd. 7 zalozenia f(a) = g(a) dla kazdego a € P, wiec na mocy Wniosku 11.14,
(f —g)(a) = 0 dla kazdego a € P. Stad wielomian f — ¢g ma nieskoczenie wiele pier-
wiastkéw w pierécieniu P. Zatem z Wniosku 12.10, f —g =0, czyli f =¢. U

Stwierdzenie 12.12. Niech A bedzie podpierscieniem dziedziny caltkowitosci P oraz
niech najstarszy wspotczynnik wielomianu f € Alx| bedzie odwracalny w A. Wéwcezas dla
dowolnego g € Alz| z tego, Ze f | g w pierscieniu Plx] wynika, ze f | g w pierscieniu
Alx].

Dowdd. Z zalozenia istnieje h € P[z] takie, ze g = h - f. Z Twierdzenia 12.3 istnieja
q,r € Alz| takie, ze g = q - f 4+ r i st(r) < st(f). Zatem w pierscieniu P[z] jest
h-f4+0=gq-f+r, wiec z Twierdzenia 123, r =0ih=¢q. Stadg=q-fif|gw
pierscieniu Alz|. O

Twierdzenie 12.13. Niech f € P|x] bedzie wielomianem stopnian > 1 o najstarszym
wspotezynniku odwracalnym w pierscieniu P. Wowczas dla ideatu I = (f) ={f-g:g €
Plz|} pierscienia P[z] mamy

Plz)/T ={ap+ a1z + ...+ an_12" * +1:ag,ay,...,a, 1 € P} (1)
oraz dla dowolnych ag,...,a,_1,bg,...,b,_1 € P:
agp+ ...+ an_lx"_l + 1= bo +...+ bn_ll‘n_l + 1< Vi:O,...,n—l azzbz (2)

Dowéd. Niech g € Plz]. Wtedy z Twierdzenia 12.3 istnieja q,r € P[z] takie, ze
stir)y<norazg=¢q-f+r,skadg—r=q-f €1, wiec g+ I =r+ I. Ponadto istnieja
ag,ay,...,a,_1 € P takie, ze r = ag + a1 + ... + a, 12"}, co dowodzi wzoru (1).

We wzorze (2) implikacja < jest oczywista. Zalézmy, ze ag,...,a,-1,b0,...,bp_1 € P
iag+...+a, 12" '+ 1T =by+...+bp_ 12" 1+ 1. Wtedy (ag+...+an_ 12" ) —(bo+...+
b,_1z") € I, wiec istnieje g € P[x] takie, ze r = (ag—bo)+. ..+ (ap_1—by_1)z" ' = g- f,
skad 0 = g- f +(=r) = 0- f + 0, wiec z Twierdzenia 12.3, —r = 0, czyli a; = b; dla
1=0,1,...,n—1. 0

Przyklad 12.14. Zbudujemy tabelke mnozenia warstw w pierscieniu Zy[x]/I dla
I = (2% + z + 1) i uzasadnimy, ze ten pierécieni jest cialem 4-elementowym.



Na mocy Twierdzenia 12.13 kazdy element pierscienia Zs[x]/I mozna jednoznacznie
zapisa¢ w postaci a + bx + I dla pewnych a,b € Zy. Poniewaz Zo = {0, 1}, wiec pierscieni
Zs|x]/I ma doktadnie 2 -2 = 4 elementy i sa nimi warstwy: 0+, 1+ 1, x+1, 1+z+1I.
Ale 2’ +ax+1¢e€l, wieca?+]=—-1—a2+I=14+2+1, bo—-1=1wZ, Stad
(z+D)-(z+)=2*>+T=1+a+1, (x+1) - A+z+)=z(l+a)+[=x+2°+1=
r+l+ax+I=141Ibor+z=(14+1Dzr=0-2=0,¢gdyz 1+ 1=0w Zy. Dalej,
A+xz+1)-A+z+1)=0+z2?*+I=1+2>°+T=1+1+xz+1=x+1, bo
2r = (14 1)z = 0-2 = 0. Uwzgledniajac to, ze 0+ I jest elementem zerowym, a 1 + [
jest jedynka pierscienia Zs[z]/I mamy nastepujaca tabelke mnozenia w tym pierscieniu:

0+1 1+17 x+1 1l+x+1
0+1 0+1 0+1 0+1 0+1
1+17 0+ 1 1+17 x4+ 1 1l+ax+1
x+1 0+1 x+1 1+ax+1 1+1
l4+2+1|04+1|1+2+1 1+17 x+1

z ktérej wynika, ze kazdy niezerowy element pierscienia 4-elementowego Zs|x]/I jest
elementem odwracalnym. Stad pierscien Zs[z|/I jest cialem 4-elementowym.

2 Dziedziny idealow gléwnych

Definicja 12.15. Dziedzing idealéw gltdwnych (w skrécie: d.i.g.) nazywamy dziedzine
catkowitosci, w ktérej kazdy ideal jest idealem gléwnym.

Przyklad 12.16. Na mocy Przykladu 10.9 pierscien liczb calkowitych Z jest dziedzina
ideatow gléwnych. Ponadto z Zagadki 1 z wyktadu 10 wynika, ze kazdy podpierscien
ciala liczb wymiernych jest dziedzina idealéw gléwnych.

Przyklad 12.17. Ze Stwierdzenia 10.4 wiemy, ze wszystkimi idealami ciala K sa
{0} =(0) i K = (1). Zatem kazde cialo jest dziedzina idealéw gléwnych.

Twierdzenie 12.18. Dia dowolnego ciala K pierscienn K[z| jest dziedzing ideatow
gtownych.

Dowéd. Z Twierdzenia 11.4 pierécien K|[z] jest dziedzina catkowitosci. Niech I <1 K[z].
Jesli I = {0}, to I = (0). Niech dalej I # {0}. Wtedy w zbiorze I\ {0} istnieje wielomian
f minimalnego stopnia n. Stad (f) C I, bo f € I. Jezeli g € I, to z Twierdzenia 12.3
istnieja ¢, € Klx] takie, ze g = q- f+rist(r) <n. Aler =g—q-f € I, wiec z
minimalnosci n jest r =0, czyli g = ¢~ f € (f). Zatem I C (f) i ostatecznie I = (f). O

Twierdzenie 12.19. W dziedzinie ideatow gtownych kazdy niezerowy ideat pierwszy
jest ideatem maksymalnym.



Dowéd. Niech I # {0} bedzie idealem pierwszym dziedziny idealéw gtéwnych P.
Woéwezas I # P iistnieje a € P takie, ze I = (a). Ale I # {0}, wiec a # 0. Niech J < P
il C J. Wéwcezas istnieje b € P takie, ze J = (b). Gdyby b € I, to J = (b) C I, skad
I = J i mamy sprzecznosé. Zatem b ¢ I. Dalej, a € (a) =1 C J = (b), wiec istnieje
t € P takie, ze a = b-t. Stad b-t € I i b & I, wiec z pierwszosci ideatu I, t € I i
istnieje z € P takie, ze t = a-x. Zatem a =b-a-xia # 0 oraz P jest dziedzina, wiec
1=0b-2€ J,skad J = P. Zatem [ jest idealem maksymalnym pierscienia P. [

7 Twierdzen 12.18 i 12.19 mamy natychmiast nastepujacy

Whniosek 12.20. Dla dowolnego ciata K kazdy niezerowy ideal pierwszy piersScienia
K|[x] jest ideatem maksymalnym pierscienia Klz|. O

Twierdzenie 12.21. Jezeli [y C I, C I3 C ... sq ideatami dziedziny ideatow gtownych
P, to istnieje n takie, ze I, = I, 1 = 10 = .. ..

Dowdd. Niech I = U I,. Wtedy I, C I dlak =1,2,...,skad I # (). Wezmy dowolne
k=1
x,y € I. Wtedy istnieja k, [ € N takie, ze x € Iy, y € I, wiec dla m = max{k,[} mamy,

ze v,y € I, skad x —y € I,,, czyli x —y € I. Ponadto dla a € P jest ax € I}, wiec
ar € I. Zatem I < P i P jest d.i.g., wiec istnieje ¢ € P takie, ze I = (¢). Wtedy ¢ € I,
wiec istnieje n € N takie, ze ¢ € I,,, skad [ = (¢) C I,, C I, C I dla wszystkich & > n.
Zatem I, = I, dla wszystkich k£ > n. [

3 Arytmetyka dziedzin catkowitosci

Od tej pory o wszystkich omawianych pierscieniach bedziemy zakladali, ze sa one dzie-
dzinami catkowitosci.

Definicja 12.22. Niech a, b beda elementami pierécienia P. Powiemy, ze a dzieli b w
pierscieniu P, jezeli istnieje t € P takie, ze b = a - t. Piszemy wtedy a | b.

Przyklad 12.23. Niech k € Z, f € Z[z]. Pokazemy, ze k | f w Z[z] wtedy i tylko
wtedy, gdy k dzieli (w pierscieniu Z) wszystkie wspétezynniki wielomianu f. Mamy, ze
f=ao+ax+ ...+ a,z"™ dla pewnych ag, ay,...,a, € Z i pewnego n € Ny. Jesli kla; w
pierscieniu Z dla kazdego ¢« = 0,1,...,n, to istnieja liczby catkowite by, by, ..., b, takie,
zea; =k-b;dlai=0,1,...,n. Stad f =k -g, gdzie g = by + byx + ... + by2" € Zlz],
wiec k|f w pierécieniu Z[z].

Na odwrét, zalézmy, ze k|f w pierscieniu Z[z]. Wtedy istnieje h € Z|x] takie, ze
f=k-h. Aleh=cy+cix+...+cpx™ dla pewnych cg, ¢, ..., ¢, € Z i pewnego m € Ny,
wiec stad ap + a1z + ...+ ax" =k-co+ (k-ci)r+ ...+ (k- cp)z™. Wobec tego dla
kazdego i = 0,1,...,n mamy, ze a; = k - ¢;, czyli kla;. Zatem k dzieli (w pierscieniu Z)



wszystkie wspétezynniki wielomianu f.

Uwaga 12.24. Dla dowolnych elementéw a, b pierscienia P rownowazne sa warunki:

(i) a | b, (ii) b € (a), (iii) (b) C (a).

Dowéd. (i) = (ii). Istnieje t € P takie, ze b = at, skad b € (a).

(1) = (i1i). Istnieje t € P takie, ze b = at, skad dla z € P, bx = atx € (a), czyli
(5) € (a).

(17i) = (i). Poniewaz b € (b) i (b) C (a), wiec b € (a) i istnieje t € P takie, ze b = at,
skad a | b. O

Definicja 12.25. Powiemy, ze elementy a, b pierscienia P sa stowarzyszone w P i
piszemy a ~ b, jezelia | bib|a w P.

Uwaga 12.26. Dla dowolnych elementow a, b pierscienia P rownowazne sa warunki:

(i) a ~ b, (ii) (a) = (b), (iii) Fuep a = bu, (iv) Jpep b = av.

Dowéd. Z Uwagi 12.24 mamy, ze (a) = (b) < [(a) € (b) i (b) C (a)] < (b|aia |
b) < a ~ b. Dalej, dla u € P* istnieje v € P* takie, ze uv = 1, skad wynika natychmiast
réwnowaznosé¢ warunkéw (i) i (iv).

(1) = (vit). Niech a ~b. Wtedy a | bib | a, wiec istnieja x,y € P takie, ze b = az i
a=by. Jeslib=0,toa=0-y=01wystarczy wzia¢ u = 1. Jedli zas b # 0, to b = byz,
skad 1 = yz, wiec y € P* i wystarczy wzia¢ u = y.

(731) = (7). Niech a = bu dla pewnego u € P*. Wtedy b | a i istnieje v € P* takie, ze
b= av, skad a | b. Zatem a ~ b. O

Uwaga 12.27. Z Uwagi 12.26 otrzymujemy od razu, ze ~ jest relacja réwnowaznosci
w zbiorze P.

Definicja 12.28. Element a pierécienia P nazywamy elementem rozktadalnym, jezeli
istnieja niezerowe elementy nieodwracalne z,y € P takie, ze a = x - y.

Przyklad 12.29. Wielomian f € K|[z], gdzie K jest cialem, jest elementem
rozkladalnym w K|z] wtedy i tylko wtedy, gdy [ jest iloczynem dwéch wie-
lomianéw g¢,h € K[z] dodatnich stopni, gdyz (K[z])* = K \ {0}. Jezeli st(f) > 1
i istnieje a € K takie, ze f(a) = 0, to z Twierdzenia Bezout istnieje g € K|x] takie, ze
f=g-(xr—a). Wtedy st(f) = st(g) + 1, wiec st(g) > 01 f jest elementem rozkladalnym
w K|z].

Definicja 12.30. Niezerowy element nieodwracalny a pierécienia P nazywamy ele-
mentem nierozktadalnym, jezeli a nie jest elementem rozkladalnym, tzn. dla dowolnych
x,y € Pz tego, ze a = x -y wynika: x € P* lub y € P*.

Przyklad 12.31. Niech K bedzie cialem i f € K|x]. Jezeli st(f) = 1 oraz g,h € K[z
sa takie, ze f = g-h, to 1 = st(g) + st(h), skad st(g) = 0 lub st(h) =0, czyli g € (K[z])*



lub h € (K[z])*. Zatem kazdy wielomian f € K|x] stopnia 1 jest nierozkladalny w K[z].

Stwierdzenie 12.32. Niech K bedzie ciatem i f € K|x] oraz st(f) =2 lub st(f) = 3.
Wowczas f jest elementem nierozkladalnym w pierscieniu K|z| wtedy i tylko wtedy, gdy
f mnie ma pierwiastka w ciele K.

Dowdéd. Jezeli f jest nierozktadalny w K [x], to z Przykladu 12.29, f nie ma pierwiastka
w K. Na odwrét, zalézmy, ze f nie ma pierwiastka w K. Wezmy dowolne g, h € K|x]
takie, ze f =g - hist(g) < st(h). Wtedy st(f) = st(g) + st(h) > 2st(g). Ale st(f) =2
lub st(f) = 3, wiec stad st(g) < 1. Jesli st(g) =1, to g = ax + b dla pewnych a,b € P,
a # 0, czyli g(—%) = 0, wiec tez f(—g) = 0 i mamy sprzecznosé. Zatem st(g) = 0, czyli

g € (K[z])* 1 f jest elementem nierozkladalnym w K{z|. O

Przyklad 12.33. Z zasadniczego twierdzenia algebry i ze Stwierdzenia 12.32 oraz z
Przyktadu 12.31 wynika, ze wielomianami nierozkladalnymi w pierécieniu C[z] sa doktad-
nie wielomiany stopnia 1 (tzn. wielomiany liniowe). Wielomian z* +4 € Q[z] nie posiada
nawet pierwiastka rzeczywistego, ale jest rozkladalny w Q[z], bo 2* +4 = (22 +2)? —
(27)? = (2® + 2 — 22)(2* + 2 + 2x).

Lemat 12.34. Jezeli a jest niezerowym elementem nieodwracalnym pierscienia P ta-
kim, ze a nie jest iloczynem skonczonej liczby elementow nierozktadalnych, to istnieje
b € P, ktore jest niezerowym elementem nieodwracalnym w P 1 nie jest iloczynem
skoriczonej liczby elementow nierozktadalnych takie, Ze (a) C (D).

Dowéd. 7 zalozenia wynika, ze a jest elementem rozkladalnym w P, wiec istnieja

niezerowe elementy nieodwracalne x,y € P takie, ze a = xy. Jezeli x = x1 - ... - x4,
Yy=uy-... y, gdzie xq,..., Tk, Y1,...,y sa elementami nierozktadalnymi w P, to a =
T+ Tp-Y1-... Yy, whrew zalozeniu. Zatem mozna zaktadaé, ze x nie jest iloczynem

skoriczonej liczby elementéw nierozkladalnych w P. Ponadto z | a, wiec z Uwagi 12.24,
(a) C (). Jedli (a) = (z), to z Uwagi 12.26 istnieje u € P* takie, ze a = zu, skad
xu = xy, czyli y = u € P* i mamy sprzeczno$é. Zatem (a) C (z) i wystarczy wziaé
b=z 0O

Twierdzenie 12.35. W dziedzinie ideatow gtownych P kazdy niezerowy element nie-
odwracalny jest iloczynem skorczonej liczby elementow nierozktadalnych.

Dowéd. Gdyby tak nie byto, to przez prosta indukcje z Lematu 12.33 znalezliby$my
nieskoriczony ciag elementéw aq, as, ... pierscienia P taki, ze (a1) C (ag) C (ag) C ... co
przeczy Twierdzeniu 12.21. [

Whiosek 12.36. Dia dowolnego ciata K kazdy wielomian f € K|x] dodatniego stopnia
jgest iloczynem skoriczonej liczby wielomiandw nierozktadalnych w Klz|. O

Twierdzenie 12.37. Jezeli f € R[z| jest wielomianem nierozktadalnym w pierscieniu



Rlz], to st(f) =1 lub st(f) = 2.

Dowéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje f € R[x] nierozkladalny w R[z] taki,
ze st(f) > 3. Z zasadniczego twierdzenia algebry f(zp) = 0 dla pewnego 2z, € C. Ponadto
z Przykladu 12.29, 2, € R, wiec 2o # Z. Ale f = a,2™ + ap_12" 1+ ...+ a2 + ag dla
pewnych liczb rzeczywistych ay, ..., a,, wiec

@) = an(@)" + a1 ()" + ...+ 1% +ap =

- — _
=apzy +an12y ...+ @z +ag =

= a2l +an 120 . Faizo+ag = f(z) =0=0.

Niech h = (z — 29) - (¥ — Zg) = 2% — (20 + Z0)T + 20Z. Poniewaz 2y + Zg, 2020 € R, wiec
h € R[z]. Ponadto ze Stwierdzenia 12.9 , h | f w pierécieniu Clz]. Ale h, f € Rz|, wiec
ze Stwierdzenia 12.12, h | f w pierécieniu R[z]. Zatem f = h - g dla pewnego g € R]z],
skad st(f) = st(h) + st(g) = 2+ st(g). Ale st(f) > 3, wiec st(g) > 0, co przeczy temu,
ze [ jest nierozktadalny w R[z]|. Zatem st(f) =1 lub st(f) =2. O

7 Twierdzenia 12.37 i z Wniosku 12.36 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 12.38. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspotczynnikach rzeczy-
wistych jest iloczynem skonczonej liczby wielomianow o wspotczynnikach rzeczywistych
stopni < 2. [

7 Przyktadu 12.33 i Wniosku 12.36 mamy od razu nastepujace

Twierdzenie 12.39. KaiZdy wielomian dodatniego stopnia o wspotczynnikach zespolo-
nych jest iloczynem skoriczonej liczby czynnikow lintowych. [

Uwaga 12.40. Na mocy Przyktadu 6 wielomian f = ax? + bz + ¢ € R[] stopnia 2
jest nierozktadalny w pierscieniu R[z] wtedy i tylko wtedy, gdy f nie ma pierwiastka w
R, czyli gdy A = b? — 4ac < 0.

Zagadka 1. Czy 3 ++/2 | 16 + 31/2 w pierscieniu Z[v/2]?
Zagadka 2. Czy 3+ 7i € (1 + i) w pierscieniu Z[i]?

Zagadka 3. Niech P = Zs|x] oraz [ = (2> +x+1). Czy w pierscieniu P/ prawdziwa
jest réwnosc:
(P +20% + o +4+1)- (22 + 3z +2+ 1) =1+ 17
Zagadka 4. Udowodnij, ze w dowolnej dziedzinie catkowitosci P element stowarzy-
szony z elementem rozktadalnym jest elementem rozktadalnym.

Zagadka 5. Udowodnij, ze w dowolnej dziedzinie catkowitosci P element stowarzy-
szony z elementem nierozktadalnym jest elementem nierozktadalnym.



Zagadka 6. Wyznacz wszystkie unormowane wielomiany stopnia 3 nierozkladalne w
pierscieniu Zs[x].

Zagadka 7. Zbuduj tabelke mnozenia warstw w pierscieniu Zs[x|/I dla I = (2% + 1)
i uzasadnij, ze ten pierécien jest cialem 9-elementowym.



