Wyklad 2
Podgrupa grupy

Definicja 2.1. Podgrupa grupy (G, -, e) nazywamy taki podzbiér H C G, ze e € H,
h=t € H dla kazdego h € H oraz hy - hy € H dla dowolnych hy,hy € H. Jedli H jest
podgrupa grupy G, to bedziemy pisali H < G.

Przyklad 2.2. Centrum grupy. Zbior
Z(G)={aeG: a-g=g-a dlakadego g € G}

nazywamy centrum grupy G. Pokazemy, ze Z(G) jest podgrupa grupy G. Poniewaz dla
kazdego g € G jest g-e =e- g = g, wiec e € Z(G). Niech h € Z(G). Wtedy dla kazdego
g€Gijesth-g=g-h,skad g=h"lghorazh ™' -g=g-h™' awiec h! € Z(G). Wezmy
dowolne hy,hy € Z(G). Wtedy dla dowolnego g € G, (hihs)g = hi(hag) = hi(ghs) =
(h19)ha = (gh1)he = g(h1h2), skad hihy € Z(G). Zatem Z(G) jest podgrupa grupy G.
Zauwazmy jeszcze, ze grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G = Z(G).

Z Definicji 2.1 mamy od razu, ze kazda podgrupa H grupy (G, -, e) tworzy grupe ze
wzgledu na ograniczenie do H dzialania -. Na odwrét, niech (G, -, e) bedzie grupa i
niech H bedzie takim podzbiorem G, ze H tworzy grupe ze wzgledu na ograniczenie do
H dziatania -. Wtedy istnieje f € H bedace elementem neutralnym grupy H. Zatem
f-f=/f, skad po skréceniu przez f, f = e, czyli e € H. Ponadto z zatozenia hq - ho € H
dla dowolnych hi,hy € H. Niech h € H. Wtedy istnieje x € H takie, ze h-x =
=x-h=ce Alehx € G, wiecx = h™ !, skad h~' € H. Wobec tego H jest podgrupa
grupy G. W ten sposéb udowodniliémy nastepujace

Stwierdzenie 2.3. Niech (G, -, e) bedzie grupq. Podzbior H C G jest podgrupa grupy
G wtedy 1 tylko wtedy, gdy H tworzy grupe ze wzgledu na ograniczenie do H dziatania -.
O

Przyklad 2.4. Ze stwierdzenia 2.3 wynika od razu, ze G i {e} sa podgrupami grupy
(G,-,e). Pierwsza z nich nazywamy podgrupa niewlasciwa, za$ druga — trywialng. 7Z
definicji podgrupy wynika tez, ze podgrupa trywialna jest jedyna podgrupa jed-
noelementowa grupy G.

Stwierdzenie 2.5. Niepusty podzbior H C G jest podgrupa grupy (G,-,e) wtedy i
tylko wtedy, gdy hy - hy* € H dla dowolnych hy, hy € H.

Dowéd. Niech H bedzie podgrupa grupy (G, -, e). Wezmy dowolne hy, hy € H. Wtedy
hy' € H, skad hy - hy* € H.

Na odwrét, niech H bedzie niepustym podzbiorem zbioru G takim, ze hy - hy* € H dla
dowolnych hq, hy € H. Wtedy istnieje x € H, skad e = x -2 € H, czyli e € H. WeZmy
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dowolne h € H. Wtedy h™' = e-h™' € H, wiec h~! € H. W koricu dla dowolnych
hy,hy € H mamy, ze hy-hy = hy - (h;l)’l € H, czyli hy-hy € H. Zatem H jest podgrupa
grupy G. [J

Przyklad 2.6. Podgrupa cykliczna. Niech (G, -, e) bedzie grupa i niech a € G.
Udowodnimy, ze podzbior

(a) = {d": ke Z}

jest najmniejsza (w sensie inkluzji) podgrupa grupy G zawierajaca element a. Poniewaz
a = a', wiec a € (a). W szczegélnosci (a) # (). Wezmy dowolne hy, hy € (a). Wtedy
istnieja liczby calkowite ki, ko takie, ze hy = a* i hy = a*2. Zatem hi-hy' = a¥1-(a?2)7! =
at a7k = gM~*2 € (a). Zatem ze Stwierdzenia 2.5, (a) jest podgrupa grupy G oraz
dodatkowo a € (a). Niech H bedzie dowolna podgrupa grupy G taka, ze a € H. Wtedy
ze Stwierdzenia 2.3 mamy, ze a® € H dla kazdego k € Z, czyli (a) C H. Zatem (a) jest
najmniejsza podgrupa grupy G zawierajaca element a. Nazywamy ja podgrupa cykliczng
generowana przez element a. Natomiast a nazywamy generatorem podgrupy (a).

Definicja 2.7. Powiemy, ze grupa G jest cykliczna, jezeli istnieje element a € G
(zwany generatorem tej grupy) taki, ze G = (a), tzn. G = {a* : k € Z}.

Stwierdzenie 2.8. Kazda grupa cykliczna jest abelowa.
Dowéd. Niech G bedzie grupa cykliczna o generatorze a. Wtedy G = {a* : k € Z}.
Wezmy dowolne z,y € G. Wtedy istnieja k,l € Z takie, ze x = a”

r-y=a"-a =a"* =a** =a' - a¥ =y -2, czyli grupa G jest abelowa. [J

oraz y = a'. Zatem

Twierdzenie 2.9. Niech H bedzie podgrupa grupy skoriczonej G. Wtedy |H| jest
dzielnikiem |G].
Dowdéd. Dla dowolnego g € G niech

gH={g-h: he H}.

Poniewaz g =g-eie € H, wiec g € gH, skad

G=|JgH. (1)
geG
7 prawa skracania rownosci w grupie wynika, ze odwzorowanie h +— ¢g- hdlah e H
jest bijekcja H na gH, czyli
|H| = |gH| dla kazdego g € G. (2)

Niech a,b € G beda takie, ze aH NbH # (). Wtedy istnieja hi,hy € H takie, ze
a-hy =b-hy Zatem b = ahyhy"' oraz dla dowolnego h € H, b-h = a - (hihy'h) € aH,
gdyz hihy'h € H. Stad bH C aH. Ale zbiory aH i bH sa skoticzone, wiec z (2),
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bH = aH. Stad i z (1) oraz ze skoriczonosci grupy G wynika, ze istnieja aq, as, ..., a; €
k

G takie, ze zbiory a1H,asH,...,aH sa parami rozlaczne oraz G = UaiH. Zatem
i=1

k
G| = |a;H| = k- |H|, czyli [H| dzieli |G|. O
i=1
Stwierdzenie 2.10. Niech H C G bedzie skoniczonym niepustym podzbiorem grupy
(G,-,e). Wowczas H jest podgrupa grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy hy - hy € H dla
dowolnych hi, hy € H.
Dowéd. Jesli H jest podgrupa grupy G, to hy - ho € H dla dowolnych hy, hy € H.
Na odwrét, zalézmy, ze hy - hy € H dla dowolnych hy, ho € H. Poniewaz H # (), wiec
istnieje # € H. Wtedy 22 = z-x € H i jesli dla pewnego naturalnego n, 2" € H, to takze
" = 2" . x € H. Zatem {z,2% 2%, ...} C H i zbiér H jest skoniczony, wiec istnieja
liczby naturalne m > n takie, ze 2™ = 2™. Stad 2™ =eim —n € N, wiec e € H.
Ponadto z tego rozumowania wynika, ze dla kazdego h € H istnieje n € N takie, ze
h"™ = e oraz n > 1. Zatem h™' = h"~! € H. Stad ostatecznie mamy, ze H jest podgrupa
grupy G. [J

Whiosek 2.11. JeZeli rzad grupy G jest liczba pierwsza, to grupa G jest cykliczna (a
wiec jest abelowa).

Dowéd. Niech liczba pierwsza p bedzie rzedem grupy G. Poniewaz p > 1, wiec
istnieje a € G, a # e. Zatem podgrupa (a) ma co najmniej dwa rézne elementy: e i a
oraz z Twierdzenia 2.9, |(a)| dzieli liczb pierwsza p. Zatem |(a)| = p, czyli [(a)| = |G/,
skad G = (a) i grupa G jest cykliczna. Zatem ze Stwierdzenia 2.8 grupa G jest abelowa.
OJ

Uwaga 2.12. 7 dowodu Wniosku 2.11 wynika, ze jesli rzad grupy G jest liczba
pierwsza, to G = (a) dla kazdego a € G\ {e} (tzn. kazdy element a # e tej grupy jest
jej generatorem).

Stwierdzenie 2.13. Czesé wspolna dowolnej niepustej rodziny podgrup grupy G jest
podgrupa grupy G.

Dowdd. Niech {H;}ier bedzie dowolna niepusta rodzing podgrup grupy (G,-,e).
Wtedy e € H, dla kazdego t € T, wiec e € ﬂHt. Niech hq, hy € ﬂHt. Wtedy

teT teT
hy,hy € H; dla kazdego t € T. Zatem ze Stwierdzenia 2.5, h - h2_1 € H, dla kazdego

teT. Stad hy - hy* € ﬂ H;. Zatem ze Stwierdzenia 2.5, ﬂ H,; jest podgrupa grupy G.
teT teT

O

Przyklad 2.14. Podgrupa generowana przez podzbiér grupy. Niech (G, -, ¢)
bedzie grupa i niech X bedzie dowolnym podzbiorem zbioru G. Oznaczmy przez X



rodzine wszystkich podgrup grupy G zawierajacych zbiér X. Poniewaz G € X, wiec ro-

dzina X jest niepusta. Zatem ze Stwierdzenia 2.13, (X) = m H jest podgrupa grupy G

HeX
zawierajaca zbiér X. Ponadto z okreslenia (X) wynika, ze jesli H jest podgrupa grupy G

zawierajaca zbior X, to H € X oraz (X) C H. Zatem (X) jest najmniejsza (w sensie
inkluzji) podgrupa grupy G zawierajaca zbiér X. Nazywamy ja podgrupa generowanq
przez podzbior X 1 oznaczamy przez (X). Natomiast X nazywamy zbiorem generatordw
podgrupy (X). Wobec tego:

(X) <G i X C(X) i Vyee(X CH= (X)C H). (3)

Oczywiscie () = {e}, bo {e} jest najmniejsza podgrupa grupy G. Jesli zbiér X jest
skoniczony i X = {xy,...,x,}, to zamiast ({x1,...,x,}) bedziemy pisali (z1,...,z,).

Stwierdzenie 2.15. Niech X bedzie niepustym podzbiorem grupy G. Wéwczas
najmniejsza w sensie inkluzji podgrupa (X) grupy G zawierajaca zbiér X jest zbiorem

wszystkich elementéw postaci ¥ - 252 . . caknedziexy, ... 1, € X Ky, .k, € {1, -1}
oraz n € N.
Dowéd. Oznaczmy przez H zbiér wszystkich elementéw postaci ot - 52 .. - ok

gdzie x1,..., 2, € X, ky,...,k, € {1,—1} oraz n € N. Wezmy dowolne x € X. Wtedy
x € H, bo wystarczy wzia¢ n =1, ky = 1, xy = x. Zatem X C H. Ale X # (), wiec tez
H # (. Wezmy dowolne a,b € H. Wtedy istnieja n,m € N, 21,...,Zn, Y1, .., Ym € X
oraz ky, ... kn,l,... L € {1, =1} takie, ze a = o - 252 cake ib =gl oyl oyl
Stad a-b=1 = aft . gh>. gk gyt gy e (X)) bo —1; € {1, —1} dla kazdego
1=1,2,...,m. Zatem H jest podgrupa grupy G i X C H.

Niech teraz K bedzie dowolna podgrupa grupy G taka, ze X C K. Wezmy do-
wolne z1,...,z, € X i dowolne ky,...,k, € {1,—-1}. Wéweczas z1,...,z, € K, skad
eyt at € K wiee oft L ok € K. Zatem ze Stwierdzenia 2.3, 2t - ... -2k € K.
Wobec tego H C K. Zatem H jest najmniejsza w sensie inkluzji podgrupa grupy G
zawierajaca zbior X, czyli H = (X). O

Stwierdzenie 2.16. Jezeli a jest elementem grupy (G, -, e) i n jest najmniejszq liczba
naturalng takaq, ze a" = e, to podgrupa (a) ma dokladnie n elementow oraz

(a) ={e,a,a®, ... a" '},

Dowdd. Oczywiscie {e,a,...,a" '} C (a). Niech h € {a). Wtedy h = a* dla pewnego
k € Z. Dzielac z reszta liczbe k przez liczbe n uzyskamy, ze k = gn + r dla pewnych
q,r € Z takich, ze r € {0,1,...,n — 1}. Zatem h = a?*" = a7 - a" = (a")?-a" =
=el-a" = a € {ea,...,a"'}. Stad (a) C {e,a,...,a" '} i ostatecznie {a) =
{e,a,...,a"'}. Gdyby podgrupa (a) nie miata dokladnie n elementéw, to istniatyby
liczby catkowite k, s takie, ze 0 < k < s < noraz a®* = a*. Alewtedy a** =eis—k €N



oraz s — k < n, wiec otrzymalibysSmy sprzecznos¢ z minimalnoscia liczby n. Konczy to
dowodd naszego stwierdzenia. []

Stwierdzenie 2.17. Niech n € N i niech a bedzie elementem grupy (G,-,e) takim,
ze podgrupa {a) ma dokladnie n elementéw. Wowczas a™ = e oraz a* # e dla dowolnej
liczby naturalnej k < n.

Dowéd. Z dowodu Stwierdzenia 2.10 wynika, ze istnieje najmniejsza liczba naturalna
s taka, ze a® = e. Wtedy ze Stwierdzenia 2.16 podgrupa (a) ma dokladnie s elementéw,
skad s = n i nasze stwierdzenie jest udowodnione. []

Stwierdzenie 2.18. Jezeli a® = e dla kazdego elementu a grupy (G, -, e), to grupa G
jest abelowa.

Dowéd. Wezmy dowolne a,b € G. Wtedy (ab)? = e, a*> = e i V> = e. Zatem
abab = aabb, skad z praw skracania réwnosci w grupie, ba = ab. Zatem grupa G jest
abelowa. [J

Stwierdzenie 2.19. Niech (G, -, e) bedzie grupa i H C G. Wéwczas réwnowazne sa
warunki:

(i) H jest podgrupa rzedu 4 grupy G,

(ii) H = {e,a,a? a®} dla pewnego elementu a € G takiego, ze a®> # e i a* = e lub
H = {e,a,b,ab} dla pewnych a,b € G takich, ze a # b, a # e, b # e, ab=baia®> = b* = e.

Dowéd. Niech H bedzie podgrupa rzedu 4 grupy G. Zalézmy, ze g*> = e dla kazdego
g € H. Wtedy ze Stwierdzenia 2.18 grupa H jest abelowa. Istnieje a € H takie, ze
a # e iistnieje b € H takie, ze b # a i b # e. Wtedy a®> = b> = e¢ i ab = ba, przy czym
ab € H. Jesli ab = e, to po pomnozeniu obu stron tej réwnosci z prawej strony przez b i
uwzglednieniu tego, ze b* = e uzyskamy, ze a = b whrew zalozeniu. Zatem ab # e. Jesli
ab = a, to po skroceniu przez a otrzymamy b = e, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem
ab # a. Jedli ab = b, to po skréceniu przez b uzyskamy, ze a = e, wbhrew zalozeniu. Zatem
ab # b. Wobec tego e, a, b, ab sa czterema réznymi elementami grupy H i |H| = 4, wiec
H ={e,a,b,ab}. Teraz zalézmy, ze istnieje ¢ € H takie, ze ¢? # e. Wtedy ¢ # e i c? # c.
Jedli ¢® = e, to ze Stwierdzenia 2.16 mamy, ze {e,c, c*} jest podgrupa trzyelementowa
grupy czteroelementowej H, co przeczy Twierdzeniu 2.9. Zatem ¢® # e i {e, c, ¢?, 3} jest
czteroelementowym podzbiorem zbioru czteroelementowego H, skad H = {e,c, c?, 3}.
Stad na mocy Stwierdzenia 2.17, ¢* = e.
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Na odwrét, niech H = {e, a,a?, a} dla pewnego a € G takiego, ze a* # eia* = e. Jedli

a® = e, to a* = a3, skad po skréceniu przez a® otrzymamy, ze a = e, a wiec a? = e whrew
zalozeniu. Zatem a® # e i ze Stwierdzenia 2.16 H = {e, a,a?,a®} jest czteroelementowa
podgrupa grupy G. W koncu, zalézmy, ze H = {e, a,b,ab} dla pewnych a,b € G takich,
zea#b a#e b#e ab=ba, a> =b* =e. Jedli ab = e, to po pomnozeniu z prawej
strony tej réwnosci przez b uzyskamy, ze ab® = b, skad ae = b i a = b, co prowadzi do
sprzeczno$ci. Zatem ab # e. Jesli ab = a, to po skréceniu przez a uzyskamy, ze b = e,



wbrew zalozeniu. Zatem ab # a. Jesli ab = b, to po skroceniu przez b otrzymamy, ze
a = e, whrew zalozeniu. Zatem ab # b i wobec tego elementy e, a, b, ab sa parami rézne.
Dalej, a(ab) = a?b = e¢b = b, ba = ab, b(ab) = b(ba) = b*a = eb = b, (ab)a = (ba)a =
ba*be = b, (ab)b = ab® = ae = a, (ab)(ab) = (ab)(ba) = ab*a = aea = a® = e. Wobec tego
x -y € H dla dowolnych z,y € H = {e,a,b,ab} i na mocy Stwierdzenia 2.10, H < G.
Stad H jest podgrupa rzedu 4 grupy G. U

Stwierdzenie 2.20. Kazda skoriczona grupa nieabelowa ma rzqd wiekszy niz 5.

Dowéd. Niech G bedzie grupa rzedu co najwyzej 5. Wtedy |G| € {1,2,3,4,5}. Jedli
|G| =1, to G = {e}, wiec G jest abelowa. Jedli |G| € {2,3,5}, to z Wniosku 2.11 grupa
G tez jest abelowa. Niech dalej |G| = 4. Jesli istnieje w G element a taki, ze (a) = G, to
grupa G jest abelowa (bo jest grupa cykliczna). Zatézmy zatem, ze (a) # G dla kazdego
a € G. Wezmy dowolne a € G, a # e. Wtedy podgrupa (a) ma co najmniej 2 rézne
elementy: e, aijest rézna od G, wiec z Twierdzenia 2.9, |(a)| = 2. Zatem ze Stwierdzenia
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2.17, a®> = e. Poniewaz dodatkowo e? = e, wiec 22 = e dla kazdego = € G. Zatem ze

Stwierdzenia 2.18 grupa G jest abelowa i nasze stwierdzenie zostato udowodnione. []

Przyklad 2.21. Udowodnimy, ze wszystkimi réznymi podgrupami grupy Kleina K
sa: {e}, {e,Sa}, {e,Sv}, {e,50}, K.

Rzeczywiscie, jesli H jest podgrupa grupy K, to na mocy Twierdzenia 2.9, |H| jest
dzielnikiem |K| =4, skad |H| =1 1lub |H| =2 lub |H| = 4. Jedli |H| =1, to H = {e}.
Jesli |H| =4, to H = K. Niech |H| = 2. Wtedy z Wniosku 2.11, H = (z) dla pewnego
x € K. Wtedy ze Stwierdzenia 2.17,  # e i 22 = e. Z tabelki grupy K odczytujemy, ze
x € {Sa4, Sp, So} 1 na mocy Stwierdzenia 2.16 wszystkimi podgrupami rzedu 2 grupy K
sa: {e,S.}, {e,Sp}, {e, 5}

Przyklad 2.22. Udowodnimy, ze wszystkimi réoznymi podgrupami grupy Dj izometrii
wlasnych tréjkata réwnobocznego sa: {e}, {e, S.}, {e, S}, {e, Sc}, {e, 01,02}, Ds.

Rzeczywiscie, jesli H jest podgrupa grupy Ds, to na mocy Twierdzenia 2.9, |H| jest
dzielnikiem |D3| = 6, skad |H| =1 lub |H| =2 lub |H| =3 lub |H| = 6. Jedli |H| =1,
to H = {e}. Jedli |H| =6, to H = D3. Niech |H| = 2. Wtedy z Wniosku 2.11, H = (z)
dla pewnego x € Ds. Zatem ze Stwierdzenia 2.17, x # e i 2> = e. Z tabelki grupy Ds
odezytujemy, ze © € {S,, Sp, Se} 1 na mocy Stwierdzenia 2.16 wszystkimi podgrupami
rzedu 2 grupy Ds sa: {e, S.}, {e, 5}, {e,S.}. Niech |H| = 3. Wtedy z Wniosku 2.11,
H = (z) dla pewnego z € Dj. Zatem ze Stwierdzenia 2.17, x # e, 2> #eiz® =e. Z
tabelki grupy Dj odczytujemy, ze © € {O1,05}. Ale (Os) = (O1) = {e, 01,05}, wiec
{e, 01,05} jest jedyna podgrupa rzedu 3 grupy Ds. Nazywamy ja podgrupa obrotdw.

Przyklad 2.23. Udowodnimy, ze wszystkimi réoznymi podgrupami grupy D, izometrii
wlasnych kwadratu sa: {e}, {e, S1}, {e, 52}, {e, 53}, {e, Ss}, {e, 02}, {e,01,0,,05},
{e, 1, 82,04}, {e, 3, 584,04}, Dy.



Rzeczywiscie, jesli H jest podgrupa grupy Dy, to na mocy Twierdzenia 2.9, |H| jest
dzielnikiem |D4| = 8, skad |H| =1 1lub |H| =2 1ub |H| =4 lub |H| = 8. Jesli |H| =1,
to H = {e}. Jesli |H| = 8, to H = D,. Niech |H| = 2. Wtedy z Wniosku 2.11,
H = {(a) dla pewnego a € Dy. Zatem ze Stwierdzenia 2.17, a # e i a* = e. Z tabelki
grupy Dy odezytujemy, ze a € {57, Sz, S, Sy, O2} 1 na mocy Stwierdzenia 2.16 wszystkimi
podgrupami rzedu 2 grupy Dy sa: {e, S1}, {e, S2}, {e, S5}, {e, Si}, {e, Oa}.

Podgrupy H rzedu 4 wyznaczymy w oparciu o Stwierdzenie 2.19. Jesli H = {e, a, a?, a®}
= (a), gdzie a € Dy, a® # e i a* = e, to z tabelki grupy D4 odczytujemy, ze a € {Oy, O3}.
Ale (O1) = (O3) = {e, 01,05, O3}, wiec jedyna podgrupa rzedu 4 jest {e, Oy, O, O3}. Te-
raz pozostaje wyznaczy¢ podgrupy H rzedu 4 postaci H = {e, a, b, ab}, gdzie a,b # e, a #
b, a*> = b* = e i ab = ba. Z tabelki grupy D4 odczytujemy, ze a,b € {S1,Ss, 53, S4, O}

Jesli a = Sy, to z tabelki grupy Dy mamy, ze b € {Ss, Oz}, Ale S10S5y = 05151005 =
Sy, wiec {e, S1, 09, 51005} = {e, S1, 59, O} 1 otrzymujemy podgrupe H = {e, S, Se, O2}.

Jesli a = Sy, to z tabelki grupy D4 mamy, ze b € {S1,05}. W obu przypadkach
uzyskamy podgrupe H = {e, S1, Sz, Os}.

Jesli a = Ss3, to z tabelki grupy Dy mamy, ze b € {S4,02}. W obu przypadkach
uzyskamy podgrupe H = {e, S3, Sy, O2}.

Jesli a = Sy, to uzyskamy podgrupe H = {e, S3,54,05}. Podobnie dla a = O
uzyskamy podgrupy {e, S, Se, Oz}, {e, S3, Sy, O2}.

Przykiad 2.24. Udowodnimy, ze wszystkimi réznymi podgrupami grupy kwater-
niondéw Qg sa: {e}, {e, —e}, {e,—e,i,—i}, {e,—e, 4, —j}, {e,—e, k,—k}, Qs.

Rzeczywiscie, jesli H jest podgrupa grupy (s, to na mocy Twierdzenia 2.9, |H| jest
dzielnikiem |Qs| = 8, skad |[H| =1 lub |H| =2 lub |H| =4 lub |H| = 8. Jedli |H| = 1,
to H = {e}. Jedli |H| =8, to H = Qs. Niech |H| = 2. Wtedy z Wniosku 2.11, H = (a)
dla pewnego a € (Qs. Zatem ze Stwierdzenia 2.17, a # e i a®> = e. Z tabelki grupy
Qs odczytujemy, ze a = —e i na mocy Stwierdzenia 2.16 {e, —e} jest jedyna podgrupa
dwuelementowa grupy Qs. Niech teraz |H| = 4. Poniewaz —e jest jedynym elementem
réznym od e grupy Qg, wiec ze Stwierdzenia 2.19 mamy, ze H = {e,a,a? a*} = (a),
gdziea € Qg, a #£ e, a®> #eia’ =e. Stad a € {i,—14,j,—J, k,—k}. Ale (—i) = (i) =
{e, —e,i,—i}, (—7) = (j) = {e,—e,j,—j}, (=k) = (k) = {e, —e, k, —k}, wiec wszystkimi
réznymi podgrupami rzedu 4 grupy Qs sa: {e, —e,i,—i}, {e,—e, j,—j}, {e, —e, k, —k}.

Przyklad 2.25. Zauwazmy, ze grupa Kleina K nie jest cykliczna, gdyz ma rzad 4 i
g* = e dla kazdego g € K. Zatem K # (g) dla kazdego g € K. Ale K = (S,,S}) =
<Sa, So> = <Sb, So>, bo Sa 9] Sb = So, Sa o} So = Sb 1 Sb o} So = Sa.

Przyklad 2.26. Zauwazmy, ze grupa D3 nie jest cykliczna, bo D3 nie jest abelowa.
Zatem D3 # (g) dla kazdego g € Ds. Ale D3 = (S4,Sp) = (Sa,Se) = (S, S.) oraz
D3 = (S,,01) = (S,,02) = (S, 01) = (Sp,09) = (S.,01) = (S, 03), gdyz w kazdym
przypadku generowana podgrupa ma posta¢ H = (x,y), gdzie oy # yox oraz x # y i



y# iz, y#e, wiec |H| > 4. Ale z Twierdzenia 2.9, |H| jest dzielnikiem |Ds3| = 6, wiec
|H| =6, skad H = Ds.

Ponadto ze Stwierdzenia 2.16 mamy, ze {e, O1, 02} = (O1) = (Os) oraz {e, S, } = (S:)
dla x = a,b,c.

Przyklad 2.27. Zauwazmy, ze grupa D, nie jest cykliczna, bo D, nie jest abelowa.
Zatem Dy # (g) dla kazdego g € Dy. Ale Dy = (51,S3) = (51,5;) = (51,01) =
<Sl703> oraz D4 = <527S3> = <SQ7S4> = <S2701> = <SQ7O3> = <S3701> = <S3703> =
(S4,01) = (S4,03), co w prosty sposéb wynika z tabelki tej grupy i ze Stwierdzenia
2.15. Ponadto {6,01,02,03} = <01> = <03>, <02> = {6,02}, <<Sl,52> = <51,02> =
(S2,09) = {e, 51, 52,02), (S3,54) = (S3,02) = (S4,02) = {e, S3, 54, Oa}.

Przyklad 2.28. Zauwazmy, ze grupa Qg nie jest cykliczna, bo Q)g nie jest abelowa.
Zatem Qg # (g) dla kazdego g € Q. Ze Stwierdzenia 2.15 i z tabelki grupy Qs tatwo
mozna uzasadnié, ze np. Qs = (i,j) = (—i,j) = (—i,—j) = (i, k) = (j, k) oraz (—e) =
{e, —e}, (i) = {e, —e,i,—i}.

Zagadka 1. Niech H i K beda podgrupami grupy GG. Uzasadnij, ze HUK < G <=
(HC K lub K CH).

Zagadka 2. Niech A i B beda skonczonymi podgrupami grupy G o wzglednie pierw-
szych rzedach. Pokazaé, ze woéwczas AN B = {e}.

Zagadka 3. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech A i B beda réznymi podgrupami
rzedu p grupy G. Pokazaé, ze wtedy AN B = {e}.

Zagadka 4. Wyznacz wszystkie podgrupy grupy Zs;,.
Zagadka 5. Udowodnij, ze dla kazdego ciala K i dla dowolnej liczby naturalnej n

zbiér S L, (K) wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n nad cialem K o wyznaczniku
réwnym 1 jest podgrupa grupy GL,(K).
Zagadka 6. Niech K bedzie dowolnym cialem takim, ze |K| > 2. Udowodnij, ze sa

podgrupami grupy G Ls(K) nastepujace podzbiory:

(a)A:Hg i} :a,ceK\{O},beK}, (b)B:{[g H :aeK\{O},beK},

a b 1 b
(C)C’—{[O a}.aEK\{O},bGK},(d)D—{{O 1].bEK}.
Ktoéra z tych podgrup jest abelowa?

Zagadka 7. Dla dowolnego ciala K wyznacz centrum grupy G Lo(K).



