Wykitad 4
Warstwy, dzielniki normalne

1 Warstwy grupy wzgledem podgrupy

Niech H bedzie podgrupa grupy (G, -, e). W zbiorze G wprowadzamy relacje ~; oraz ~,
przyjmujac, ze dla dowolnych a,b € G:

a~ b <= a'-beH, (1)

ar~y b = a-b'eH (2)

Poniewaz dla kazdego a € G jest a™' -a=e¢=a-a™?

oraz e € H, wiec relacje ~; i ~,
sq zwrotne.

Ponadto dla dowolnych a,b € G:

e jezelia~y b, toa ! -be H,skad (a™'-b)"t € H, czylib™! - a € H, wiec b ~; a;

ejezelian~, b toa-b' € H,skad (a-b"")"' € H, czylib-a! € H, wiec b ~, a.

Zatem relacje ~; i ~, sa symetryczne.

W koncu, dla dowolnych a, b, c € G:

o jezelia~bibr~yc,toat-be Hib'-ce H,skad (a™'-b)- (b7' - ¢) € H, czyli
a~t-c€ H, wiec a ~; ¢

ejezelian~,bibr~,c,toa-b'eHib-ct € Hyskad (a-b7') - (b-ct) € H, czyli
a-c ' € H, wiec a ~, c.

Zatem relacje ~; i ~, sa przechodnie.

Stad wynika, ze relacje ~; i ~, sa relacjami réwnowaznosci w zbiorze G. Klase abs-
trakcji relacji ~; o reprezentancie a € G oznaczamy przez aH i nazywamy warstwa
lewostronna grupy G wzgledem podgrupy H o reprezentancie a. Klase abs-
trakcji relacji ~, o reprezentancie a € G oznaczamy przez Ha i nazywamy warstwa
prawostronna grupy G wzgledem podgrupy H o reprezentancie a.

Nastepujace stwierdzenie grupuje podstawowe wilasnosci warstw grupy wzgledem jej
podgrupy.

Stwierdzenie 4.1. Niech H bedzie podgrupa grupy G i a,b € G. Wowczas:

(i) dowolne dwie warstwy lewostronne (prawostronne) grupy G wzgledem podgrupy H
sq albo rowne albo roztgczne,

(i1) zbior G jest suma wszystkich rdinych warstw lewostronnych (prawostronnych)
grupy G wzgledem podgrupy H,

(11i) aH =bH <= a ' -be HiHa=Hb < a-b'€H,

(iv) a € aH ia € Ha,



(v)beaH <= bH =aH ibe Ha <= Hb= Ha,

(vi)aH ={a-h:he H}iHa={h-a:he H},

(vii) H=eH = He,

(viit) |H| = |aH| = |Hb|.

Dowéd. Wiasnosci (i) — (v) wynikaja od razu z okreslen relacji ~; i ~,. oraz z wlasnosci
klas abstrakcji dowolnej relacji rownowaznosci.

(vi). Dla h € H mamy, ze a=' - (a-h) =h € H, wiec a ~; a-h oraz a-h € aH. Na
odwrét, niech g € aH. Wtedy a ~; g, skad a™!- g = h € H. Zatem g = a - h. Wobec
tego aH ={a-h:he H}.

Podobnie, dla h € H mamy, ze a-(h-a)™' =a-a ' -h™' =h™! € H, wiec a ~, h-a oraz
h-a € Ha. Na odwrét, niech g € Ha. Wtedy a ~, g, wiec g ~, a, czylig-a~!' = h € H,
skad g = h-a. Zatem Hao ={h-a:h € H}.

(vii). Na mocy (vi),eH ={e-h : he H} ={h : he Hy=HiHe={h-e :h¢€
H}y={h : he H} = H, wiec H = eH = He.

(viii). Rozwazmy przeksztalcenie f: H — aH dane wzorem f(h) = a-h dlah € H.
Z (vi) wynika, ze f jest ,,na”, zas z prawa skracania réwnosci w grupie mamy, ze f jest
réznowartosciowe. Zatem zbiory |aH| = |H|. Analogicznie funkcja g: H — Hb dana
wzorem g(h) = h-bdla h € H jest ,,na” oraz jest réznowartosciowa, wiec |Hb| = |H|. O

Uwaga 4.2. Zauwazmy, ze rozne reprezentanty moga wyznaczaé¢ te sama warstwe,
gdyz na mocy Stwierdzenia 4.1 (v) i (vii), dla kazdego h € H jest hH = eH = H oraz
Hh=He=H.

Stwierdzenie 4.3. Zbior Lg(H) wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzgledem
podgrupy H jest réwnoliczny ze zbiorem Pg(H) wszystkich warstw prawostronnych grupy
G wzgledem podgrupy H.

Dowdéd. Niech f: Lg(H) — Pg(H) bedzie dane wzorem: f(aH) = Ha ' dlaa € G.
Woéwezas dla dowolnych a,b € G: f(aH) = f(bH) < Ha' = Hv'' < a'-
b )'eH < a'-be H < aH = bH na mocy Stwierdzenia 4.1. Oznacza to,
ze [ jest funkcja i f jest funkcja réznowartoéciowa. Ponadto b= (b=1)~! dla b € G, wiec
Hb= f(b"'H), czyli f jest ,,na”. Zatem f jest bijekcja i |Lg(H)| = |Pg(H)|. O

Definicja 4.4. Moc zbioru wszystkich warstw lewostronnych (prawostronnych) grupy
G wzgledem podgrupy H nazywamy indeksem podgrupy H w grupie G i oznaczamy
przez (G : H).

Twierdzenie 4.5 (Lagrange’a). Jezeli H jest podgrupa grupy skornczonej G, to

G| = |H]- (G : H). (3)
_ lal
Dowdd. Poniewaz zbiér G jest skonczony, wiec z zasady abstrakeji wynika, ze istnieja

W szczegolnosci rzad podgrupy H jest dzielnikiem rzedu grupy G 1 (G : H)
ai,as,...,a, € G takie, ze warstwy a1H,asH,...,a,H sa parami rozlaczne i ich suma

2



daje zbior G, czyli G = U a;H. Stad na mocy Stwierdzenia 4.1, |G| = Z la;H| = n|H|
i=1 =1
oraz n = (G : H), wiec |G| = |H|- (G : H). O

Uwaga 4.6. Stwierdzenie 4.1 i Twierdzenie Lagrange’a umozliwiaja szybkie wypisanie
wszystkich warstw lewostronnych grupy skonczonej G wzgledem jej podgrupy H. Naj-
pierw z Twierdzenia Lagreange’a obliczamy liczbe wszystkich takich warstw (G : H) =

161 Nastepnie wypisujemy jako pierwsza warstwe W7 = H (stosujemy tu Stwierdzenie

[H|*
4.1 (vii)). Nastepnie znajdujemy dowolne z € G \ H i bierzemy Wy = xH (na mocy
Stwierdzenia 4.1 (v)). Jesli mamy juz skonstruowane rézne warstwy Wy, Wy, ... Wy,

gdzie k < (G : H), to bierzemy dowolne a € G\ (W U ... U W) i wtedy kladziemy
Wii1 = aH (na mocy Stwierdzenia 4.1 (v)). Kontynuujac ten proces wypiszemy wszyst-
kie warstwy lewostronne grupy G wzgledem podgrupy H.

Analogiczna metoda mozemy tez wypisa¢ wszystkie warstwy prawostronne grupy G
wzgledem podgrupy H.

Przyklad 4.6. Stosujac Uwage 4.6 wypiszemy wszystkie warstwy lewostronne grupy
D3 wzgledem jej podgrupy H = {e,S,}. Najpierw obliczamy liczbe tych warstw: (G :
H) = % = g = 3. Wypisujemy jako pierwsza warstwe: H = {e,S,}. Nastepna
warstwa jest x H, gdzie x jest dowolnym elementem z D3, ktory nie nalezy do H. Wezmy
x = Sy iz tabelki grupy Dj otrzymujemy druga warstwe: S,H = {S, 0e,S, 0 S5,} =
{Sp, O }. Poniewaz sa tylko 3 warstwy i daja one w sumie caly zbiér Ds, wiec ostatnia
warstwa jest {S., O1}, przy czym {S., 01} = S.H = O1H. Zatem wszystkimi warstwami
lewostronnymi grupy D3 wzgledem podgrupy H = {e, S,} sa: {e, S}, {S, Oz}, {S., O1}.

Teraz wypiszemy wszystkie warstwy prawostronne grupy D3 wzgledem podgrupy H =
{e,S,}. Pierwsza z nich jest H = {e,S,}. Nastepna np. HS, = {e 0 S}, 5,0 S} =
{Sp, O1}, za$ trzecia (i ostatnial), {S., O2}. Zatem wszystkimi warstwami prawostron-
nymi grupy D3 wzgledem podgrupy H = {e, S, } sa: {e, S.}, {Sp, O1}, {Se, O2}.

Zagadka 1. Niech K i H beda podgrupami grupy G takimi, ze pewna warstwa
lewostronna grupy G wzgledem K jest réwna pewnej warstwie lewostronnej grupy G
wgledem podgrupy H. Czy wtedy K = H? Odpowiedz uzasadnij.

Zagadka 2. Niech K i H beda podgrupami grupy G takimi, ze pewna warstwa
lewostronna grupy G wzgledem K jest réwna pewnej warstwie prawostronnej grupy G
wgledem podgrupy H. Czy wtedy K = H? Odpowiedz uzasadnij.

Zagadka 3. Niech H bedzie podgrupa skonczonego indeksu n grupy G. Czy dla
kazdego g € G istnieje k € {1,2,...,n} takie, ze g* € H?

Lemat 4.7. Niech H bedzie podgrupa grupy G ia,b € G. JesliaH = Hb, toaH = Ha
i bH = Hb.



Dowéd. Ze Stwierdzenia 4.1, b € Hb. Ale Hb = aH, wiec b € aH i znowu ze
Stwierdzenia 4.1, bH = aH, a wiec bH = Hb. Podobnie, na mocy Stwierdzenia 4.1,
a € aH i aH = Hb, wiec a € Hb. Zatem na mocy Stwierdzenia 4.1, Ha = Hb. Ale
Hb = aH, wiec aH = Ha. ]

2 Dzielnik normalny grupy

Definicja 4.8. Niech H bedzie podgrupa grupy (G, -, e). Powiemy, ze H jest dzielni-
kiem normalnym (podgrupa normalng) grupy G, jezeli

gH = Hg dla kazdego ¢ € G. (4)

Piszemy wtedy: H <1 G.

Przyklad 4.9. Poniewaz w grupie Ds3: Sy{e, S,} # {e, S.}Sp, gdyz na mocy Stwier-
dzenia 4.1 i tabelki grupy Ds, Sp{e, S.} = {5y, 02} oraz {e, S, }Sy = {S, 01}, wiec
podgrupa {e, S,} nie jest dzielnikiem normalnym grupy Dj.

Przyklad 4.10. {¢} <G i G < G, bo na mocy Stwierdzenia 4.1 dla kazdego g € G,
gle} ={g-e} ={g} ={e- g} ={e}g i 9G =G = Gy.

Stwierdzenie 4.11. Kazda podgrupa zawarta w centrum grupy G jest jej dzielnikiem
normalnym. W szczegolnosci Z(G) < G.

Dowdéd. Niech H bedzie podgrupa grupy G zawarta w Z(G). Wtedy na mocy Stwier-
dzenia 4.1 dla kazdego g € G mamy, ze gH = {g-h: he€ H} ={h-g:h€ H} = Hg.
Zatem H < G. J

Poniewaz kazda grupa abelowa G jest réwna Z(G), wiec ze Stwierdzenia 4.11 mamy
nastepujacy

Whniosek 4.12. W grupie abelowej kazda podgrupa jest jej dzielnikiem normalnym.
O

Stwierdzenie 4.13. Dla podgrupy H grupy G rownowazne sq warunki:

(i) H <G,

(i1) kaZda warstwa lewostronna grupy G wzgledem H jest warstwa prawostronng G
wgledem H,

(i1i) kazda warstwa prawostronna grupy G wzgledem H jest warstwa lewostronng G
wgledem H.

Dowdd. Implikacja (i) = (i7) jest oczywista. Dla dowodu implikacji (i7) = (i)
wezmy dowolna warstwe prawostronna W grupy G wzgledem H. Wtedy W = Hb dla
pewnego b € (G. Ponadto na mocy zatozenia, bH = Ha dla pewnego a € G, wiec z
Lematu 4.7, W = bH, co dowodzi (ii).



Zalézmy teraz, ze zachodzi (iit) i wezmy dowolne g € G. Wtedy Hg = aH dla pewnego
a € G. Zatem z Lematu 4.7, Hg = gH i wobec tego H < G. J

Stwierdzenie 4.14. Kazda podgrupa H indeksu 2 grupy G jest jej dzielnikiem nor-
malnym.

Dowodd. Ze Stwierdzenia 4.3 grupa G ma doktadnie dwie warstwy lewostronne i
dokladnie dwie warstwy prawostronne wzgledem podgrupy H. Poniewaz eH = H = He,
wiec jedna z warstw lewostronnych (prawostronnych) jest H, zas druga warstwa lewo-
stronna (prawostronna) jest G \ H. Wobec tego kazda warstwa lewostronna grupy G

wzgledem podgrupy H jest jej warstwa prawostronna wzgledem H i na mocy Stwierdze-
nia 4.13, H < G. OJ

Stwierdzenie 4.15. Niech H bedzie podgrupa grupy G. Woiwczas rownowazne sa
warunki:

(i) H < G,

(ii) g-h-g~' € H dla dowolnych g € G i h € H.

Dowéd. (i) = (i7). Wezmy dowolne g € G oraz h € H. Poniewaz gH = Hg oraz
g-h e gH, wiec g-h € Hg. Zatem na mocy Stwierdzenia 4.1, g - h = k - g dla pewnego
ke H ,skadg-h-g'=keH.

(ii) = (i). Wezmy dowolne g € G. Wtedy dla h € H mamy, ze g-h-g~' =k € H.
Zatem g-h = k-g € Hg. Stad ¢gH C Hg. Ponadto g'-h-g = hy € H, wiec
h-g=g-h € gH. Stad Hg C gH i ostatecznie gH = Hg dla kazdego g € GG. Zatem
H<G. O

Zagadka 4. Udowodnij na podstawie Stwierdzenia 4.15, ze dla dowolnego ciata K i
dla dowolnego n € N: SL,(K) < GL,(K).

Stwierdzenie 4.16. Podgrupa H rzedu 2 grupy G jest jej dzielnikiem normalnym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy H jest zawarta w centrum grupy G.

Dowéd. Jezeli H C Z(G), to ze Stwierdzenia 4.11, H < G. Na odwr6t, zalézmy, ze
H < G. Poniewaz |H| = 2, wiec na mocy Wniosku 2.11 i Stwierdzenia 2.17 istnieje a € H
takie, ze a # e oraz a®> = e i H = {e,a}. Wezmy dowolne g € G. Wtedy ze Stwierdzenia
415, g-a-gt e H. JeSlig-a-g ' =e,tog-a =g, skad a = e i mamy sprzecznos¢.
Zatem g-a-g ' =a,skad g-a =a-g. Zatem a € Z(G). Ale e € Z(G), wiec ostatecznie
HCZ(G). O

Zagadka 5. Niech H <G i1 K < H. Czy wtedy K <1 G? Odpowiedz uzasadnij.

Zagadka 6. Niech grupa cykliczna H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Udo-
wodnij, ze wowczas kazda podgrupa grupy H jest dzielnikiem normalnym grupy G.

Zagadka 7. Czy istnieje grupa nieabelowa, ktérej kazda podgrupa jest jej dzielnikiem
normalnym?



Stwierdzenie 4.17. Czesé wspolna dowolnej niepustej rodziny dzielnikéw normalnych
grupy G jest jej dzielnikiem normalnym.
Dowéd. Niech {H,;}icr bedzie niepusta rodzina dzielnikéw normalnych grupy G oraz
niech H = ﬂ H;. Ze Stwierdzenia 2.13, H < G. Wezmy dowolne g € G i dowolne h € H.
iel
Wtedy h EeHi dla kazdego i € I, wiec ze Stwierdzenia 4.15, g-h-g' € H; dlai € I,
czyli g-h-g ' € H. Zatem ze Stwierdzenia 4.15, H < G.

Definicja 4.18. Tloczynem algebraicznym podgrup A, B grupy G nazywamy zbior

AB={a-b:ac A, be B}. (5)

Przyklad 4.19. Zauwazmy, ze w grupie D3 dla A = {e,S,} 1 B = {e, Sp} jest
AB = {e, S4, Sy, O1}, czyli |AB| = 4. Wobec tego na mocy Twierdzenia Lagrange’a AB
nie jest podgrupa grupy Ds.

Stwierdzenie 4.20. Niech A i B beda podgrupami grupy G. Wowczas réownowazne
sq warunki:

(i) AB < G,

(ii)) AB = BA,

(iii) dla kazdego x € AB: z~' € AB.

Dowd6d. (i) = (ii). Dla dowolnych a € A, b € B mamy, ze a =a-e¢ € AB, boe € B
orazb=e-b € AB,boe € A, wiec b-a € AB. Zatem BA C AB. Wezmy dowolne
ac A be B. Wtedy b™! -a~! € BA. Ale BA C AB, wiec istnieja o € A, B € B takie,
zebt-al=a-. Stada-b=(0b"'-a ) =(a-B) =81 alteBA bopteB
ia~! € A. Wobec tego AB C BA i ostatecznie AB = BA.

(i1) = (4i1). Wezmy dowolne x € AB. Wtedy z = a - b dla pewnych a € Aib € B.
Stadz '!=b"'-a'€BA bob'eBia'ecA Ale BA= AB, wiec 7! € AB.

(ii7) = (i). Poniewaz e € Aie € B oraz e = e - e, wiec e € AB. Ponadto 27! € AB
dla kazdego = € AB. Pozostaje zatem wykazaé, ze x -y € AB dla dowolnych z,y € AB.
Ale x = a; - by iy = as - by dla pewnych ay,a0 € A oraz by,by € B. Zatem az_l c Ai
by' € B, wiec ay ' -b;' € AB, skad by -ay = (a;'-b;") "t € AB. Wobec tego by -as = asz-bs
dla pewnych ag € A, bs € B i uzyskujemy, ze x -y = a;bjasby = (ajas3) - (bsbs) € AB, bo
ajas € Aibsby € B. O

Stwierdzenie 4.21. Jezeli H < G i A< G, to AH = HA oraz AH < G.

Dowdéd. Wezmy dowolne z € AB. Wtedy = = ab dla pewnych a € Aib € B. Stad
rl=0b"tat = (b'a"'b)b™' € AB, boa' € A, b™! € B i na mocy Stwierdzenia 4.15,
b~ta'b € A. Zatem 2! € AB i na mocy Stwierdzenia 4.20, AH = HAi AH < G. O

Stwierdzenie 4.22. Jezeli A1G i B<G, to AB < G.



Dowdd. Na mocy Stwierdzenia 4.21, AB < G. Ponadto dla g € G oraz dlaa € A i
b € B mamy, ze

g-(a-b)-gt=(g-a-g7")-(9-b-g') € AB,
bog-a-g'€ Aoraz g-b-g~' € B. Zatem ze Stwierdzenia 4.15, AB <1 G. O

3 Komutant grupy
Definicja 4.23. Komutatorem elementow a,b grupy G nazywamy element postaci
[a,b] =a'-b'-a-b. (6)

Stwierdzenie 4.24. Dla dowolnych elementow a,b,c grupy G:

(i) [a,0]" = [b, ],

(i1) ¢+ la,b] - ¢! = [cac™t, cbe™],

(i) a-b="0-a <= [a,b] =e.

Dowdd. Zauwazmy, ze [a,b] ! = (a0~ tab)™t = b~1a " ba = [b, a], co dowodzi (i).
(i1). Mamy c[a, blc™t = c(a o~ tab)c™ = ca e teb e eac ebe™t =
= (cac™) " (ebe ) cac™ ) (cbe™) = [cac™t, cbe™. (idi). Jesli ab = ba, to btab = a,
skad a~'b~tab = e, czyli [a,b] = e. Na odwrét, niech [a,b] = e. Wtedy a 1b~tab = e,
skad b~ 'ab = a oraz ab = ba. O

Definicja 4.25. Komutantem grupy G nazywamy jej podgrupe G’ generowana przez
wszystkie komutatory [a,b] dla a,b € G. Zatem

G = ({[a,b] : a,be GY). (7)

Stwierdzenie 4.26. Komutant G’ grupy G jest zbiorem iloczynéw wszystkich komu-
tatorow wszystkich elementéw tej grupy. Ponadto G’ <1 G i grupa G jest abelowa wtedy
i tylko wtedy, gdy G' = {e}.

Dowéd. Poniewaz e = e, e], wiec ze Stwierdzenia 4.25 (i) oraz ze Stwierdzenia
2.15 wynika od razu, ze G’ jest zbiorem iloczynéw wszystkich komutatoréw wszyst-
kich elementéw grupy G. Wezmy dowolne ¢ € G i dowolne = € G'. Wtedy istnieja
komutatory zi,...,x, takie, ze v = x - ...  x,. Zatem grg ' = g(x12o .. .:cn)g_1 =
(gz197 ") (gr29™") ... (g2ng™") € G', na mocy Stwierdzenia 4.24 (ii). Wobec tego G' < G
na mocy Stwierdzenia 4.15.

Jesli G' = {e}, to dla dowolnych a,b € G, [a,b] = e, skad na mocy Stwierdzenia 4.24
(i), a-b = b-a i grupa G jest abelowa. Na odwrét, niech grupa G bedzie abelowa.
Wtedy znowu ze Stwierdzenia 4.24 (iii), [a, b] = e dla wszystkich a,b € G, wiec G' C {e}
i wobec tego G' = {e}. O



