Wyklad 5

Grupa ilorazowa, iloczyn prosty,
homomorfizm

1 Grupa ilorazowa

Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Oznaczmy przez G /H zbiér wszystkich
warstw lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H. Tak wiec

G/H ={gH:g€ G} (1)

oraz |G/H| = (G : H). Ponadto, gdy grupa G jest skoniczona, to na mocy twierdzenia
, el
Lagrange’a |G/ H | ik
W zbiorze G/H wprowadzamy dzialanie o przyjmujac, ze dla dowolnych a,b € G-

(aH) o (bH) = (a - b)H. 2)

Uzasadnimy, ze okreslenie dzialania o jest poprawne, czyli, ze nie zalezy od wyboru
reprezentantow warstw. Niech zatem a, b, ¢, d € G beda takie, ze aH = bH oraz cH = dH.
Wtedy a™'b € H oraz ¢7'd € H. Zatem (ac) ' (bd) = ¢ 'a=tbd = (¢7'd)[d" (a™tb)d] €
H, gdyz H < G. Zatem (ac)H = (bd)H.

Teraz uzasadnimy, ze dzialanie o jest taczne. W tym celu wezmy dowolne a,b,c € G i
obliczmy:

(aH) o [(bH) o (cH)] = (aH) o ((b-c)H) = (a- (b-¢))H = ((ab)c)H = [(ab)H] o (cH) =
[((aH) o (bH)] o (cH).

Sprawdzimy, ze warstwa eH = H jest elementem neutralnym dzialania o. Dla do-
wolnego a € G mamy, ze (aH)o H = (aH)o (eH) = (a-e)H = aH = (e-a)H =
(eH) o (aH) = H o (aH). Ponadto (aH)o (a™'H) = (a-a')H = eH = H oraz
(a™*H)o (aH) = (a™'-a)H = eH = H. Zatem warstwa odwrotna do warstwy (aH) jest
warstwa a~ ' H, czyli

(aH)™' =a'H dla kazdego a € G. (3)

W ten sposéb udowodniliSmy, ze system algebraiczny (G/H, o, H) jest grupa. Nazywamy
ja grupq ilorazowq wzgledem dzielnika normalnego H. Jezeli grupa G jest abelowa, to
grupa ilorazowa G/H tez jest abelowa, gdyz (aH) o (bH) = abH = baH = (bH) o (aH)
dla dowolnych a,b € G.

Wszedzie dalej dzialanie o w grupie ilorazowej G/H bedzie oznaczane tym samym
symbolem, co dzialanie w grupie G.



Przyklad 5.1. Zbudujemy tabelke grupy ilorazowej D,/{e, Os}. Niech {e, Os} = H.
Wtedy:
D,/H = {{e, Oz}, {51, 52}, {53, S}, {O1, O3} }.

Ponadto, H jest elementem neutralnym grupy ilorazowej Dy/H, S1H = {51, 52}, SsH =
{85, S84}, O1H = {04,03}. Grupa ilorazowa Ds/H ma 4 elementy, wiec jest abelowa.
Ponadto z tabelki grupy D4 mamy, ze g> € H dla kazdego g € Dy, wiec (gH)? = H dla
kazdego g € D, i grupa D,/H nie jest cykliczna. Dalej, {Si,S2} 0 {S3,5:} = (S1H) o
(S3H) = (S1083)H = OsH = {01,053}, {S1,5} 0 {01,003} = (S1H) o (O1H) =
(S0 OVH = S4H = {Ss, 54}, {S5,54) 0 {01,)s} = (SsH) o (O3H) = (S5 0 Ox)H =
SoH = {S1,S5}. Zatem tabelka grupy D,/H wyglada tak:

o {e,02} | {51,852} | {S5,54} | {01,053}
{e,02} | {e, 02} | {51,852} | {Ss5,54} | {O1,05}
{51,852} | {S1,52} | {e,02} | {01,035} | {S5, 54}
{55, 54} | {55,541} | {01,053} | {e, 02} | {S1,52}
{01,035} | {O1,05} | {S3,5:} | {51,5:} | {e, Oz}

Stwierdzenie 5.2. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wowczas dla
kazdego a € G i dla dowolnego k € Z zachodzi wzor:

(gH)* = ¢*H. (4)

Dowéd. Dla k = 1 mamy, ze (¢gH)' = gH i ¢'H = gH, wiec wzér (4) wéwczas
zachodzi. Zalézmy, ze wzér (4) zachodzi dla pewnego k € N. Wtedy wzdr ten zachodzi
tez dla liczby k + 1, bo na mocy zatozenia indukcyjnego i definicji mnozenia warstw
(gH)*! = (gH)* - (gH) = (¢"H) - (gH) = (¢* - g)H = ¢g"*'H. Wobec tego na mocy
zasady indukeji wzér (4) zachodzi dla kazdego naturalnego k.

Jesli £ = —I, gdzie | € N, to ze wzoru na warstwe odwrotna i z pierwszej czesci
rozwiazania, (gH)* = [(gH) Y|' = [¢'H]' = (¢ Y)'H = g7'H = ¢*H. W koticu, (¢H)° =
H =cH = ¢"H, wiec wzér (4) zachodzi dla dowolnego catkowitego k. [J

Stwierdzenie 5.3. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G ia € G. Warstwa
aH ma w grupie ilorazowej G/H skornczony rzad wtedy i tylko wtedy, gdy a™ € H dla
pewnego n € N. Ponadto o(aH) = m € N wtedy i tylko wtedy, gdy a™ € H oraz a* ¢ H
dla wszystkich liczb naturalnych k < m.

Dowéd. Zatézmy, ze o(aH) = m € N. Wtedy (aH)™ = H i na mocy Stwierdzenia
5.2, a™H = H, skad a™ € H. Na odwrot, niech o™ € H dla pewnego n € N. Wtedy
a"H = H, a wiec na mocy Stwierdzenia 5.2, (aH)" = H i stad o(aH) < oo. Zatem
warstwa aH ma w grupie ilorazowej G/H skoriczony rzad wtedy i tylko wtedy, gdy
a™ € H dla pewnego n € N.



Niech teraz o(aH) = m € N. Wéwezas z definicji rzedu elementu grupy, (aH)™ = H
i dla kazdej liczby naturalnej k < m jest (aH)* # H. Zatem na mocy Stwierdzenia 5.2,
a"H=Hid"H+#H,skada™ c Hiad* ¢ H. O

Przyklad 5.4. Pokazemy, ze grupa Zj,/(7) jest cykliczna, a grupa Zj,/(9) nie jest
cykliczna.

Zauwazmy, ze Zis = {1,3,5,7,9,11,13,15} oraz w tej grupie 72 =7 16 7 = [49]16 = 1,
wice (7) = {1,7}. Zatem |Zjs| = 81 [(7)| = 2, skad |Zis/(T)| = § = 4. Ale dla H = (7)
mamy, ze 3> = 9 ¢ H, wiec (3H)? # H. Zatem o(3H) > 2, skad o(3H) = 4 i grupa
Zis/(T) jest cykliczna.

Teraz Zy, = {1,3,7,9,11,13,17,19} oraz w tej grupie 9% = [81]y = 1, skad L = (9) =
{1,9} 1 |L| = 2 oraz |Z3y| = 8. Zatem |Z3,/(9)| = 5§ = 4. Ponadto, 1 =1€ L, 3* =9 ¢
L,7=49%=9€L, 9%*=1€L,112?=[121])y=1€ L, 13 = (-7)?*=7"=9 € L,
177 =(-3)?=9€L,19° = (-1)>=1 € L, skad (gL)? = L dla kazdego g € Z3,. Wobec
tego grupa Z5,/(9) nie jest cykliczna.

Twierdzenie 5.5. Dia dowolnej grupy G grupa ilorazowa G/G' jest abelowa. Ponadto,
dla dzielnika normalnego H grupy G, grupa G/H jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy
G'CH.

Dowéd. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wtedy dla dowolnych
a,b € G mamy, ze [aH,bH| = (aH)™'- (bH)™ - (aH)- (bH) = (a™*H)- (b"'H) - (abH) =
(a0 H) - (abH) = a b~ 'abH = [a,b]H. Zatem grupa G/H jest abelowa wtedy i tylko
wtedy, gdy [a,b] € H dla dowolnych a,b € G, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy G' C H
na mocy definicji komutanta grupy. W szczegélnosci mamy stad, ze grupa G/G’ jest
abelowa. [J

Przyklad 5.6. Mozna wykazaé, ze istnieje grupa G rzedu 12 taka, ze |G'| = 4.
Pokazemy, ze wéwczas w grupie G nie istnieje podgrupa rzedu 6 (bedzie to oznaczalo, ze
nie mozna odwraca¢ twierdzenia Lagrange’al). W tym celu zalézmy, ze grupa G posiada
podgrupe H rzedu 6. Wtedy z twierdzenia Lagrange’a (G : H) = % = 1672 = 2, wiec na
mocy Stwierdzenia 4.14, H < G. Ponadto |G/H| = 2, wiec grupa G/H jest abelowa (a
nawet cykliczna). Zatem z Twierdzenia 5.5 mamy, ze G' C H. Ale |G'| =41 |H| =6
oraz 4 nie dzieli 6, wiec mamy sprzecznos¢ z twierdzeniem Lagrange’a. Zatem taka grupa

G nie posiada podgrupy rzedu 6.

2 Iloczyn prosty grup

Niech (G, -1,€1) 1 (G, 2, €2) beda dowolnymi grupami. W zbiorze G = G x G5 wpro-
wadzamy mnozenie ,,po wspotrzednych” przyjmujac, ze:

(a17a2) : (51752) = (a1 ‘1 b1,a2 2 52), (5)
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dla dowolnych ay,b; € Gy, as, by € Gs.
Niech ponadto e = (e1, e3). Sprawdzimy, ze (G, -, €) tworzy grupe. W tym celu wezmy
dowolne aq, by, c; € Gy oraz dowolne as, by, co € Go. Wowczas:

(a1, a9) - [(b1,b2) - (c1,¢0)] = (ag,az) - (by -1 ¢1,b0 9 c3) =
= (ay 1 (b1 1¢1),a2 2 (ba2¢2)) = ((ag-1b1) 1 ¢1, (ag 2 b2) 2 c2) =
= (a1 1b1,a2 2 ba) - (c1,¢2) = [(a1,a2) - (by,02)] - (c1, 2),
czyli dzialanie - jest laczne. Dalej,

(al,%) c€ = (@1,a2) : (61,62) = (al ‘1 €1,02 62) = (@17612)

oraz

e (ay,az) = (e1,e2) - (a1,a2) = (€1 -1 a1, €3 -2 az) = (a1, az),
skad wynika, ze e jest elementem neutralnym dzialania -. W koncu

(a1,a2) - (a7 ", a3") = (a1 1 a7t a2 2 a3") = (e1,e2) =€

oraz
(a7t a5") - (a1, a2) = (a;' 1 ar, a5 " 5 a9) = (e1, €2) = e,

czyli (G, -, e) jest grupa oraz
(ar,a3)" = (a7t ay") dla dowolnych a; € Gy, ay € Gs. (6)

Otrzymana w ten sposob grupe oznaczamy przez GG; X G9 1 nazywamy iloczynem prostym
grup G 1 Gs.

7, okreslenia mnozenia w iloczynie prostym grup wynika od razu, ze iloczyn prosty
grup abelowych jest grupa abelowa.

Stwierdzenie 5.7. Dla dowolnych a € Gy, b € Gy i dla dowolnego k € Z w grupie
G x Gy zachodzi wzor:

((l, b)k = (ak7 bk) (7>

Dowdéd. Najpierw przez indukcje udowodnimy prawdziwosé wzoru (7) dla wszystkich
k € N. Poniewaz (a,b)! = (a,b) = (a',b'), wiec wzér (7) zachodzi dla k = 1. Jesli za$
wzér (7) zachodzi dla pewnego naturalnego k, to (a,b)*** = (a,b)* - (a,b) = (a*,bF) -
(a,b) = (a* - a,b* - b) = ("1, 0*1), na mocy zalozenia indukcyjnego i wzoru (5). Wobec
tego na mocy zasady indukcji wzér (7) zachodzi dla kazdego k € N,

Jesli k = —I dla pewnego [ € N, to ze wzoru (6) i na mocy pierwszej czesci dowodu,
(a,0)" = [(a,0) ] = (a1, 07)" = (@), (b7")) = (a7",07) = (a*,bF). W koricu,
(a,0)" = (e1, e9) = (a®,Y). Zatem wzér (7) zachodzi dla kazdego k € Z. [
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Stwierdzenie 5.8. Dla dowolnych a € G1, b € Go element (a,b) grupy G1 X G5 ma
skonczony rzad wtedy i tylko wtedy, gdy rzedy elementow a i b sq skoriczone. Ponadto,
jgesli o(a) < oo i o(b) < 00, to rzad elementu (a,b) jest réwny [o(a), o(D)].

Dowéd. Zalézmy, ze o((a,b)) =n € N. Wtedy (a,b)” = (€1, e2), wiec na mocy wzoru
(7), (a™,b™) = (e1,e2). Zatem a" = e1 i b" = ey, czyli o(a) < 0o 1 0(b) < 0.

Na odwrét, zalézmy, ze o(a) = k € Nio(b) =1 € N. Oznaczmy [k,[] = n. Wtedy
kln i ln, wigc a™ = e; i b" = ey, czyli na mocy wzoru (7), (a,b)" = (a™,b") = (ey, e2),
a to oznacza, ze element (a,b) ma skonczony rzad, przy czym s = o((a,b)) < n. Ale
wtedy (a,b)® = (eq,ez), wiec znowu ze wzoru (7), (a®,b%) = (e1,e3). Zatem a® = e i
b® = eq, skad na mocy Stwierdzenia 3.5, k|s i l|s. Wobec tego [k, ]|s, czyli n|s in < s.
Ale wczesniej pokazalismy, ze s < n, wiec s = n, co konczy dowdd naszego stwierdzenia.

O

Stwierdzenie 5.9. Niech Gy i@ Gy beda nietrywialnymi grupami. Wowczas grupa
G x Gy jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy grupy Gy © Gy sa cykliczne @ ich rzedy sq
liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymia.

Dowéd. Zatézmy, ze G = (a), gdzie o(a) =n € Ni Gy = (b), gdzie o(b) = m € Noraz
(n,m) = 1. Wtedy |Gy X G2| = nm i na mocy Stwierdzenia 5.8, o((a, b)) = [n, m] = nm,
bo (n,m) = 1. Wobec tego (a, b) jest generatorem grupy G X G i ta grupa jest cykliczna.

Na odwrét, zalézmy, ze grupa G x G jest cykliczna i niech (z,y) bedzie jej genera-
torem. Poniewaz Gy # {e1} 1 Gy # {ez}, wiec istnieja a € Gy \ {e1} 1 b € Go \ {e2}.
Ale (z,y) jest generatorem grupy G; X Ga, wiec (a,e1) = (x,9)* i (e1,b) = (z,y)" dla

k k l
y €2 =Y, €61 =X

pewnych catkowitych k,l. Stad i ze wzoru (7) uzyskujemy, ze a = x
i b =y'. Poniewaz a # e;, wiec k # 0. Poniewaz b # ey, wiec [ # 0. Ponadto ey = y¥,
wiec y~F = ey, skad o(y) € N i podobnie o(x) € N. Zatem ze Stwierdzenia 5.8 generator
(x,y) grupy G x G2 ma skonczony rzad. Wobec tego zbiér G; x Gj jest skoniczony, a
zatem |G1| = r € Ni |Gy = s € N. Wezmy dowolne h € G. Wtedy (h,ep) = (z,y)"
dla pewnego | € Z, skad na mocy wzoru (7), h = z!. Wobec tego G; = (). Podobnie
dowodzimy, ze Gy = (y). Ale |Gi| =11 |Gs| = s, wiec o(x) = r i o(y) = s. Zatem ze
Stwierdzenia 5.8, o((z,y)) = [r,s]. Ale o((z,y)) = |Gy x G| = |Gy| - |Ga| = rs, wiec
[r,s] =rs, skad (r,s) = rg=10

3 Homomorfizmy grup i ich wlasnosci

Definicja 5.10. Niech (Gy,-1,e1) i (Gg,-2,e2) beda grupami. Przeksztalcenie
f:G1 — G5 takie, ze

fla-1b) = f(a) 2 f(b) dla dowolnych a,b € G (8)



nazywamy homomorfizmem grupy G w grupe Gso, zas zbiér

Ker(f)={x € Gy : f(z) = e} (9)

nazywamy jadrem homomorfizmu f. Jezeli dodatkowo f jest réznowartosciowe, to méwimy,
ze f jest zanurzenmiem grupy G, w grupe Gs. Jezeli za§ homomorfizm f jest bijekcja, to
mowimy, ze f jest izomorfizmem grup.

Definicja 5.11. Powiemy, ze grupa G jest obrazem homomorficznym grupy G, jezeli
istnieje homomorfizm f grupy G, na grupe Gs.

Definicja 5.12. Powiemy, ze grupa GG; zanurza sie w grupe Ga, jesli istnieje zanurzenie

fi Gl — GQ.

Definicja 5.13. Powiemy, ze grupy G, i G2 sa tzomorficzne i piszemy, G = G, jezeli
istnieje izomorfizm f: Gy — Gbs.

Definicja 5.14. Automorfizmem grupy G nazywamy kazdy izomorfizm f:G — G.

Stwierdzenie 5.15. Zlozenie homomorfizmow jest homomorfizmem, tzn. jezeli f: G1 —
Gy i g: Gy — Gz sq homomorfizmami grup, to go f: Gy — G3 tez jest homomorfizmem
grup. W szczegolnosSci ztoZenie izomorfizmow jest izomorfizmem.

Dowéd. Rzeczywiscie, dla dowolnych a,b € Gy: (gof)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) =
9(f(a))g(f (b)) = (go f)(a)(ge f)(b). O

Stwierdzenie 5.16. Jezeli f: Gy — Gy jest izomorfizmem grup, to f~1: Gy — Gy tez
jest izomorfizmem grup.

Dowéd. Rzeczywidcie, poniewaz f jest bijekcja, wiec ze wstepu do matematyki 1
istnieje, jest bijekcja oraz dla x € G1 iy € Gy mamy, ze y = f(z) < [f'y) = .
WeZzmy dowolne yy, yo € Go. Wtedy istnieja 1, 29 € Gy takie, ze y1 = f(21) 1 y2 = f(x2),
wiec y1yp = f(21) f(22) = f(z122), skad [~ (y1y) = 2120 = [ (1) [ (y2). O

Ze stwierdzen 5.15 1 5.16 oraz z tego, ze przeksztalcenie tozsamosciowe grupy G w grupe
G jest jej automorfizmem wynika od razu nastepujace

Stwierdzenie 5.17. Dla dowolnych grup G, Gs, G3:
a) G1 = Gl,

b) jesli Gy = Gy, to Gy = G,

c) jesli Gy = Gy i Gy = G, to G1 =2 G3. O

Stwierdzenie 5.18. Niech (G1,-1,¢e1) i (Ga,-2,€e2) beda grupami i niech f:G1 — G
bedzie homomorfizmem. Wowczas:

(i) f(e1) = ez,



(i1) f(a™') = [f(a)]™" dia kazdego a € G4,

(i5i) f(ay 1 az-1...16a,) = f(a1) -2 flag) -2... 2 f(a,) dla dowolnych ay, ..., a, € Gy
oraz dla dowolnego n > 2,

(iv) f(a®) = [f(a)]* dla dowolnych a € Gy, k € Z,

(v) jezeli a € Gy i o(a) € N, to o(f(a)) € N oraz o(f(a)) | o(a),

(vi) Ker(f) <Gy,

(vii) f jest zanurzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker(f) = {e1},

(viit) jezeli H < Gy, to f(H) ={f(h):h e H} <G,

(iz) jezeli K < Gy, to f7H(K)={x € Gy : f(z) € K} < G.

Dowéd. (i). Mamy, f(e1) = f(e1-1e1) = f(e1) -2 f(e1), skad po skréceniu es = f(eq).

(ii). Rzeczywiscie, f(a™') o f(a) = f(a™' -1 a) = f(e1) = ey na mocy (i), wiec
fla) = [fa)] ™

(24i). Dla n = 2 teza wynika z definicji homomomorfizmu, a jezeli zachodzi ona
dla pewnego naturalnego n oraz ai,...,an, a1 € Gy, to f(ag 1 ... 1 ap 1 Quy1) =
= f((ar 1. 1an) 1 ang1) = flar 1.1 an) 2 flangr) = flar) 2.2 flan) 2 fani1).

(iv). Wynika od razu z (i7) oraz z (ii7).

(v). Niech o(a) = n € N. Wtedy a™ = e1, skad na mocy (i) oraz (iv), es = f(a™) =
[f(a)]™. Zatem istnieje liczba naturalna k taka, ze k = o(f(a)) i z wlasnosci rzedu
elementu grupy k | n, bo [f(a)]" = es.

(vi). 7 (i) mamy, ze ey € Ker(f). Jeshi z,y € Ker(f), to f(z) = f(y) = e,
skad f(z 1 y) = f(x) 2 f(y) = €2 2 €5 = €9, czyli -1 y € Ker(f) oraz na mocy (i),
fz™) = [f(2)]" = e;' = ey, czyli 27! € Ker(f). Zatem Ker(f) < G;. Ponadto dla
g € Gi,h € Ker(f) na mocy (iii) oraz (i) mamy, ze f(g-1h-197") = f(g) -2 f(h) -
[f(9)] " = f(g) 2e22[f(g)] ' = ez, skad g1 h -1 g7 € Ker(f). Zatem Ker(f) < Gi.

(vii). Zalézmy, ze f jest zanurzeniem i niech x € Ker(f). Wtedy f(z) = e2 = f(e1),
skad © = e;. Ale e; € Ker(f), wiec stad Ker(f) = {e1}. Na odwrét, zalézmy, ze
Ker(f) = {e1} iniech a,b € G, beda takie, ze f(a) = f(b). Wtedy ey = f(a)-[f(b)]™t =
fla) o f(07") = fla1b7Y), skad a1 b~" € Ker(f) = {e1}, czyli a1 b=' = ;. Zatem
a=">b1 f jest zanurzeniem.

(viii). Z (i) mamy, ze es = f(e1) € f(H), gdyz e; € H. Niech z,y € f(H). Wtedy
istnieja a, b € H takie, ze v = f(a) iy = f(b). Zatem a-10~* € H, skad f(a-1b71) € f(H)
oraz T 2y ' = f(a) o [f(B)]' = fla) 2 f(b7') = fla1b7Y), czylix oyt € f(H) i
F(H) < Gs

(ix). Poniewaz ey € K i ey = f(ey), wiec e; € f71(K). Niech a,b € f~1(K). Wtedy
fla), f(b) € K, skad f(a-1b7") = f(a) = [f(0)] ' € K, czylia- b~ € f7(K). Zatem
fTHK) <G O

Jezeli f: Gy — G5 jest izomorfizmem grup, to |G| = |G| oraz kazda wlasno$é grupy
(G definiowana za pomoca dzialania w tej grupie jest zachowywana przez f. 7 tego
powodu w algebrze utozsamia sie grupy izomorficzne.
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Twierdzenie 5.19 (o izomorfizmie). Jezeli f: G1 — Go jest homomorfizmem grup,
to

f(G1) =G /Ker(f).

W szczegdlnosci, jezeli f jest ,,na”, to Go = Gy /Ker(f).

Dowéd. Ze Stwierdzenia 5.18 (viii), f(G1) < G. Ponadto f odwzorowuje grupe G,
na f(Gy). Oznaczmy Ker(f) = H. Wtedy ze Stwierdzenia 5.18 (vi), H < G;. Niech
F:G,/H — f(G;) bedzie dane wzorem

F(zH) = f(x) dla z € G;.
Wtedy dla z,y € G; mamy

F(zH) = F(yH) <= f(x)=f(y) == [f(@)] 2 fly) =e2 =

1

= fla D g fly)=e <= flalyy)=e <= 2! yec H < zH =yH.

Zatem F' jest dobrze okreslong funkcja réznowartosciowa. Ale F' jest ,,na’, wiec F' jest
bijekcja. Ponadto

F((zH) 1 (yH)) = F((x1y)H) = f(z1y) = f(2) 2 fly) = F(zH) -2 F(yH).

Zatem I jest izomorfizmem grup, czyli f(Gy) = Gy/Ker(f). O

Uwaga 5.20. Niech (G, -, e) bedzie grupa i niech f: G — A bedzie bijekcja zbioru G
na zbiér A. W zbiorze A wprowadzamy dzialanie o przy pomocy wzoru:

aob= f(f~a)- f71(b)) dla a,b € A.

Niech € = f(e). Wowezas na mocy Uwagi 1.26, (A,0,¢€) jest grupa i f~'(aob) =
f~Ya)-f~1(b) dla dowolnych a,b € A oraz f~! jest bijekcja. Zatem f~! jest izomorfizmem
grup, czyli A =2 G. W szczegdlnosei wynika stad, ze jesli G jest grupa skonczona i
f:G — A jest bijekcja oraz w tabelce grupy G w miejsce kazdego elementu z € G
wstawimy element f(x), to trzymamy tabelke grupy A izomorficznej z grupa G.

Zagadka 1. Niech H bedzie podgrupa grupy GG. Pokazaé, ze jesli H nie jest dzielnikiem
normalnym grupy G, to wzor

(aH)o (bH) = (a-b)H dla a,be G

nie jest dobrze okreslony na zbiorze wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzgledem
podgrupy H.

Zagadka 2. Udowodnij, ze obraz homomorficzny grupy cyklicznej jest grupa cykliczna.



Zagadka 3. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby pierwszej nieparzystej p i dla dowolnego
a € N grupy Z5,. 1 Z,. sa izomorficzne.

Zagadka 4. Udowodnij, ze dla dowolnego n € N w grupie Q*/Z istnieje dokladnie
jedna podgrupa rzedu n.

Zagadka 5. Udowodnij, ze jesli grupa G/Z(G) jest cykliczna, to grupa G jest abelowa.

Zagadka 6. Uzasadnij, ze jeSli H jest nietrywialna podgrupa grupy Q%, to kazdy
element grupy Q*/H ma skoriczony rzad. Udowodnij tez, ze jesli grupa Qt/H jest
skonczona, to H = Q.

Zagadka 7. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G i niech U W € G/H.
Udowodnij, ze wéwczas w grupie ilorazowej G/H: U-W ={a-b : a€ U, be W}.



