Wyklad 8

Zasadnicze twierdzenie algebry.
Pojecie pierscienia

1 Zasadnicze twierdzenie algebry i jego dowdod

Definicja 8.1. Wielomianem o wspoéiczynnikach zespolonych nazywamy funkcje
f:C — C postaci

f(l’) = anxn + an—lxn_l + ...+ a1x + ag,

gdzie ag,ay,...,a, sa ustalonymi liczbami zespolonymi oraz n = 0,1,... Ponadto dla
a, # 0 mowimy, ze n jest stopniem wielomianu f.

Lemat 8.2. Niech f bedzie wielomianem o wspotczynnikach zespolonych. Wowczas
dla kazdego r > 0 istnieje stata K > 0 taka, ze

[f(21) = f(22)| < K - |21 — 2

dla wszystkich z1, zo € C takich, ze |z1|, |z2| <.

Dowdéd. Jezeli f(x) = ap dla € C, to wystarczy wzia¢ K = 1. Zalézmy wiec, ze
f(x) =apa"+a, 12"+ .. +a1x +ag, gdzien > 11 a, # 0. WezZmy dowolne 21, 2, € C
takie, ze |z1], |22] < r. Wtedy dla k =1,2,...,n mamy, ze

k_ ok _ k=1 k=2 k=2 | k-1
2i—zg =(21—22) - (27 420 “z22+ ...+ 2125 “+25 )
oraz z nierownosci tréjkata:

|87 2 2T Y <
< |Z’1|k*1 + |21|k72|2’2| + ...+ |Z1|’Z2|k72 + |Z2|k*1 < krft,

Stad

f(21) = f(22)| = lan(2} = 28) + an 1 (27 = 257 ") + .+ ar(z — 2)] <
< lanllzf = 28]+ lanalla ™ — 7+ 4 a2 — 2] <
<anllzr = 22/nr™ ™ + |an_1|]z1 — 22|(n — D)r"™2 + ...+ |ay||z1 — 22| =

= |21 — 2o|(|an|nr™ ™t + |an_1|(n — )12 + ... + |as|2r + |as]),

wiec wystarczy wzia¢ K = |a,|[nr™ ' + |a,—1|(n — 1)r" 2 + ...+ |ag|2r + |as|. O



Definicja 8.3. Powiemy, ze liczba zespolona zj jest granica ciagu (z,) liczb zespolo-
nych, jezeli

ve>03n0€an>no|2n - ZO| <e.
Piszemy wtedy lim 2z, = zj.
n—oo

Lemat 8.4. Niech f bedzie wielomianem o wspotczynnikach zespolonych. Wowczas z

lim z, = zy wynika, Ze hm |f(z)| = |f(20)]-
n—oo

Dowéd. Wezmy dowolne e > 0. Z Lematu 8.2 dla r = 1 + |2| istnieje stala K > 0
taka, ze |f(2) — f(20)| < K|z — 20| dla wszystkich z € C takich, ze |z| < 1+ |2], gdyz
|z0] < 1+ |20]. Ale li_)m Zn = 29, wicc dla 6 = min{5%, 1} istnieje ng € N takie, ze dla
wszystkich n > ng jerét O|Ozn — 20| < 8, czyli |z, — 20| < 1, a wiec |z,| = (2, — 20) + 20| <
< Jzn — 20| + 20| < 14|20, skad |f(2n) — f(20)| € K5% = 5§ < e dlan > ng. Oznacza
to, 7 lim 1 (za)| = |F(zo)l- 0

Definicja 8.5. Powiemy, ze ciag (z,) liczb zespolonych jest ograniczony, jezeli istnieje
stala A > 0 taka, ze |z,| < A dla wszystkich n € N.

Lemat 8.6. Z kazdego ciqgu ograniczonego liczb zespolonych mozna wybrac¢ podciag
zbiezny do pewnej liczby zespolonej.

Dowéd. Niech (z,) bedzie ograniczonym ciagiem liczb zespolonych. Wtedy istnieje
stala A > 0 taka, ze |z,| < A dla wszystkich n E N. Ponadto dlan = 1,2,... istnieja
an, by, € R takie, ze z, = a, + byi, wiec |a,| < y/a2 + b2 = |z,] < A i podobnie |b,| <
dlan =1,2,... Zatem (a,) i (b,) sa ograniczonym1 ciagami liczb rzeczywistych. Stad z
twierdzenia Weierstrassa istnieje podciag (ax,) ciagu (a,), ktéry jest zbiezny do pewnej
liczby rzeczywistej ag. Zatem z twierdzenia Weierstrassa istnieje podciag (b, ) ciagu
(br,) zbiezny do pewnej liczby rzeczywistej by. Stad takze podciag (a;, ) jest zbiezny
do ag. Wezmy dowolne e > 0. Wtedy istnieje ng € N takie, ze dla wszystkich n > ng

jest |ay, —aol < 551 |by, —bo| < f Zatem dla zg = ag + bgi oraz dla n > ng mamy
|21, — 20| = \/|alkn —ag|* + [by,, —bol? < /5 e 4 é = e. Oznacza to, ze lggo 2, = 20
]

ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY. Kazdy wielomian dodatniego stop-
nia o wspotczynnikach zespolonych posiada pierwiastek zespolony.

Dla wielomianéw stopnia 1 nasze twierdzenie zachodzi, bo maja one postaé¢ f(x) =
az + b, gdzie a,b € C i a # 0 oraz wtedy f(—2) = 0.

Wystarczy zatem udowodni¢ to twierdzenie dla wielomianw stopni > 2. Ale jezeli
f(z) = apz™ + an_ 12"t + ...+ a1 + ag, gdzie ag,ay,...,a, € C, a, #0in > 2 to
f(x) = an - g(x), gdzie g(x) = 2" + “2=2a" 1 4.+ Sp + 2 i wielomiany [ i g maja
takie same zbiory pierwiastkow. Stad wystarczy wykazac, ze dla kazdego n > 2 i dla



dowolnych ag, aq,...,a, 1 € C wielomian
f(@)=2" +ap 12" "+ ... +ax+a (1)

posiada pierwiastek zespolony.

Lemat 8.7. Dia wielomianu f postaci (1) i dla kaidego z € C takiego, Ze
|2 > 14 |ap_1| + ... + |ag| mamy, zZe |f(2)] > 1+ |ao].

Dowdd. Zatézmy, ze 2 € Ci |z| > 1+ |a,_1| + ...+ |ao). Wtedy |2] > 1, wiec |2]F > 1
dla £ =1,2,... Stad dla takich z mamy

lf(2)| ="+ an 12" ' + ...+ a1z +ao| >
> 2" = |an—12" oot arz +agl > 2" = Jan_||z]" == aa]|z] = aol.

Ale |z[F < |zt dlak=0,1,...,n—1,bo |z| > 1in > 2, wiec

[F@)] 212" = 2" - (lanal + -+ || + |ao]) =
2" (l2l = lan| = .. = laa] = lao]) = |2"~" = Iz],
bon>2ilz| > 14 |a,_1]| + ...+ |ao|- Stad
1f(2)] > 1+ |an_1] + ...+ |a1] + |ao] = 1+ |aol,

czyli |f(2)] > 1+ |ao| dla |z| > 1+ |ap_1| + ... + |a1| + |ag|. O

Lemat 8.8. Dia wielomianu f postaci (1) istnieje zo € C takie, Ze

£ (2)| = | (=)

dla kazdego z € C.

Dowéd. Poniewaz dla kazdego z € C jest |f(z)| > 0, wiec zbiér {|f(z)|: z € C} jest
ograniczony z dotu. Posiada on zatem kres dolny q. Wtedy |f(2)| > ¢ dla kazdego z € C
oraz dla dowolnego m € N istnieje z,, € C takie, ze | f(zn)| < ¢+ =. Gdyby dla pewnego
m bylo |z,| > 1+ |an—1| + ...+ |a1| + |ao|, to z Lematu 8.7,

[f(zm)l > L+ Jaol = [fO)[ +1>q+1>q+

skad |f(zm)| > ¢ + = i mamy sprzecznosé. Stad |z,| < 1+ |ap]| + ... +
+]ap| dlam € N. Zatem z Lematu 8.6 istnieje podciag (zx, ) ciagu (z,) taki, ze lim z, = 2o
n—oo

dla pewnego zp € C. Wéwezas dla kazdego z € C i dla kazdego m mamy, ze |f(z,)| <
|f(2)] + 5, skad

[F () > 1f () — 72



wiec po przejéciu do granicy z wykorzystaniem Lematu 8.4 uzyskamy, ze |f(2)| > |f(z0)|-
0

Udowodnimy teraz lemat, ktéry zakonczy dowdd zasadniczego twierdzenia algebry.

Lemat 8.9. Dla wielomianu f postaci (1) i dla liczby zy z Lematu 8.8 mamy, Ze
f(z0) = 0.

Dowdd. Niech h(z)=f(z+20)=(2 + 20)" + an_1(z + 20)" ' + ... +a1(z + 20) + ag =
2V 4 by 12" 4+ bz + by dla pewnych b, by, ..., b,_1 € C, b, = 1. Niech k bedzie
najmniejsza liczba naturalna taka, ze by, # 0. Woéwcezas h(z) = 2" + b, 12" + ... +
bpz* + by. Z Lematu 8.8 mamy, ze dla kazdego z € C

|2" 4+ by 12"+ bezR 4 bo| > | f(20)]

oraz by = h(0) = f(z), wiec dla z € C mamy

|2 4 b1 2" L b2 Dol > Dol (2)
Dla ¢ € (0,1) podstawmy w nieréwnosci (2): z =c- { —2—2. Otrzymamy wéwczas

n n—1 k
b b b
|Cn<k _i) +bn_1c”_1 <k —b—Z> + ... —i—bkck (k —i) +b0| > |bo|7 (3)

wiec z (3) po uproszczeniach i podstawieniu

; n b n—1 b kt+1
o= (§=2) " =t (§=2) "= (Y-B)

uzyskamy
|dnc”™ + dpr P+ dpgr T = bock ol = |bo| dla ¢ € (0,1). (4)
Oznaczmy g(z) = dp,a™ %1+ d,,_ 12" * 2 + ... + dpy1. Wtedy z (4) mamy
I g(e) + bo(1 — )| = |bo| dla ¢ € (0,1). (5)

Ponadto |c**1g(c) + bo(1 — )| < |Ftlg(e)| + |bo]ll — & = FYgle)| +
+]bo|(1 = c*), bo 0 < ¢ < 1. Zatem z (5):

M g(e)| + [bo| — [bolc® > [bo| dla ¢ € (0,1),
a wiec

clg(c)| = |bo| dla ¢ € (0,1).



Ponadto
|g(C)| = |dncn_k_1 + dn—lcn_k_2 + ...+ dk+1| <

< || | dp | 4 | dpa | <
’dn‘ + ‘dnfly +..+ ‘dk+1’7

bo 0 < ¢ < 1. Zatem
c(|dp| + |dp-1| + ... + |dks1]|) = |bo] dla ¢ € (0,1).

Stad po przejsciu do granicy wzgledem ¢ — 0 otrzymamy, ze 0 > |by|, czyli |by| = 0. Ale
f(20) = bo, wiec f(z) =0. O

2 Pojecie pierscienia

Definicja 8.10. Pierscieniem nazywamy system algebraiczny (P, +,-,0,1) taki, ze
P1. (P,+,0) jest grupa abelowa;,
P2. Vopeera-(b+c)=a-b+a-c
P3. Vopcerpa-(b-c)=(a-b)-c
P4. Vicpa-1=a;
P5. Vopepa-b=10-a.

Dzialanie oznaczane przez + nazywamy dodawaniem, zas dzialanie oznaczane przez
- nazywamy mnozeniem, natomiast element oznaczony symbolem 1 nazywamy jedynka
pierscienia P. Grupe abelowa (P, +,0) nazywamy grupq addytywna pierscienia P i ozna-
czamy przez PT. Odejmowanie w pierscieniu (P, +, -, 0, 1) definiujemy za pomoca wzoru:

a—b=a+ (—b) dla dowolnych a,b € P. (6)

Nastepujace stwierdzenie grupuje podstawowe wlasnosci dziatan w pierscieniu.

Stwierdzenie 8.11. Niech (P,+,-,0,1) bedzie pierscieniem. Wéwczas:

(i) Yacp a-0=0-a=0,

(11) Vopep —(a-b) =(—a)-b=a-(=b)i(—a)-(=b)=a-b,

(111) Vapeep (a+b)-c=a-c+b-c,

(1) Vocp (—1)-a=a-(-1) = —a,

(V) Yaay...anep @+ (a1 +...Fa,) =a-a;+...+a-ap,

(vi) 6. Yopeep a-(b—c)=a-b—a-c.

Dowéd. (i). Poniewaz 0 = 0 + 0, wiec na mocy P2: a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,
czylia-0+0=a-0+a-0, skad z prawa skracania w grupach mamy, ze a -0 = 0. Zatem
na mocy P5 takze 0-a = 0.



(ii). Na mocy P21 (i) mamy, ze a-b+a-(=b) =a-[b+ (=b)] =a-0 = 0, skad
a-(—b) = —(a-b). Stad na mocy P5: —(a-b) = —(b-a) =b-(—a) = (—a) - b. Ponadto,
(~a) - (~b) = ~[a- (~b)] = ~[~(a-b)] = a-b.

(iii). Namocy P5, P2 iznowu P5 mamy, ze (a+0b)-c = ¢-(a+b) = c-a+c-b = a-c+b-c.

(iv). Na mocy P4 i P5 mamy, zea=a-1=1"-a, wiec z (ii) i P5, —a = —(a-1) =
a-(-1)=(-1)-a.

(v). Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 teza wynika z P2. Zalézmy, ze teza zachodzi
dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech aq,...,a,,a,11 € P. Wtedy na mocy P2 i
zalozenia indukeyjnego: a(ai+...+ap+ani1)=al(a1+...+a,)+ap1]|=a-(a1+...+a,)+
+a-Qpi1=a-a1+...+a-a,+a- a1, czyli teza zachodzi dla liczby n 4 1. J

(vi). Z okreSlenia odejmowania, z P2, z (ii) i znowu z okreslenia odejmowania mamy,
zea-(b—c)=a-(b+(—¢c))=a-b+a-(—c)=a-b+(—(a-¢c))=a-b—a-c. O

Poniewaz (P,+,0) jest grupa abelowa, wiec ma sens caltkowita wielokrotnosé k - a ele-
mentu a € P przez liczbe catkowita k. Przypomnijmy jej okreslenie:
0-a =0, 1-a =aorazdlan € Nt n-a = a+...4ai(-n) -a =
—_——

n

7 twierdzen 1.13 i1 1.14 wynika od razu nastepujace

Stwierdzenie 8.12. Niech (P, +,-,0,1) bedzie pierscieniem. Wéwczas:
(1) YacpPVnmez n-(m-a) = (nm)-a,

(11) YacpVnmez (n+m)-a=n-a+m-a,

(ZZZ) va’bepvnez n- (CL + b) =n-a-+n- b.

Stwierdzenie 8.13. Dla dowolnych elementéw a, b pierscienia P i dla kazdego k € Z
zachodzi wzoér:

k-(a-b)=(k-a)-b=a-(k-D). (7)

Dowéd. Poniewaz 0-(a-b) =0, (0-a)-b=0-b=0ia-(0-b) =a-0 =0 na
podstawie definicji mnozenia elementu pierscienia przez liczbe catkowita 0 oraz na mocy
Stwierdzenia 8.11 (i), wiec dla k = 0 wzdr (7) zachodzi. Zalézmy, ze wzér (7) zachodzi
dla pewnego k € Ng. Wtedy (k+1)-(a-b) = k-(a-b)+a-b= (k-a)-b+a-b= (k-a+a)-b=
[(k+1)-a]-boraz (k+1)-(a-b) = k-(a-b)+a-b = a-(k-b)+a-b = a-(k-b+b) = a-[(k+1)-b], wiec
wzér (7) zachodzi wowcezas takze dla liczby k + 1. Wobec tego na mocy zasady indukcji
wzér (7) zachodzi dla kazdego k € Nj.

Niech teraz k = —n, gdzie n € N. Wtedy k- (a-b) =n-[—(a-b)] =n-[(—a)-b] =
n-(—a))]-b = (k-a)-boraz k-(a-b) = n-[—(a-b)] = n-[a-(=b)] = a-[n-(=b)] = a-(k-b), na
mocy pierwszej czesci rozwiazania i wiasnosci catkowitej wielokrotnosci elementu grupy
addytywnej pierscienia P. Wobec tego wzér (7) zachodzi takze dla dowolnej ujemne;
liczby catkowitej k, co konczy dowdd. [



W pierscieniu P mozemy tez okresli¢ nieujemna caltkowita potege dowolnego elementu
a € P przyjmujac, ze:

n

a®=1,a'=aorazdlaneN: a""' =a"-a (czylia" =g -

Lt a).
N——
n

Z Whniosku 1.4 wynika natychmiast nastepujace

Stwierdzenie 8.14. Niech (P,+,-,0,1) bedzie pierscieniem. Wowczas:

(1) Ve PVnmen, @ - a™ = a™™.

(”) vaepvn,mGNo (an)m =a"™"

Stwierdzenie 8.15. Dla dowolnych elementéw a, b pierécienia P i dla dowolnego
n € N, n > 2 zachodzi wzor:

a"—=b'=(a—b) (" +a" b+ ... +ab" P+ "), (8)

Dowdd. Po opuszczeniu nawiasow otrzymamy, ze
(a—=0)- (@' +a" b+ ... +ab" P+ 0" = a" +a" W+ ..+ a4 ab" T+
—a" b —a" b — ... —ab" ! —b" = a™ — b, co koriczy dowdd wzoru (8). O
Podstawiajac we wzorze (8) w miejsce b element —b i uwzgledniajac to, ze dla k € Ny,
(—b)%* = b* oraz (—b)***1 = —b* T uzyskamy nastepujace

Stwierdzenie 8.16. Dla dowolnych elementéw a, b pierécienia P i dla dowolnego
n € N zachodzi wzor:

CL2n+1 + b2n+1 (CL + b) ( 2n a2n—1b+ a2n—262 -+ a262n—2 o ab2n—1 4 b2n) ) (9)

Stwierdzenie 8.17. Dla dowolnych elementéw a, b pierécienia P i dla dowolnego

n € N zachodzi wzdr: .
(a+0b)" = Z (Z) a™Fu>, (10)

k=0

Dowdéd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dlan =1, L = (a+b)! =a+b, P =
1

1 1 1
E (k) al 7Rk = (O) att? + (1) ' =a-141-b=a+0b, czyli L = P i teza zachodzi
k=0

dla n = 1. Zalézmy, ze wzér (10) zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n. Wtedy
(a+b)"" =(a+b)-(a+b"=a-(a+b"+b-(a+b" = “'Z(Z)“nkbk+b'

k=0
(1 i _ — (n n+l—kpk ~ (1 i k41 n+l —~ (n n+1—kpk
z(k) b-Z(k)a b+z(>a B = g +Z(k)a B+
k=0 k=0 k=1
n—1 —1
prtl Z (Z) QR gl ot Z (j N 1) Qi 4 Z ( ) iRt Ale
k=0 s
(jil) + (’;) = (?Ill) dlaj=0,1,...,n—1, Wlec uzyskujemy stad, ze (a +b)""! = o™ +

7



n—1 n n+1
bn+1+z (7;::: ;) At It — an+1+bn+1+z (" '/: 1) anHikpk — Z <” Z 1> anHikpk
k=1

5=0 §=0
Zatem wzér (10) jest woéwcezas prawdziwy takze dla liczby n + 1. Stad na mocy zasady
indukcji mamy teze. [

Zagadka 1. Niech P,..., P, beda pierécieniami. W zbiorze P; X ... x P, okreslamy
dodawanie i mnozenie nastepujaco:

(al,...,an)+(b1,...,bn) :(a1+b1,...,an+bn),
(@1,...,an)-(bl,...,bn) :(al-bl,...,an-bn),

Niech 0 = (0,...,0) oraz 1 = (1,...,1). Udowodnij, ze (P; X ... X P,,+,-,0,1) tworzy
pierscien.

Zagadka 2. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech P bedzie pierscieniem.
W zbiorze PX wszystkich funkcji ze zbioru X w zbiér P wprowadzamy dodawanie i
mnozenie, przyjmujac, ze dla dowolnych f, g € PX:

(f+9)(z) = f(x)+ g(x) dlakazdego z € X,
(f-9)(x) = f(x)-g(r) dla kazdego z € X.
Udowodnij, ze zbiér PX z tymi dzialaniami jest pierscieniem.
Zagadka 3. Niech K bedzie dowolnym cialem. Udowodnij, ze podzbiér

b

Th(K) = { [ g 1 ca,be K } zbioru 2 x 2-macierzy nad cialem K, tworzy pierscien ze
a

wzgledu na zwykte dodawanie i mnozenie macierzy.

Zagadka 4. Niech P bedzie dowolnym pierscieniem. W zbiorze P x P wprowadzamy
dodawanie i mnozenie przyjmujac, ze dla dowolnych a, b, c,d € P:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) oraz (a,b) - (¢,d) = (a-c,a-d+b-c).

Udowodnij, ze (P x P,+,-,(0,0),(1,0)) jest pierscieniem. Bedziemy go oznaczali przez
Dy(P).

Zagadka 5. Niech T bedzie niepustym zbiorem i niech { P, };e7 bedzie rodzina pierécieni

oraz P = H P,. W zbiorze P wprowadzamy dodawanie + i mnozenie - przyjmujac dla

teT
dowolnych (a;)ier, (bs)ier € P, ze

(ar)ier + (be)ier = (ar ++ be)rers (11)

(at)ier - (b)rer = (ar ¢ by)rer- (12)



Udowodnij, ze jesli 0 = (0;)ier oraz 1 = (13)ser, to (P, +,+,0,1) jest pierscieniem.
Zagadka 6. Zalézmy, ze w pierscieniu P istnieje a # 0 takie, ze a™ = 0 dla pewnego
naturalnego n. Udowodnij, ze wéwczas istnieje ¢ € P\ {0} takie, ze ¢ = 0.
Zagadka 7. Zalézmy, ze w pierscieniu P istnieje a takie, ze a™ = 0 dla pewnego
naturalnego n > 1. Udowodnij, ze wowczas (1 — a) - b = 1 dla pewnego b € P.



