Wykiad 10

Przestrzen przeksztalcen liniowych

1 Okreslenie przestrzeni przeksztalcen liniowych

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi. Oznaczmy przez L(V; W) zbér wszystkich
przeksztalcen liniowych f: V' — W. Dla f,g € L(V;W) i a € R okreslamy przeksztalcenia
f+g:V—-oWia-f:V — W przyjmujac, ze dla kazdego a € V

(f +9)(a) = fle) +g(a)i(a- f)(a) =aoc fa). (1)

Wykazemy, ze wéwczas f+ g,a- f € L(V;W). W tym celu wezmy dowolne «, 3 € V' i dowolne
b € R. Z definicji przeksztalcenia liniowego i ze wzoru (1) mamy

(f+9)(a+p8)= flat+B)+gla+pB) = fla)+ f(B) +g(a) +9(B) =
= [f(@) + g()] + [f(B) + 9(B)] = (f + 9)(a) + (f + 9)(B)
(f+g)(boa)= f(boa)+gboa)=bo f(a)+bog(a)=bo[f(a)+gla)] =bo[(f+g)(a)],

wiec f+ g € L(V;W). Podobnie
(@ f)la+p)=aofla+pf)=ac[fla)+ f(B)]=ac fla)+acf(B)=(a-f)a)+(a- f)B)
(a-f)(boar) = ao f(boa) = aolbo f(a)] = (ab)o f(ar) = (ba)o f(a) = bolao f(a)] = bo[(a-f)(a)],

zatem takze a - f € L(V;W).
Oznaczmy przez © przeksztalcenie trywialne przestrzeni V' w przestrzen W. Zatem

O(a) = 0 dla kazdego o € V. (2)
Jest jasne, ze © € L(V; W).

Twierdzenie 10.1. Dla dowolnych przestrzeni liniowych V i W zbior L(V; W) z dziataniams
+ i - okreslonymi wzorami (1) tworzy przestrzen liniowaq.

Dowdd. Sprawdzamy po kolei wszystkie aksjomaty przestrzeni liniowej. Wezmy dowolne
fyg,h € L(V;W) i dowolne o € V, a,b € R. Wtedy:
AL [(f + ) + (@) = (f + 9)(a) + h(a) = [f(a) + g(@)] + h(a) = F(a) + [g(a) + h(a)] =
fl@) + (g +h)(e) = [f + (g + 1)), wiec (f +g) +h=f+(g+h);
A2. (f +9)(a) = fla) + g9(a) = g(a) + f(a) = (9 + f)(a), wicc f+g =g+ f;
A3. (f +0)(a) = f(a) + O(a) = f(a) + 0 = f(a), wiec [ + O = f;
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Ad. (f+(=1)-f)(a) = f(@)+[(=1) - fl(a) = f(a)+(=1)of(a) = 0 = O(a), wiec (~1)of = —f
oraz (—f)(a) = — f(a);

A5. [a-(f+9)](a) = ao[(f+g)(a)] = ao[f(a)+g(a)] = aof(a)+aog(a) = (a-f)(a)+(a-g)(a) =
(a-f+a-g)a), wicca - (f+g)=a-f+a-g;

A6. [(a+D)- f](e) = (a+Db)o f(a) = ao f(a)+bo f(a) = (a-f)(a)+(b-f)(a) = (a- f+b- f)(a),
wiec (@ +0) - f=a-f+b-f;

AT. [(ab)-fl(a) = ( b)of(a) = aolbo f(a)] = ao[(b- f)(a)] = [a-(b- f)](cv), wiec (ab)- f = a-(b-f);
A8. (1-f)(a) =10 f(a) = f(a), wiec 1- f=f. O

2 Baza przestrzeni przeksztalcen liniowych

Twierdzenie 10.2. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi o bazach uporzqdkowanych
(0,...,an) @ (B1,...,Bm) odpowiednio. Niech dla i =1,...,m, j=1,...,n, ¢;;: V- W
bedzie przeksztatceniem lintowym wyznaczonym jednoznacznie przez warunki

0, gdy k#J,
%(ak)={ B ady k=i (3)

Wowczas uktad (0ij);—1.... m jest baza przestrzeni L(V;W).
j= 1

Dowdéd. Wykazemy naJplerW, ze uklad (@ij);—1. . m jest liniowo niezalezny. W tym celu
Jj=1,...,n
wezmy dowolny uktad (am>z=1, hczb taki, ze Zaw vij = ©. Wtedy dla dowolnego

Jj=1,... i,j

k=1,...,n mamy 0 = Zaij-goij (o) Zawogpw ag) Za,koﬁl Ale wektory
i\ i=1

B1,...,0m sa liniowo niezalezne, wiec a;z = 0 dla wszystkich ¢+ = 1,... ,m i dla wszystkich
k=1,... ,n. Zatem uklad (@i;);—1 . jest liniowo niezalezny.
j_ ,n
Pozostaje jeszcze wykazaé, ze uklad (gow)z 1 m generuje przestrzen L(V;W). W tym celu

,...

wezmy dowolne f € L(V;W). Wtedy dla kazdego k =1,...,n istnieja skalary aig,... ,Gmk
takie, ze f(ag) =ap o B1 + ...+ amk 0 Bm. Stad dla k = 1, ..., N mamy

§ aij - pij | (o) § a;ij o ij(ou) § a;r o B = f(ou).
i7j

Zatem z jednoznaczno$ci okreslenia przeksztalcenia liniowego na bazie f = Z aij - pij. O
i?j
Uwaga 10.3. Baze (cpm)Z 1....m Przestrzeni L(V; W) podana w twierdzeniu 10.2 bedziemy

nazywali baza wyznaczona przez bazy (a1,...,an) 1 (B1,...,Bm) przestrzeni V i W odpo-

wiednio.



Whniosek 10.4. Niech V i W beda skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi.
Wowczas zachodzi rownosé

dim L(V; W) = dim V - dim W. (4)

3 Macierz przeksztalcenia liniowego

Niech (a1,...,ap) 1 (B1,...,Bm) beda uporzadkowanymi bazami przestrzeni liniowych V'

i W odpowiednio. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Woéwczas dla k =
=1,...,njest f(ar) € W, wiec istnieja aig, ... ,amir € R takie, ze

flag) = a0 B+ ...+ amk 0 B (5)

Otrzymana w ten sposéb m X n macierz

air a2 ... Qin
A _ a?1 a‘zg . a?n (6)
it Gmz e
nazywamy macierza przeksztalcenia liniowego f w bazach (aq,...,a,) 1 (B1,...,0m)

przestrzeni V i W odpowiednio. Zatem kolejne kolumny macierzy (6) sa wektorami wspélrzednych
wektora f(ay) w bazie (01, ... ,[0m) przestrzeni W dla k=1,... ,n.

Przyklad 10.5. Niech m,n € N i niech A = [a;;] € Myxn(R). Wéwczas A jest macierza
przeksztalcenia liniowego f: R™ — R™ danego wzorem analitycznym

f(z1, ... z)) = lanxr + ...+ a1nTny - -, @11 + - oo+ Gy
w bazach kanonicznych tych przestrzeni. O

Twierdzenie 10.6. Niech A bedzie macierza przeksztatcenia liniowego f: V. — W w bazach

ay
(1y.o. ) i (Bry..., Bm). Jezeli : jest wektorem wspotrzednych wektora o € V. w bazie
Qp
ay
(1,...,ap), to A-| 1 | jest wektorem wspdtrzednych wektora f(a) € W w bazie (B1, ... , Om).
Gnp

n

Dowéd. Poniewaz o = g a; o o, wiec z wlasnosci przeksztalcen liniowych i ze wzoru (5)

i=1
mamy

n n

fla) =Y aiofla) =Y [aiod aoBi| =D > (ai-a;)opB;=
j=1

=1 i=1 i=1 j=1



n
Zatem Zai -aj; jest j-ta wspolrzedna wektora f(«) w bazie (51,...,5n). Ponadto z defi-

i=1
aq n
nicji mnozenia macierzy j-tym wyrazem macierzy A - : € Mpyx1(R) jest Zaﬂ ca; =
=1
Qn
n
Z a; - ajj. O
i=1
. -1 2 . . o
Przykiad 10.7. Niech A = 5 4 bedzie macierza przeksztalcenia liniowego f: V — W

w bazach (a1,a2), (B1,02). Obliczymy f(«) dla @ = a1 — 3 0 ag. Wektorem wspéhrzednych

wektora o w bazie (ag,ag) jest , zatem z twierdzenia 10.6, wektorem wspélrzednych

1
-3
. . -1 2 1 -7 . .
wektora f(a) w bazie (1, 32) jest [ 5 4] . [ 3] = [ Ul OtrzymaliSmy wiec, ze
f(a):—7061—140ﬁ2. Od

Twierdzenie 10.8. Niech A bedzie macierzq przeksztatcenia liniowego f: V. — W w bazach
(a1y..oya) i (Bry-.., OBm). Wowcezas

dim Im f = r(A).

m m
Dowéd. Zauwazmy, ze Im f = lin(f(a1),..., flan)) = lm(z aj1 0 fB,... ,Zajn o f3;).
j=1 j=1
Z twierdzenia 9.13 wiemy, ze istnieje izomorfizm liniowy ¢: W — R™ taki, ze ¢(8;) = ¢;
dla j = 1,...,m. Stad Imf = o(Imf), wiec w szczegdlnosci dimIm f = dimp(Im f).
Ale o(Im f) = lin([a11,a21, -y Qmi], -+ s [@1n, Q2ny - - - Qmn)), Wiec dim p(Im f) = r(A), czyli
dimIm f =r(A). O

Lemat 10.9. Niech A, B € M,,xn(R). Jezeli dla dowolnych skalaréw ay, ... ,a, zachodzi
rownosé

ay ay
A . | =B ,
an an
to A= B.
Dowéd. Niech A = [a;;] oraz niech B = [b;;]. Wezmy dowolne ustalone j = 1,...,n i

niech a; = 1 oraz a; = 0 dla wszystkich £ € {1,... ,n}\ {j}. Wtedy z definicji mnozenia
a
macierzy i-tym elementem macierzy A- | € Mpyx1(R) jest aj; dlai =1,... ,m. Podobnie

an



a ai
i-tym elementem macierzy B - | : | € Mpyx1(R) jest b dlai=1,... ,m. Ale A- | : | =

anp Gn,
ai

B - |: : dla dowolnych ay,...,a, € R, wiec a;; = b;; dla dowolnych i = 1,... ,m oraz
an,

j=1,..

.,n. Ponadto A, B € My, xn(R), wiec A= B. O

Twierdzenie 10.10. Niech V, W, U beda przestrzeniami liniowymi o bazach uporzaedkowa-
nych (ai,...,an), (B1,---30m), (7,...,7s) odpowiednio. Niech A bedzie macierzq prze-
ksztatcenia f € L(V; W) w bazach (au,...,an) i (B1,...,0m) oraz niech B bedzie macierzq
przeksztatcenia g € L(W;U) w bazach (B1,...,0m) i (71,---,7s). Wowczas B- A jest macierzq
przeksztatcenia go f € L(V;U) w bazach (aq, ... ,an) @ (Y1, ,7s)-

ai
Dowdd. Niech : bedzie wektorem wspétrzednych wektora o € V' w bazie (aq, ... ,ap).
Qn
ai
Wtedy z twierdzenia 10.6 mamy, ze A - : jest wektorem wspéhrzednych wektora f(«)
an
a1
w bazie (f1,...,0m). Ponownie z twierdzenia 10.6 otrzymujemy, ze B - | A- : jest
Qn
wektorem wspélrzednych wektora ¢g(f(«)) w bazie (y1,...,7s). Ale
ai ai
B-|A =(B-A) ,
G Qn
wiec jesli C' € Mgy, (R) jest macierza przeksztalcenia g o f € L(V;U) w bazach (aq,...,an)
ai ai
i (y1,...,7s), to na mocy twierdzenia 10.6 C - : = (B-A)- : dla dowolnych
an, Gn

ai,...,a, € R. Poniewaz B € Mgym(R) 1 A € Myxn(R), wiec B-A € Mgyxn(R). Z lematu 10.9
otrzymujemy réwnos¢ C = B - A. O



