Wykitad 12

Przestrzen sprzezona

1 Okreslenie i podstawowe wlasnosci przestrzeni sprzezonej

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Przeksztalcenie liniowe f: V — R nazywamy funk-
cjonalem liniowym. Jak wiemy, L(V;R) jest przestrzenia liniowa. Nazywamy ja prze-
strzenia sprzezona przestrzeni V i oznaczamy przez V*.

Przyklad 12.1. Postacia ogdlna funkcjonatu liniowego f: R™ — R jest
f(z1, 22, ... 2]) = 11 + agza + . .. + app,
gdzie ay,aq,...,a, sa dowolnymi ustalonymi liczbami. O
Twierdzenie 12.2. Jezeli V jest skoriczenie wymiarowa przestrzeniq liniowa, to
V=V

Dowéd. Poniewaz dimV < oo, wiec dimV* = dim L(V;R) = dimV - dimR =dimV -1 =
dim V. Stad z twierdzenia 9.13 mamy, e V* = V. O

Uwaga 12.3. Mozna wykazal, ze jezeli V jest przestrzenia nieskonczenie wymiarowa, to
dimV < dim V* a wiec w szczegdlnodci przestrzenie V* i V nie sg izomorficzne.

Uwaga 12.4. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n € N i niech (a1, 9, ..., )
bedzie uporzadkowana baza przestrzeni V. Niech of € V* dla ¢ = 1,2,...,n bedzie funk-
cjonalem liniowym, ktéry na bazie (a1, ag, ..., ay,) jest okreslony wzorem

0, gdy k # i
a* [0 = ’ 1
Jezeli f € V*, to f(ag) = ap dla pewnych ap € R, &k = 1,2,...,n, wiec f(ag) = ap =
(a1-aj+az-a5+...+an-of)(ar) dlakazdego k = 1,2,...,n, czyli f = a1-aj+az-a5+.. . +an-o.
Zatem wektory af, o3, ..., o) generuja przestrzen V*, ktéra ma wymiar n. Stad (o], a3, ..., o))
jest baz przestrzeni V*; nazywamy j baza sprzezona do bazy (aj, g, ..., q,).

Twierdzenie 12.5 (o oddzielaniu). Niech W bedzie podprzestrzeniq przestrzeni liniowej
V. Woéwczas dla kazdego wektora o € V' \ W istnieje funkcjonat f € V* taki, ze f(a) # 0 i
fW) ={0}.

Dowéd. Poniewaz av € V' \ W, wiec W Nlin(a) = {0}. Z twierdzenia 7.30 wynika zatem,
ze istnieje podprzestrzen U przestrzeni V taka, ze V. =W @ lin(a) @ U, skad V = lin(«a) @& V1,
gdzie Vi = WU, czyli W C Vj. Kazdy wektor § € V moze by¢ zatem jednoznacznie zapisany
w postaci = aoa+y dla pewnych a € R, v € V;. Dla takiego [ definiujemy f(3) = a. Proste



sprawdzenie pokazuje, ze f € V*. Poniewaz Ker(f) = Vi 2 W, wiec f(W) = {0}. Ponadto
fla)=f(loa+6)=1. Zatem f jest szukanym funkcjonalem. O

Whniosek 12.6. Dia dowolnego niezerowego wektora o przestrzeni liniowej V istnieje funk-
cjonal f € V* taki, ze f(a) # 0.
Dowdéd. Wystarczy zastosowaé twierdzenie 12.5 do podprzestrzeni W = {#}. O

2 Zanurzenie kanoniczne przestrzeni V' w przestrze V**

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. Definiujemy
V= (V)
Dowolny wektor a € V wyznacza przeksztalcenie o** przestrzeni V* w cialo R okreslone wzorem
o™ () = ¢(a) dla kazdego ¢ € V*. (2)

Tak okreslone przeksztalcenie a** jest liniowe, gdyz dla dowolnych @1, 9 € V* a € R mamy
™ (g1 + p2) = (1 + p2)(a) = p1(a) + p2(a) = a™(p1) + ™ (p2),
a*(a- 1) = (a-p1)(a) =a pi(a) =a-a™(p1).

Zatem dla dowolnego v € V mamy, ze o™ € V**.

Twierdzenie 12.7. Przeksztalcenie o — o* jest zanurzeniem przestrzeni liniowej V. w
przestrzen V**. W szczegolno$ci, jezeli dimV < oo, to to zanurzenie jest izomorfizmem.
Dowdéd. Dla dowolnych a, 3 € V, p € V* a € R mamy, ze

(a+8)"(p) = pla+B) = pla) + 9(B) = a™(p) + 57 () = (™ + 7)(¢), wiec
Ponadto (a o a)**(p) =¢(aoca) =a-p(a) =a-a™(p) = (a-a™)(p), czyli
(a-a)* =a-a™.

Zatem przeksztalcenie o — o™, o € V, jest liniowe.

WeZmy dowolne o € V' \ {#}. Wtedy, z wniosku 12.6, istnieje ¢ € V* takie, ze p(a) # 0,
czyli () # 0. Zatem o™ # 0, skad wynika, ze jadro przeksztalcenia a — o™ jest trywialne.
Zatem to przeksztalcenie jest zanurzeniem.

Jezeli dodatkowo dim V' < oo, to z twierdzenia 12.2, dim V* = dim V' oraz dim V* = dim V**,
skad dimV = dim V**. Ale przeksztalcenie o — o™ jest zanurzeniem, wiec z dim V** =
dim V' < oo jest ono ,,na”, zatem jest izomorfizmem. O

Uwaga 12.8. W przypadku przestrzeni liniowej V' skoriczenie wymiarowej samo istnienie
izomorfizmu V' =2 V** nie jest faktem interesujacym, gdyz wynika bezposrednio z twierdzenia
12.2, ale rezultatem nowym i ciekawym jest mozliwo$¢ okreslenia naturalnego i uniwersalnego
przepisu, ktry dla kadej skoczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V' pozwala okresli¢ taki
izomorfizm. Dzieki temu mozna kazda skoniczenie wymiarowa przestrzen liniowa V utozsamiaé
z przestrzenia V**. Jedli zas dimV = oo, to dim V' < dim V* < dim V**, a wiec przestrzenie V'
i V** nie sa izomorficzne, a wiec w szczegdlnosci zanurzenie o — o™* nie jest ,,na”.



3 Przeksztalcenie sprzezone

Definicja 12.9. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni liniowej V'
w przestrzen liniowa W. Przeksztalcenie f*: W* — V* dane wzorem

f*(p) = po f dla kadego p € W*

nazywamy przeksztalceniem sprzezonym z przeksztalceniem f.

Poniewaz f i ¢ sa liniowe, wiec f*(¢) € V* dla kazdego ¢ € W*. Teraz pokazemy, ze
przeksztalcenie f* jest liniowe. W tym celu wezmy dowolne ¢1, 02 € W* a € R, a € V. Wtedy

[F7(p1 + w2)l(@) = [(p1 + w2) o fl(@) = (p1 + p2) (f(a)) =

= p1(f(a)) + p2(f(@)) = (p10 f)(a) + (p20 f)(a) =
= [f*(p1)l(@) + [f*(p2)](@) = [f*(¢1) + *(p2)](a),

wiec
[ (1 +w2) = fH(e1) + [ (p2).
Ponadto
[fF(a-e1)l(a) =[(a-p1)o flla) = (a-p1)(f(a)) =
=a-p1(f(a)) =a-(p1of)la) =a-[f*(e)l(a) =a- [ (p1)](),
zatem

fHla-@1) =a- [ (e1).

Stad przeksztalcenie f* jest liniowe, czyli f* € L(W™*; V™).
W podobny sposéb mozna wykazaé, ze dla dowolnych f,g € L(V; W), a € R:

(f+9) =f"+g oraz (a- )" =a- [

Zatem przeksztalcenie f — f*, f € L(V;W) jest liniowe.

Twierdzenie 12.10. Przeksztalcenie f — f* jest zanurzeniem przestrzeni liniowej L(V; W)
w przestrzern LW*; V*). Jesli dodatkowo dimV < oo i dimW < oo, to przeksztatcenie jest
1zomorfizmem.

Dowdéd. Niech f € L(V; W), f # 0. Wtedy istnieje a € V takie, ze f(a) # 0. Zatem, z
wniosku 12.6, istnieje ¢ € W* takie, ze p(f(a)) # 0, skad 0 # (v o f)(a) = [f*(¢)](@), czyli
f*(¢) # 0. Stad przeksztalcenie liniowe f +— f* ma trywialne jadro, czyli jest zanurzeniem.

Zalézmy teraz, ze dimV < oo i dimW < oco. Wtedy z wniosku 10.4 i twierdzenia 12.2,
dim L(W*; V*) = dimW* - dimV* = dimW - dimV =
= dim L(V; W), wiec to zanurzenie jest izomorfizmem. O

Zadanie 12.11. Niech V, W, U beda przestrzeniami liniowymi i niech f: V — W
ig: W — U beda przeksztalceniami liniowymi. Pokazaé, ze (go f)* = f* o g*.



Twierdzenie 12.12. Niech V i W bedq przestrzeniami liniowymi i niech f: V. — W bedzie
przeksztatceniem liniowym. Wowczas

(i) f jest epimorfizmem <= f* jest monomorfizmem;

(ii) f jest monomorfizmem <= f* jest epimorfizmem.

Dowdéd. (i) =. Zalézmy, ze f jest ,na”i niech f*(¢) = 0 dla pewnego ¢ € W*. Wezmy
dowolne 5 € W. Wtedy istnieje a € V takie, ze § = f(a), skad p(8) = ¢(f(a)) = (po
Ha) = [f*(p)](a) = 0. Stad wobec dowolnosci 8, ¢ = 0. Zatem Kerf* = {0}, czyli f* jest
zanurzeniem.

<. Zalézmy, ze f* jest réznowartosciowe, ale f nie jest ,na”. Wtedy W # f(V), wiec na
mocy twierdzenia 12.5, istnieje niezerowy funkcjonal ¢ € W* taki, ze o(f(V)) = {0}. Wobec
tego po f =0, czyli f*(¢) =0, skad ¢ = 0 i mamy sprzecznosé. Zatem f jest ,,na”.

(ii) <. Zalézmy, ze f* jest ,na”, ale f nie jest réznowartosciowe. Wtedy istnieje niezerowe
a € V takie, ze f(a) = 0. Z wniosku 12.6, istnieje funkcjonal ¢ € V* taki, ze p(a) # 0.
Ponadto f* jest ,,na”, wiec istnieje 1p € W* takie, ze ¢ = f*(¢)) = ¥ o f. Stad 0 # p(a) =
= (Yo f)(a) =9¢(f(a)) =(0) = 0 i mamy sprzecznos¢. Zatem f jest réznowartosciowe.

=. Zalézmy, ze f jest réznowartosciowe i niech ¢ € V*. Z twierdzenia 7.30 istnieje podprze-
strzen U przestrzeni W taka, ze W= f(V)® U. Okredlamy przeksztalcenie h: W — R wzorem
h(f(a)+B) = p(a) dla v € Vi § € U. Wtedy h jest dobrze okreslona funkcja. Ponadto dla
ai,a0 €V, 61,02 € U, a € R mamy, ze

h((f(a1) + B1) + (f(az) + B2)) = h(f(an + a2) + (B1 + B2)) = p(an + a2) =
= p(a1) + (a2) = h(f(a1) + B1) + h(f(a2) + B2)

oraz
h(ao (f(ar) + B1)) = h(ao flan) +ao Br) =
=h(flaocar) +aocpi)=placar) =a-p(ar) =a-h(f(ar)+ B1),
skad h € W*. Ponadto dla « € V mamy, ze [f*(h)](«) = (ho f)(a) = h(f(a)) = h(f(a) 4+ 0) =
o(a), wiec f*(h) = ¢, czyli f* jest ,,na”. O

Twierdzenie 12.13. Niech V i W bedqg skonczenie wymiarowyms przestrzeniamsi liniowymsi
i niech f € L(V;W). Niech (ai,...,a,) bedzie baza V' oraz niech (B1,...,0m) bedzie baza W.
Jesli A jest macierza f w bazach (aq,...,an) i (B, .., 0m), to AT jest macierza f* w bazach
sprzezonych (B, ..., 05) i (of,...,a).

Dowdéd. Niech A = [a;] € Mpyxn(R). Wtedy dla j = 1,...,n mamy f(o;) = aijo 1 +
agjofBa+ ...+ amjofm. Staddlai =1,...,moraz dla j = 1,...,n mamy [f*(5])]|(a;) =
[6F o fle) = Bi(flay)) = Bi(aij o B+ agjofa+ ...+ amjo fBm) = aiy oraz (anaf + ... +
+ainog) (o) = aij. Zatem f*(BF) = apnof + ... +apmog, dlai=1,...,m, j=1,...,n. Zatem
macierza f* w bazach sprzezonych (B5,...,35) 1 (af,...,ak) jest AT. O

Whniosek 12.14. Niech V ¢+ W beda skonczenie wymiarowymi przestrzeniami lintowymsi i
niech f € L(V;W). Wtedy dim I'm f = dim Im f*.

Dowdd. Przy oznaczeniach twierdzenia 12.13 na mocy twierdzen 10.8 i 12.13 mamy, ze
dim Im f = r(A) = r(AT) = dim Im f*. O



