Wykiad 13

Funkcjonaly dwuliniowe

1 Izomorfizmy kanoniczne

Definicja 13.1. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi. Funkcje £: V x W — R
nazywamy funkcjonalem dwuliniowym, jezeli
(i) Vaper Va,ev Vyew (aca+boB,y) =a-&(a,y) +b-£(B,7) oraz

(11) va,be]R Vq/EV Va,ﬁEW 5(77 aoca-+bo ﬂ) =a- 6(77 Oé) +b- 5(77 ﬁ)
Zbiér wszystkich funkcjonatéw dwuliniowych z V- x W w R oznaczamy przez L(V,W;R).

Stwierdzenie 13.2. L(V,W;R) jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni RV*W przeksztatcen
ze zbioru V. x W w cialo R.

Dowdéd. Przede wszystkim zauwazmy, ze zbiér L(V,W;R) jest niepusty, bo np. prze-
ksztalcenie zerowe O(a, 3) = 0 dla wszystkich a € V, B € W jest funkcjonatem dwuliniowym z
VxWwR.

Niech &,n € L(V,W;R), a € R. Wykazemy, ze £ +n € L(V,W;K) oraz a-§ € L(V,W;R).
W tym celu wezmy dowolne o, 6 € V, v € W, b,c € R. Wtedy

E+mboa+cof,y)=Eboa+tcof,y)+nboatcof,y)=

=b-&§(a,y) +c-&(B,7) +b-nla,y) +c-n(B,y) =
=b-(E+n)(a,y) +c (E+n0)(B,7)

oraz

(a-&)(boa+cof,y)=a-&{((boa+cof,y)=
=a-(b-&(a,7) +c-&(B,7) =b-(a-&(a,7) +c-(a-§(B,7)

W ten sposéb wykazaliSmy liniowos¢ przeksztalcen & 4+ n i a - £ na pierwszej wspéirzedne;j.
Analogicznie dowodzimy liniowosci tych przeksztalcen na drugiej wspoétrzednej. O

Uwaga 13.3. Niech £ € L(V,W;R). Dla dowolnego ustalonego o € V okreslamy prze-
ksztalcenie &'(a): W — R kladac

(€'())(8) = &(a. B) dla B e W. (1)
Woéwezas dla dowolnych aq,as € R, 81,82 € W
(€'(a))(ar o 1+ az 0 f2) = &(a, a1 0 B1 +az o ) =
= a1 - §(@, B1) + a2 - &(a, f2) = ar - (€(a))(Br) + az - (§'(@))(B2).

Zatem ¢&'(«) € W*. W ten spos6b mamy okreslone przeksztalcenie &': V' — W*.



Analogicznie, dla dowolnego ustalonego § € W okreslamy przeksztalcenie £7(3): V. — R
kladac

€7 (B) (@) = &(a, ) dla a V. (2)

Wéwecezas dla dowolnych aj,a2 € R, a1, a5 € V
(£ (B) (a1 01 +agoaz) =&(a1 0 +azoay, fB) =

=ay - &(a1, B) +ag - E(az, B) = a1 - (£7(8)) (1) + az - (£7(0))(az).
Zatem &7 () € W*. W ten sposéb mamy okreslone przeksztalcenie £”: W — V*.

Twierdzenie 13.4. Jezeli V i W sq przestrzeniami liniowymi, to przeksztatcenie & — &
jest izomorfizmem przestrzeni liniowej L(V,W;R) na przestrzeri L(V; W™*) oraz przeksztatcenie
& — & jest izomorfizmem przestrzeni liniowej L(V, W;R) na przestrzer L(W;V™*).

Dowdéd. Dla dowolnych a,b € R, o, € V, v € W mamy, ze ((aoa+bo f))(y) =
flaca+bof,y) =a-&(a,)+b-£(8,7) = (a-&()(7) +(b-£'(8)(7) = (a-&'(a) +b-£'(8)) (7).

skad wobec dowolnosci v mamy, ze

Elaca+bopf)=a-&(a)+b-£(B).

Zatem przeksztalcenie £ — £’ jest liniowe.

Dla f € L(V;W*) oznaczmy przez f przeksztalcenie V- x W w R dane wzorem
flo, ) = (f(@)(B) dlaa eV, BW. 3)

Sprawdzimy, ze f € L(V,W;R). Aby wykazaé prawdziwoé¢ warunku (i) definicji 13.1 weZmy
dowolne a,b € R oraz dowolne a,3 € V, v € W. Wtedy f(aoa +bo 3,v) = (f(ao
a+boB)() = (a- fl@)+b- FBNG) = a- (F@)() +b- (FB)G) = a- Fla) +
+b- f(B,7), czyli warunek ten zachodzi.

Teraz wykazemy, ze speliony jest warunek (ii) definicji 13.1. W tym celu weZzmy dowolne
a,b € R oraz dowolne v € V, a,3 € W. Wtedy f(y,aoa+bo ) = (f(7))(aoa+bo3) =
a - (f(Y)(@)+b-(f(Y)B) =a- f(y,a)+b- f(v,3), wiec warunek ten tez jest spetniony.

Zatem f € L(V,W;R) i otrzymujemy odwzorowanie f ~ f przestrzeni L(V;W*) w prze-
strzen L(V,W;R).

Udowodnimy, ze (f) = f dla dowolnego f € L(V;W*). Dla dowolnych a € V, 8 € W:

(O (@) (B) = fa, B) = (f(a))(B), skad wobec dowolnosci 3, ((f)')(a) = f(a), a wiec wobec

dowolnosci «, (f) = f.

Teraz udowodnimy, ze dla dowolnego & € L(V, W;R) jest £ = &. W tym celu wezmy dowolne
a €V, peW. Wtdy (&)(a,8) = (£(a))(B) = &(a, B), skad wobec dowolnosci a i 8
uzyskujemy, ze & = &.

Zatem przeksztalcenie f — f jest odwrotne do przeksztalcenia € — &', czyli przeksztalcenie
€ — ¢ jest bijekcja i ostatecznie jest ono izomorfizmem. W szczegdlnosci przeksztalcenie f — f
jest izomorfizmem przestrzeni liniowej L(V; W*) na przestrzen L(V, W;R).

Dla dowolnych a,b € R, a, 3 € W, v € V mamy, ze

(€ (acat+boB))(y) =E&(v,a0a+bof)=a-{(y,a)+b-£(,8) =



= (a-&(@)(y) + (- £7(B)(7) = (a-&"(a) +b-£7(8))(7),

skad wobec dowolnosci v mamy, ze

'(aoa+bopf)=a-&(a)+b-&"(B).

Zatem przeksztalcenie £ — £ jest liniowe. Podobnie jak w (i) dowodzimy, Ze jest ono bijekcja.
Zatem przeksztalcenie £ — £” jest izomorfizmem przestrzeni liniowej L(V, W;R) na przestrzen
L(W;V*). O

Uwaga 13.5. Izomorfizm ¢ — ¢ nazywamy kanonicznym izomorfizmem przestrzeni
L(V,W;R) na przestrzen L(V;W*). Natomiast izomorfizm f — f nazywamy kanonicznym
izomorfizmem przestrzeni L(V;W*) na przestrze L(V,W;R).

2 Przypadek przestrzeni skonczenie wymiarowych

Twierdzenie 13.6. Niech V i W beda skoniczenie wymiarowymsi przestrzeniamsi liniowyms
i niech & € L(V,W;R). Przy naturalnym utoZsamieniu przestrzeni V** z przestrzeniq V oraz
przestrzeni W** z przestrzeniqa W mamy, ze ' = ()" i & = (¢)*. Ponadto dim¢' (V) =
dim " (W).

Dowdd. Naturalne utozsamienie przestrzeni V** z przestrzeni V polega na utozsamieniu
wektora o € V' z przeksztalceniem o™ danym wzorem o**(¢) = p(a) dla ¢ € V*. Zatem
dla dowolnych o € V, 8 € W mamy, ze ((§7)"(a™))(8) = (a™ 0 &")(B) = o™ (£7(B)) =
=& (0)(a) = &(a, B) = & (a)(B), skad wobec dowolnosci 3, (£7)*(a**) = &'(a). Ale o™ = a,
wiec wobec dowolnosci «, (£7)* = ¢'. Stad dim &' (V) = dim(&7)*(V**).

Analogicznie pokazujemy, ze (£')* = £’. Ponadto, na mocy twierdzenia 12.13 mamy, ze
dim(&”)*(V**) = dim & (W), wiec dim ¢’ (V) = dim " (W). O

Definicja 13.7. Rzedem funkcjonalu dwuliniowego & € L(V,W;R) nazywamy rzad prze-
ksztalcenia liniowego &' € L(V;W*), czyli wymiar podprzestrzeni &'(V) (a wobec twierdzenia
13.6 jest to wymiar podprzestrzeni £’ (W)).

Stwierdzenie 13.8. Jezeli V i W sq skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymsi, to
dim L(V,W;R) =dim V - dim W'.

Dowéd. Z twierdzenia 13.4, dim L(V, W;R) = dim L(V; W*). Ponadto dim W < oo, wiec z
twierdzenia 12.2, dim W* = dim W. Ale dim V' < oo, wiec dim L(V; W*) = dim V - dim W* =
dimV - dim W. Zatem dim L(V,W;R) = dimV - dim W. O

Twierdzenie 13.9. Niech V' i W bedq przestrzeniami liniowymi. Niech (aq, ..., ay) bedzie
uporzadkowana baza przestrzeni V' i niech (B1, . . ., Bm) bedzie uporzadkowanq bazq przestrzeni W.
Wowczas dla dowolnychi=1,...,n, j=1,...,m przeksztatcenie §;;: VxW — R dane wzorem

&ij (Z Tro g, Y YO ﬂl) = Tiy; (4)
k=1 =1

jest funkcjonatem dwuliniowym oraz uktad (&;5) =1, , jest baza przestrzeni L(V,W;R).
7j=1,....m
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Dowéd. Z uwagi 12.4 wynika, ze (57, ..., ;) jest baza przestrzeni W*. Zatem, z twierdzenia
10.2, uktad (pji) ;=1 n, gdzie

7j=1,....m
O, gdy k#i,
. - )

jest baza przestrzeni L(V; W*). Z dowodu twierdzenia 13.4 wynika zatem, ze uklad (@;;) ;1 .

:1 ,m

jest baza przestrzeni L(V,W;R). Ponadto

Yy - 6]*(53) = 2y, dla dowolnych i =1,...,n, j=1,...,m, x1,... xn,yl,...,ym € R. Stad

©@ji = &j dla wszystkich i =1,...,n, j=1,...,mi uk}ad (5”) i=1,. tworzy baze przestrzeni
=1
L(V,W;R). O

’”

Definicja 13.10. Macierz [{(a;, 35)] € Mpxm(R) nazywamy macierza funkcjonatu dwulinio-
wego & € L(V,W;R) w bazach (a1,...,an), (B1,...,0m)-

Uwaga 13.11. Niech A = [a;j] € Myxm(R) bedzie macierza funkcjonatu dwuliniowego & €
n m
L(V,W;R) w bazach (ai,...,an), (B1,...,0m). Udowodnimy, ze wéwczas § = Zz%fia‘-

i=1 j=1
Dla dowolnych z1, ..., Zn, Y1, ..., Ym € R na mocy wzoru (4)
n m n m n m
Z Z a;i;&ij <Z Tk O Qy, Z y; © ﬂl> = Z Z a;jx;y; oraz z dwuliniowodci £ mamy
i=1 j=1 k=1 =1 i=1 j=1

n m n m
g<zxkoak,zylom) S S st ay)
k=1 =1

i=1 j=1

wiec

£ (Z Tk o g, > i Oﬁl) =3 aimiy;. (6)
k=1 =1 i=1 j=1

n m
Zatem rzeczywiscie & = ZZGUEU‘ Na odwrét, dla dowolnych a;; € R, 7 = 1,...,n,
i=1 j=1

n
j = 1,...,m przeksztalcenie £: V x W — R dane wzorem (6) jest réwne ZZ%‘&J‘ na
i=1 j=1
mocy pierwszej czesci naszej uwagi, a wiec £ € L(V,W;R) i [a;j] € Mpxm(R) jesg macierzg &
w bazach (aq,...,an), (B1,...,0m). Zatem kazdy funkcjonal dwuliniowy £ € L(V, W;R) jest
dany wzorem (6).
Zauwazmy jeszcze, ze przy utozsamieniu macierzy [a] ze skalarem a € R wzér (6) mozna
zapisa¢ w postaci:

6 (Z:Ckoakzvzyl Oﬁl) = [:Ela"‘vmn] A [yl)"'aym]T' (7)
k=1 =1
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Twierdzenie 13.12. Niech A bedzie macierza funkcjonatu dwuliniowego & € L(V,W;R)
danego wzorem (6) w bazach (aq,...,an), (B, Bm). Wtedy AT jest macierzq przeksztatcenia
liniowego & w bazach (an, ..., an) @ (65, ..., 05). W szczegdlnosci rzad funkcjonatu € jest réwny
rzedowi macierzy A.

Dowéd. Dla i = 1,...,n, j = 1,...,m mamy, ze (§())(F;) = &(o,B;) = a;j oraz

m
(Z ai - ﬂ;) (Bj) = aij na mocy okreslenia przeksztalcenia ¢ oraz wzoru (1) z wyktadu 12.
k=1

m
Stad &(a;) = Zaik B¢ dla i = 1,...,n. Zatem wspdhzedne wektora &'(a;) tworza i-ty
k=1

wiersz macierzy A, czyli tworza i-ta kolumne macierzy A”7. Stad macierza przeksztalcenia
liniowego ¢’ w bazach (a1,...,a,) i (8%,...,8") jest macierz AT. Z twierdzenia 10.8 mamy, ze
dim &' (V) = r(AT). Ale r(AT) = r(A), wiec rzad funkcjonatu ¢ jest réwny r(A). O

3 Zmiana bazy a funkcjonaly dwuliniowe

Twierdzenie 13.13. Niech A bedzie macierza funkcjonatu dwuliniowego & € L(V, W;R) da-
nego wzorem (6) w bazach (c,...,an), (B1,...,0m). Niech P bedzie macierza przejscia od bazy
(c1,...,ap) do bazy (), ...,al) oraz niech Q bedzie macierzq przejscia od bazy (B, ..., Bm)
do bazy (B, ..., 0,). Wéwczas PT - A-Q jest macierzq & w bazach (o, ..., k), (B, .-, B5)-

Dowdéd. Ze wzoru (7), z definicji macierzy przejécia oraz z definicji 13.7 wynika, ze dla
dowolnych i =1,...,n,j =1,...,m §(af, #;) = (i — ta kolumna P)T- A-(j —ta kolumna Q) =
= (i — ty wiersz PT) - A - (j — ta kolumna Q). Ale z definicji iloczynu macierzy A - (j —
ta kolumna Q) = j — ta kolumna (A - Q), wiec {(a}, 3)) = [PT - A-Q)ij, skad mamy teze. O

Korzystajac ze wzoru (7) oraz z definicji macierzy endomorfizmu liniowego w bazie i z definicji
13.7 mozna udowodni¢ w podobny sposéb nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 13.14. Niech A bedzie macierza funkcjonatu dwuliniowego & € L(V,W;R)
danego wzorem (6) w bazach (aq,...,an), (B1,.-.,0m). Niech P bedzie macierzq endomorfizmu

f przestrzeni V- w bazie (o, ..., ay) oraz niech Q bedzie macierza endomorfizmu g przestrzeni
W w bazie (B1,...,0m). Wowczas &1: V x W — R dane wzorem

&i(a, B) =&(f(),9(B)) dlaceV, BeW

jest funkcjonatem dwuliniowym i jego macierzq w bazach (a1, ..., am), (B1, ..., Bm) jest PT-A-Q.
Od



