Wykiad 14

Formy kwadratowe 1

Wielomian n-zmiennych 1, ..., x, postaci
n
> agmiag, (1)
ij=1
gdzie a;; € R oraz a;; = aj; dla wszystkich ¢,7 = 1,...,n nazywamy forma kwadratowa

n-zmiennych.

Forme kwadratowa (1) mozna tez zapisywaé w postaci

n
Z a“xf + Z 2a;j1;x;. (2)
=1

1<j

Przyklad 14.1. (a) Postacia ogélna formy kwadratowej jednej zmiennej jest wyrazenie az?,
gdzie a € R.

(b) Postacia ogélna formy kwadratowej dwéch zmiennych jest wyrazenie ax? + bx3 + 2cz1w2,
gdzie a, b, c € R.

(c) Postacia ogélna formy kwadratowej trzech zmiennych jest wyrazenie a1z + agz3 + agl‘% +

2ax1x9 + 2bx 1713 + 2CcT973, gdzie a1, a9, as3,a,b,c € R. O

Macierz A = [a;j] € M, (R) nazywamy macierza formy (1), r(A) nazywamy rzedem formy
(1), za$ det(A) nazywamy wyrdznikiem tej formy.

7 definicji formy kwadratowej wynika, ze jej macierz A spelnia warunek A = AT, czyli A jest
macierza symetryczna. Na odwrot, kazda macierz symetryczna jest macierza pewnej formy
kwadratowe].

Przyklad 14.2. Macierza formy kwadratowej x% + x% — 3x1x2 — 3x123 trzech zmiennych
1 —
Ir1,x2,T3 jest A= —

:

Na forme kwadratowa (1) mozemy tez patrze¢ jak na funkcje n-zmiennych F': R" — R dana

3

2
0 |. Zatem wyréznik tej formy det(A) = (—1)3F1. (=3).
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) (—=(=3)) = =2 #0, skad jej rzad wynosi 3. O

wzorem .
Pz, mn)) = Y amizy, (3)
ij=1
gdyz funkcja F' jest wyznaczona jednoznacznie przez wspéiczynniki a;;, bo a;; = % - [F(ei +
gj) — F(&;) — F(gj)] dla wszystkich ¢,j € {1,...,n}.



Utozsamiajac macierz [a] ze skalarem a € R uzyskamy, ze

ail ai12 A1n 7
a1 G2 ... Q2p
[X1,...,2p] - A - [a:l,...,xn]T = [z1,...,2y) =
Tn

anl ar2 ... Qpn

a1121 + a12Z2 + ... + a1y

. n n
= [371, R 7 P (En] a;1T1 + a;oxe + ... + AinTy = [g [':U’LE aijxj]] =

=1 7=1

Ap1x1 + @p2ZT2 + ... + GppTn

= F([z1,...,2n]), a wiec wzdr (3) mozna zapisa¢ w postaci:

n
[ E az-jacixj

2,j=1

F(z1,...,zp) = 21, ..., 20 - A- 21, .., 20T (4)

Twierdzenie 14.3. Niech [ bedzie automorfizmem przestrzeni liniowej R™ posiadajacym w
bazie kanonicznej macierz B i niech F' bedzie formq kwadratowa n-zmiennych o macierzy A.
Wéwczas F o f tez jest forma kwadratowa n-zmiennych i jej macierzq jest BT - A - B.

Dowéd. Na mocy wzoru (4) (Fo f) (a1, . .,aa]) = F(f([1, . wa]) = F([w1 ... 0] BT) =
[1...2,) - BT - A-([w1...2,] - BT = [z1...2,) - (BT - A-B) - [z1...2,])7. Wystarczy zatem
pokazaé, ze macierz BT - A - B jest symetryczna. Ale z wlasnoéci transponowania macierzy
(BT-A-B)T =BT. AT .(B")T = BT . A- B, gdyz macierz A jest symetryczna. O

Definicja 14.4. Powiemy, ze formy kwadratowe F' i G, n-zmiennych sa réwnowazne, jezeli
istnieje automorfizm f przestrzeni R” taki, ze G = F o f.

7 twierdzenia 14.3 i ze stwierdzenia 11.15 otrzymujemy od razu nastepujace

Twierdzenie 14.5. Réwnowazne formy kwadratowe n-zmiennych majq takie same rzedy. O

Twierdzenie 14.6. Relacja réwnowaznosci form kwadratowych jest relacjq réwnowaznosci
w rodzinie wszystkich form kwadratowych n-zmiennych.

Dowéd. Niech F; G, H beda dowolnymi formami kwadratowymi n-zmiennych. Poniewaz
idgn jest automorfizmem przestrzeni R™ oraz F' = F o idgn, wiec forma F' jest réwnowazna
formie F.

Zal6zmy, ze forma F' jest rownowazna formie G. Wtedy istnieje automorfizm f przestrzeni
R” taki, ze G = Fo f. Ale wtedy f~! tez jest automorfizmem przestrzeni R” oraz F = Go f~!,
wiec forma G jest réwnowazna formie F'.

Zalézmy, ze forma F' jest réwnowazna formie G oraz forma G jest réwnowazna formie H.
Wtedy istnieja automorfizmy f, g przestrzeni R" takie, ze G = F o fi1i H = Gog. Zatem
H =Fo(fog). Ale fog jest automorfizmem przestrzeni R”, wiec forma F' jest réwnowazna
formie H. O



Definicja 14.7. Forma kanoniczna n-zmiennych nazywamy forme postaci
1z3 4 cx3 .. 4, (5)
dla pewnych ¢y, ca,...,c, € R.

Twierdzenie 14.8. Kazda forma kwadratowa n-zmiennych jest réwnowazna pewnej formie
kanonicznej n-zmiennych.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Przeprowadzone przez nas rozumowanie nazywa
sie metoda Lagrange’a sprowadzania formy kwadratowej do postaci kanonicznej.

Dla n =1 teza jest oczywista na mocy przykladu 14.1 (a).

Niech n bedzie taka liczba naturalna wieksza od 1, ze kazda forma kwadratowa (n — 1)-
zmiennych jest réwnowazna pewnej formie kanonicznej (n — 1)-zmiennych. Rozwazmy dowolna
forme kwadratowa F', n-zmiennych o macierzy A = [a;;] € M, (R). Jezeli a;; = 0 dla wszystkich
i,7 € {1,...,n}, to F jest forma kanoniczna. Zalézmy wiec dalej, ze ap; # 0 dla pewnych
k,le{l,...,n}, przy czym k <. Mozliwe sa teraz tylko dwa przypadki.

Przypadek 1. a;; = 0 dla wszystkich ¢ = 1,...,n. Wtedy k < [ oraz

F([ﬂjl, ey .Tn]) =2- Zaijl‘il‘j =
1<J
=2 Z Ajj T35 +2- Z a;1T;x; + 2- Z QL X5 + Zaklxkxl.
i< itk,jAl i<litk k<j.jtl
Rozwazmy przeksztalcenie liniowe f: R™ — R™ dane wzorem

T+ X Tk — T]
[z, ooy @y ooy @y ey x0)) = |21, - ey e T
2 2
Poniewaz f? = idgn, wiec f jest automorfizmem przestrzeni R”. Ponadto (Fo f)([z1,...,x,]) =
F Tty TE—Ty - 9. P 9. o Tk T
([1, .., 25, B ay]) = Z ajiTiT; + Z a;1T;
i< itk,jAl i<litk

T T+ X T — X

2- Z i + xj +2ag; BT Tk L Mamy tutaj cztery sktadniki, przy czym w pierw-

2 2
k<j,j#l

szych trzech sktadnikach (bedacych sumami) nie Wystapi $i Poniewaz ay; # 0, wiec w otrzy-
manej formie kwadratowej (réwnowaznej formie F), xk wystapi z niezerowym wspotczynnikiem
réwnym kL. W ten sposéb dochodzimy do przypadku 2.

Przypadek 2. ags # 0 dla pewnego s = 1,...,n. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan
mozemy zakltadaé, ze s = n, gdyz dla s < n przy pomocy automorfizmu f przestrzeni R"
danego wzorem f([x1,...,Zs,...,2Zpn]) = [X1,...,Zn,...,Ts] mozemy forme F zastapié¢ forma

F o f, w ktérej wspolczynnik przy z, jest réwny ass # 0. Niech zatem dalej an, # 0. Wtedy

n—1
F(] )= s D e, - 2 _
T1,...,%pn|) = AT T AinZiTy + QnnT;, =
1<j<n =1
1 n—1 2
5 Qi TiT 5 + apn | Tn + g QinT; - QinT; .
i<j<n Inn \ 33



Niech g¢g bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni R™ w siebie danym wzorem

n—1
9([z1,. . 1, 2p]) = xl,...,xn_l,xn—ainZamxi)].
i=1
Woéwezas Ker(g) = {6}, wiec g jest automorfizmem przestrzeni R”™. Ponadto

(Fog)(x1,- 7)) = anna2 + G([71,...,74-1]), gdzie G jest forma kwadratowa (n — 1)-

n—1 2
zmiennych i G([z1,...,2y-1]) = Z QijT;T; — ai <Z aml'i> . 7 zalozenia indukcyjnego
i<j<n M\ =1
istnieje automorfizm h przestrzeni R"~! taki, ze (Goh)([z1,...,2n_1]) = 122 +... +cp122 |
dla pewnych ¢y, ..., cp—1 € R. Istnieja zatem funkcjonaty p;: R® — Rdlai=1,...,n—1 takie,
ze h([z1,...,xn-1]) = [@1([x1, .-y 2n1])s- -y on—1([z1,. .., Zn-1])]. Niech ¢t: R™ — R" bedzie
odwzorowaniem danym wzorem

t([x1, .y xn—1,20]) = [e1([x1, .- s 2n1])y s on_1([z1, -+, Zn—1]), zn]. Wowczas t jest prze-
ksztalceniem liniowym i Ker t = {6}, czyli ¢t jest automorfizmem przestrzeni R". Ponadto
(Fo(got)([z1,-.  zn]) =123 + ...+ cno122_| + appa. O

Przykiad 14.9. Przy pomocy metody Lagrange’a sprowadzimy do postaci kanonicznej
forme kwadratowa F'([z1, %2, %3, 24]) = x122 + Tox3 + 324 + x421 1 znajdziemy automorfizm
liniowy f przestrzeni R* taki, ze F o f jest forma kanoniczna. Mamy tutaj przypadek 1, wiec
fl([acl, T2, T3, 1‘4]) = [xl, X9, 5037‘51‘47 %] Wtedy

(F o f1)([x1,x2,x3,24]) =

T3+ T4 T3+ T4 X3 — X4 T3 T4

= T1%9 + T2 5 5 5 5 T =
SRS SRS DRSS SPRRS SPRN I
= T1x2 21’21‘3 2:1311)3 4:L'3 4:E4 2:U2174 21‘1{[}4 =
1 1 1 1 1
=x1T2 + 57273 + 57123 + Zﬂﬁ% - 1(904 — @y +x1)’ + 1(932 —z)? =
L RTINS SESNE U NE DTS SUPE P
=——(z4—a0+2x — — — —11T —x1T —ToX3.

7\ %4 2 1 A TU T T T T ST o T1Ts o+ 5203
Stad fo([x1, 22, 23, 24]) = [21, T2, T3, T4 + T2 — 21]. Zatem (Fo fio fo)([z1, 22, 3, 24]) = — T3+
%x% + %x% + il‘% + %xle + %331.%3 + %1,‘23?3. Teraz zajmiemy sie forma kwadratowa G:

1 1 1 1 1 1
Gi([z1, x2, x3]) = Zx% + ng + Exg + T2 + Saizs + ST2a3 =
= 4 T3 Tr1x3 T3 4.1‘1 4$2 2$1l‘2 =
1 1 1 1 1
= Z(‘Tg +x1 + 562)2 — Z(xl + I2)2 + Zl’% + Zm% + §$1$2 =
1
= Z(£3 +x + .732)2
Stad hi([z1,x2,23]) = [r1,22,—21 — 2 + x3] oraz (Gy o hy)([x1,z2,23]) = %x% Zatem
f3([w1, w2, 23, 24]) = |21, T2, 73 — 21 — T2, 4] OTazZ
1 1
(Fo fio fao f3)([x1, 22,23, 24]) = 190% - in'



Pozostaje zatem obliczy¢ fi o fo o f3. Poniewaz (fy o f3)([x1,22,23,24]) =
= fo([z1, z2, 23—21—22, 24]) = [21, T2, T3—T1—T2, TatT2—21], Wiec (fiofoof3)([x1, T2, 23, 24]) =
fillxr, x9, 23 — &1 — o, 4 + T2 — 71]) = [T1, 22, — 71 + %xg + %m, —T9 + %$3 — %u]. Zatem
szukanym automorfizmem liniowym przestrzeni R? jest

1

A ) - T "
x1,X2,T3,T4|) = |T1,X2, —X1 2373 21747 X2 2363 2364



