Wykiad 15

Formy kwadratowe 11

1 Klasyfikacja form kwadratowych

Twierdzenie 15.1. Jesli formy kwadratowe n - zmiennych sq rownowazne, to ich wyrdoziniki
majq ten sam znak.

Dowdéd. Zatézmy, ze formy kwadratowe F' i G, n-zmiennych sa réwnowazne i maja macierze
A i B odpowiednio. Wtedy, z twierdzenia x.3, istnieje odwracalna macierz kwadratowa C' taka,
ze B=CT.A.-C. Zatem z twierdzenia Cauchy’ego oraz z tego, ze det CT = det C' uzyskamy,
ze det B = (det C)? - det A. Ale det C # 0, wiec (det C)? > 0 i liczby det B i det A maja ten
sam znak. O

Twierdzenie 15.2. KaZda forma kwadratowa n-zmiennych jest réwnowazna formie kano-
nicznej postact
2 2 2 2
F(lwg,...;zn]) =27+ 42 — 2 — - - — Tiy s, (1)

dla pewnych k,s € Ng takich, ze k + s < n.
Dowéd. Na mocy twierdzen x.6 i x.8 wystarczy ograniczy¢ sie do kanonicznych form kwa-

dratowych F([z1,...,2,]) = 122 + ...+ cpal. Jedlic; =0dlai=1,...,n, to wystarczy wziaé
k = s = 0. Niech dalej ¢; # 0 dla pewnego j = 1,...,n. Dla kazdej permutacji o € S,, prze-
ksztatcenie fo: R" — R"™ dane wzorem fo([x1,...,7n]) = [Zo1), - - - To(n)] jest automorfizmem
liniowym. Mozemy zatem bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan zaktadac, ze istnieje liczba natu-
ralnam < ntaka, zec; #0dlai=1,...,mic; = 0dlawszystkich ¢ > m oraz istnieja nieujemne
liczby catkowite k i s takie, ze k+s=mic; >0dlat=1,...,korazc; < O0dlai=k+1,...,m.
Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni R™ przeksztalcajacym wektor [z1,. .., z,]| na wektor
[%xl, . \/%mk, ﬁkarl, cee ﬁxm’ Tmtly - .-, Tn). Wowezas f jest automorfizmem li-
niowym i (Fo f)([x1,...,2p]) =ai+...+af —af,, —...—25. O

Twierdzenie 15.3 (o bezwladnosci). Rdéwnowazine formy kwadratowe kanoniczne n-
zmiennych majq te same liczby wspotczynnikow dodatnich jak © ujemnych.
Dowdéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy na mocy wniosku x.10, twierdzenia x.2 i jego

dowodu istnieja nieujemne liczby calkowite k, k', s, s’ takie, ze k +s = k' +s = m < n
oraz k > k' i formy kwadratowe F([z1,...,2,]) = 2 + ... + 2} —aj, — ... — 7, oraz
G(lwy, ... an)) =2t + ...+ a} —a% 4 — ... — 2}, sa réwnowazne. Istnicje zatem automor-
fizm liniowy f przestrzeni R" o macierzy A = [a;;] w bazie kanonicznej taki, ze F' = Gof. Wtedy
22 4+ ..+ l’z — $%+1 - .= xzﬂ, = (a1 + ... + appxn)® + ...+ (agnzr + ...+
—I—ak/nxn)Q — (a(k/_H) 121+ ...+ (k' +1) n.%'n>2 — .= (amlml + ...+ amnxn)Q.

Rozwazmy przeksztalcenie liniowe g: R™ — R* 5+ praeksztalcajace wektor [1,...,2,] na
wektor [a11m1 + ... + a1pTny .-, Q1T + oo+ QnTn, T, - - -, Tp). Poniewaz k' < k, wiec

n—k+k < niwobec tego Ker(g) # {0}. Zatem istnieje niezerowy wektor [t1,...,t,] € R™
taki, ze a;it1 + ...+ aimty, = 0dlai =1,...,k oraz t; = 0dlaj = k+1,...,n. Zatem



4.+t =—(agn1ti+ -+ agi1yntn)? — .. = (@mit1 + ... + Gmnty)?. Stad t; = 0 dla
j=1,...,k, czyli [t1,...,t,] = 6 i mamy sprzecznosé. O

7 twierdzen 15.2 i 15.3 mamy od razu nastepujacy

Whniosek 15.4. Kazda forma kwadratowa n-zmiennych jest réwnowazna dokltadnie jednej z
form postaci (1). O

2 Formy okreslone

Z twierdzenia Sylwestera-Jacobiego o bezwtadnosci wynika od razu poprawnos$é nastepujacych
definicji.
Definicja 15.5. Forme kwadratows rzeczywista nazywamy okreslona, jezeli w jej postaci
kanonicznej wszystkie wspétczynniki rézne od 0 maja ten sam znak. Jesli sa one nieujemne, to

forma nazywa sie dodatnio okreslona, natomiast jesli sa one niedodatnie, to forma nazywa
sie ujemnie okreslona.

Definicja 15.6. Mowimy, ze forma kwadratowa jest istotnie okreslona, gdy wszystkie
wspolczynniki jej postaci kanonicznej sa rézne od 0 i maja ten sam znak. Jesli sa one dodatnie,
to méwimy, ze forma jest istotnie dodatnia, a jesli ujemne, to méwimy, ze forma jest istotnie
ujemna.

Whprost z definicji rownowaznosci form kwadratowych i z definicji 15.5 1 15.6 wynikaja naste-
pujace twierdzenia.

Twierdzenie 15.7. Na to aby forma kwadratowa F n-zmiennych byta dodatnio okreslona
potrzeba i wystarcza, zeby dla dowolnego wektora [z1, ..., x,] € R" zachodzita nieréwnosé
F([z1,...,2,]) > 0. O

Twierdzenie 15.8. Na to aby forma kwadratowa F n-zmiennych byta istotnie dodatnia
potrzeba i wystarcza, zeby dla dowolnego niezerowego wektora [x1,...,x,] € R™ zachodzita
nierdwno$é¢ F([z1,...,xp]) > 0. O

Uwaga 15.9. Niech F' bedzie forma kwadratowa rzeczywista n-zmiennych. Wowczas forma
F jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy forma —F jest dodatnio okreslona. Ponadto
forma F' jest istotnie ujemna wtedy i tylko wtedy, gdy forma —F jest istotnie dodatnia.

Z uwagi 15.9 i z twierdze 15.7 i 15.8 wynikaja od razu nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 15.10. Na to aby forma kwadratowa F n-zmiennych byla ujemnie okreslona
potrzeba i wystarcza, Zeby dla dowolnego wektora [z1,...,x,] € R™ zachodzita nieréwnosé
F([xla"'7xn]) <0. 0O

Twierdzenie 15.11. Na to aby forma kwadratowa F n-zmiennych byta istotnie ujemna
potrzeba i wystarcza, Zeby dla dowolnego niezerowego wektora [x1,...,z,] € R™ zachodzita
nierownosé F([z1,...,x,]) < 0. O



Lemat 15.12. Forma kwadratowa F' n-zmiennych n > 2 o macierzy A = [ai;] € M, (R) jest
istotnie dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy a;; > 0 oraz forma G (n — 1)-zmiennych xa,...,x,

o macierzy B = [a11ai; — a1;a15),—o ., jest istotnie dodatnia.
i=2.n
Dowdéd. Forme F' mozemy zapisa¢ w postaci

n n
F([z1,...,2,)) = allx% + 23:12 ajjxj + Z KT T, (2)
=2 §,k=2

Zatézmy, ze forma F' jest istotnie dodatnia. Wtedy podstawiajac 1 = 1, z; = 0 dla j =

2,...,n we wzorze (2) uzyskamy, ze a;; > 0. Stad
2 2
n
F = ail | 1 + 72 a15T — a Zaljx] + Z QLT (3)
tj=2 H jok=2
Ponadto )
1ja1k
k=2 =2 1<j<k
= —G([xg, ..., &y]). Zatem na mocy (3)
ai
2
1 ¢ 1
Flzy,..,on]) =an [ 21+ — Y ayzy |+ —G([za,..., 2a)). (4)
a1t ai

Wezmy dowolny niezerowy wektor [zo, ..., 2,] € R*! i niech 21 = —an Z ajjxj. Wtedy z (4)
7j=2
wynika, ze iG([l‘z, ..., Zp]) > 0, a poniewaz a1; > 0, wiec G([z2,...,x,]) > 0. Zatem forma
G jest istotnie dodatnia.
Na odwrét, zalézmy teraz, ze ay; > 0 i forma G jest istotnie dodatnia. Wtedy na mocy
(4) dla dowolnego niezerowego wektora [z1,...,z,] € R™ jest F([z1,...,z,]) > 0. Zalézmy, ze
n

F([z1,...,2,)) = 0. Wtedy ze wzoru (4) i z tego, ze a11 > 0 uzyskamy z + %Z ajjr; =0

j=2
oraz G([x2,...,zy]) = 0. Ale forma G jest istotnie dodatnia, wiec z; = 0dla j =2,...,n, wiec
tez x1 = 0 1 w konsekwencji [z1,...,z,] = 0. Sprzeczno$é. Zatem F([z1,...,x,]) > 01 forma

F' jest istotnie dodatnia. O

Lemat 15.13. Niech A = [a;j] € My, (R) bedzie macierzq symetryczng taka, Ze n > 2 oraz
a1 > 0. Wowczas dla kazdego s = 2,...,n zachodzi réwno$é:

detlai1aij — arias]i—a s = (all)s*2 detlai;]
=2

i=1,...,s
7"'78 :1

LS.

S

Dowdéd. Z twierdzenia Laplace’a mamy, ze det[aija;j— ahalj]l: s =
j:

l\’)l\’)

yeeesS



1 a2 aiz ... QAlgs
0 ajiagr —aia1z  aiags — aieais ... 11625 — A1201s
= | 0 anagr —a1za12 aijass —aizaiz ... G11a3s — A1301s
0 ailas2 —aisaiz 110453 — A15413 ... Q11055 — Q15071
Po zastosowaniu operacji elementarnych w; + ajjwy dla j = 2,..., s uzyskamy, ze
1 a1 aiz ... Al
a2 a11422 G11a23 ... 11025
det[anaij — alialj]izzm’s = a1z apiasz2 aiiasz ... a11ass =
7j=2,...,8
a1s A11Gs2 A110s3 ... (A110ss
ail  a11a12 611413 ... G11Q1s ail a2 a3 ... Qis
a2 ai1a22 611423 ... 01102 aj2 az2 a3 ... Q2
= % a13 a11a32 0110433 ... 011035 | = a—h(all)“l a3 agz a3z ... a3s | =
a1s A110s2 A110s3 ... (A110ss a1s As2 Gg3 ... 0Ogs
= (a11)*2 det[a;j];—1 s, bo macierz A jest symetryczna. O
7j=1,....s

Twierdzenie 15.14 (Kryterium Sylvestera). Na to, by forma kwadratowa F, n-zmien-
nych o macierzy A = [a;;] € My(R) byla istotnie dodatnia potrzeba i wystarcza aby
ail ... Q1s
> 0 dla kazdego s =1,...,n.

Ag1 ... Qgg
Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, bo forma anx%
jest istotnie dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy a1 > 0.

Zalézmy, ze teza zachodzi dla form kwadratowych stopnia m — 1 i niech F' bedzie forma
kwadratowa n-zmiennych o macierzy A = [a;;] € M, (R).

Jezeli forma F jest istotnie dodatnia, to na mocy lematu 15.12, a1; > 0 oraz forma G (n—1)-
zmiennych xo,...,2, 0 macierzy B = [a11a:j — a1a1];—o ., jest istotnie dodatnia. Zatem

j=2,...,n
z zalozenia indukcyjnego detlaiiai; — aiiaij]; > 0 dla kazdego s = 2,...,n. Stad, na

:27"'78
j:27"'78
mocy lematu 15.13, det[a;;|,— s > 0 dla s = 2,...,n. Zatem det[a;;],—; s > 0 dla kazdego
J=1,...;8 7j=1,...,8
s=1,...,n.
Na odwrét, zatézmy, ze det|a;;];—; s > 0 dla kazdego s = 1,...,n. Wtedy a1; > 0 oraz na
7j=1,...,s
mocy lematu 15.13, det[ai1a:; — alialj]i:Q,_“’S > 0 dla kazdego s = 2,...,n. Zatem z zalozenia
j:2,...,8

indukcyjnego forma G jest istotnie dodatnia. Stad i z lematu 15.12, forma F' tez jest istotnie
dodatnia. O



