Wykitad 1

Podstawowe wiadomosci o macierzach

Oznaczenia:

N={1,2,3,...} - zbiér liczb naturalnych, Ny = {0,1,2,...},
R - ciato liczb rzeczywistych,

n
Zai:al—kag—i-...—kan.
i=1

1 Okreslenie macierzy

Niech m i n beda dowolnymi liczbami naturalnymi. Prostokatna tablice

ail a2 ... Qin
(1)
am1 Am2 ... Gmn
utworzong z liczb a;; (i = 1,...,m; j = 1,...,n) nazywamy m X n-macierza. Elementy a;;

nazywamy wyrazami macierzy. Rzedy pionowe nazywamy kolumnami, a poziome - wier-
szami tej macierzy. Kolumny numerujemy od lewej strony do prawej, zas wiersze - od géry do
dotu. Zatem element a;; stoi w i-tym wierszu i j-tej kolumnie rozpatrywanej macierzy.

5 4 7

Przykiad 1.1. Jezeli A =
rzykla ezeli 03 4

],tO air = 95, a12 = 4, a13 = 7, ag; = 0, az = 3,
as3 = 4. O

We wszystkich oznaczeniach dotyczacych macierzy takich jak np.
aijv AZ]) m X n, Man(R)v

przyjmujemy umowe, ze pierwszy indeks z lewej strony dotyczy wiersza, za$ drugi-kolumny.
Dla macierzy (1) piszemy tez:

A= [aij]izl,...,m (2)
Jj=1,...,n

lub krétko: A = [a;;], gdy znane sa jej wymiary m i n.
Oznaczenia macierzy: A, B, C, itd. Zbiér wszystkich m X n - macierzy oznaczamy przez
M (R).

Dwie macierze A = [a;5] i B = [b;;] nazywamy réwnymi, jezeli jako tablice sa identyczne, tzn.
macierze te maja takie same wymiary (a wiec: m-liczba wierszy macierzy A jest réwna liczbie
wierszy macierzy B i n-liczba kolumn macierzy A jest réwna liczbie kolumn macierzy B) oraz
a;; = b;; dla wszystkich ¢ =1,2,...,m, j =1,2,...,n.



2 Rodzaje macierzy kwadratowych

n X nm-macierze, nazywamy macierzami kwadratowymsi stopnia n. Zbidér wszystkich macierzy
kwadratowych stopnia n bedziemy oznaczali przez M, (R). Ogdlne przyktady macierzy kwadra-
towych stopnia 1, 2, 3, to odpowiednio

a b ay; as asg

, | b by by |,
][]
c1 C2 cC3

natomiast ogdlna postaciag macierzy kwadratowej stopnia n jest

a1 a2 ... Qip
a1 agy ... QA9n

A= = . (3)
anl1 Ap2 ... Qpn

Odcinek laczacy elementy ajj i any, macierzy (3) nazywamy gléwna przekatna tej macierzy,
zas$ sume wszystkich elementéw lezacych na gléwnej przekatnej macierzy (3) nazywamy sladem
macierzy (3) i oznaczamy przez tr(A). Zatem

a1l a2 ... Qip
a1 a2 ... Q2n

tr S . =a11 +ax+...+ ann. (4)
an1 QQp2 ... Qpn

Macierze kwadratowe A = [a;;] € M,(R), w ktérych a;; = 0 dla wszystkich ¢ > j, tzn. macierze
postaci:

ai; a2 aiz ... Qain
0 a9 asg ... a9

A= 0 0 ass3 ... asn , (5)
0 0 0 ... apn

nazywamy macierzami tréjkatnymi gérnymi. Natomiast macierze kwadratowe A = [a;;] €
M, (R), w ktérych a;; = 0 dla wszystkich ¢ < j, tzn. macierze postaci:

aill 0 0 e 0
agl a2 0 e 0
A=1| a31 a3z aszs ... O , (6)
L @n1 Qn2 Qan3 ... Qnp |

nazywamy macierzami tréojkatnymi dolnymi.



Macierze A = [a;j] € M,(R), ktére sa jednoczesnie tréjkatne gérne i dolne, tzn. takie, ze
a;; = 0 dla wszystkich ¢ # j, a wiec macierze postaci:

all 0 0 0
0 a9 0 0
A=| 0 0 ass 0 1, (7)
0 0 0 ... ann |

nazywamy macierzami diagonalnymi. Szczegdlnym przypadkiem macierzy diagonalnych sa
tzw. macierze skalarne, czyli takie macierze diagonalne A = [a;;] € M,(R), ze a1 = ag =
... = anpp, a Wiec macierze postaci:

a 00 ... O
O a 0 ... 0

A=10 0 a ... 0| gdzie acR. (8)
(000 ... a]

Macierz skalarna postaci (8) dla a = 1 nazywamy macierza jednostkowa i oznaczamy przez

I,,. Zatem ) )
100 ... 0
010 ... 0
I,=1001 ... 0], (9)
| 00 0 ... 1]

Macierze kwadratowe A = [a;;] € My(R) takie, Ze a;; = aj; dla wszystkich 4, j, nazywamy ma-
cierzami symetrycznymi. Ogdlne przyklady macierzy kwadratowych symetrycznych stopnia
1, 2, 3, to odpowiednio

ap az as
a b
|: a :| ) 3 a2 b2 b3
b d
az by c3
Macierze kwadratowe A = [a;;] € M,(R) takie, ze a;; = —aj; dla wszystkich ¢, j, nazy-

wamy macierzami antysymetrycznymi. Ogolne przyklady macierzy kwadratowych antysy-
metrycznych stopnia 1, 2, 3, to odpowiednio

b
o [0s] | o

—-b —c 0
Latwo zauwazy¢, ze jedli A = [a;;] € My(R) jest macierza antysymetryczna, to a; = 0 dla
wszystkich ¢ = 1,2,...,n, tzn. na gléwnej przekatnej takiej macierzy stoja same zera.



3 Dzialania na macierzach

a) Macierza transponowana A’ m xn-macierzy A postaci (1) nazywamy taka n x m-macierz,

ktora jako swa i-ta kolumne, dla ¢ = 1,2, ..., m, ma i-ty wiersz macierzy A. Zatem
T
ail a2 ... Qip ail a1 ... Gmi
asy ao e aAon alpa a2 ... Qm2
— (10)
am1 Am2 ... Omp A1n  A2n ... Qmn
. _ 1 2] . . ]
Przyklad 1.2. Macierza transponowana macierzy 3 4 jest macierz , a ma-
10 Tor
. . 3. . 2 1 3
clerzg transponowang maclerzy jest macierz | 2 2 |, czyli =
0 2 4 5 4 3 4 2 4

T 1 0

1 2

oraz[02z]: 2 2.0
3 4

Dla dowolnej macierzy A zachodzi wzér:

(AN = A

b) Mnozenie macierzy przez liczbe. Aby pomnozy¢ macierz A przez liczbe a nalezy

wszystkie jej wyrazy pomnozy¢ przez a. Zatem

aill ai12 e A1n aall aal2 e adin
asy a9 e aon aagy aago e aaon
a = (11)
aml am2 ... Amn alm1 aQm ... AQmnp
W skréconej notacji:
a-[aijliz1, . m = [0 @ijliz1,. m- (12)
Jj=1,..,n Jj=1,...,n
1 2 2 4
Przykiad 1.3. 2- =
3 4 6 8

c) Dodawanie macierzy. Macierze A i B o tych samych wymiarach mozemy dodawac.

Mianowicie, jezeli A = [aij];—1 , oraz B = [bij|;—1 _m, to
7j=1,...n 7j=1,....,n

A+ B = laij + bijli=1,...m- (13)
3 5
p— .D
[ 8 11 ]

1 2 2 3
Przyklad 1.4.
rayxia [34]+[57




Dodawanie macierzy jest przemienne, taczne i posiada element neutralny tzw. macierz
zerowa 0,,xn, ktéra jest m X n-macierza o samych zerach, tzn. dla dowolnych m X n-macierzy
A, B, C zachodza wzory:

A+B=B+ A,

(A+B)+C=A+(B+0C),
A+ Omxn = Omxn + A= A.

Macierza przeciwna do macierzy

nazywamy macierz

Zachodza dla niej wzory:
A+ (—A) =(-A4)+ A= 0mxn,

—A=(-1)- A

Mozna wykazaé, ze dla dowolnych m x n-macierzy A, B i dla dowolnych liczb a, b zachodza

WZOry:
(A+ BT = AT + BT,

a-(A+B)=a-A+a-B,
(a-A)T =a- AT,

(@a+b)-A=a-A+b- A,
(ab)-A=a-(b-A).

d) Odejmowanie macierzy. Réznica m x n-macierzy A i B nazywamy macierz

A—B=A+(-B).

Jezeli zatem A = [ag);—y  ,, oraz B = [bijli—y ., tO
j:17"'7n j=1,...,n
A-B= [aij - bZ]]z:l,...,m
j:17" T

Przyklad 1.5. L2y 23
3 4 5 7

:[:; :;].D

e) Mnozenie macierzy. Jezeli A jest m X n-macierza oraz B jest n X k-macierza (tzn.
liczba kolumn macierzy A jest réwna liczbie wierszy macierzy B), to mozemy okresli¢
iloczyn A - B, ktéry jest m x k-macierza, przy czym wyraz x;; macierzy A - B jest iloczynem
(skalarnym) i-tego wiersza macierzy A:

[aﬂ a9 ... am]



przez j-ta kolumne macierzy B: 7, czyli
bnj
Tij = ai1 - b1j + @iz - baj + ...+ Qin - by (14)

Zatem aby pomnozy¢ macierz A € M, xn(R) przez macierz B € M, «,(R) nalezy pierwszy
wiersz macierzy A pomnozy¢ (skalarnie) przez pierwsza kolumne macierzy B, nastepnie nalezy
pomnozy¢ pierwszy wiersz macierzy A przez druga kolumne macierzy B, itd. W ten sposéb
uzyskamy kolejne wyrazy pierwszego wiersza macierzy A - B. Aby otrzymaé drugi wiersz ma-
cierzy A - B nalezy pomnozy¢ drugi wiersz macierzy A przez kolejne kolumny macierzy B. W
konicu nalezy pomnozy¢ ostatni wiersz macierzy A kolejno przez wszystkie kolumny macierzy

B.

2 11
Przykitad 1.6. Niech A = ; ? (2) iB=|3 1 0 |. Wéwczas B - A nie ma sensu
01 4
(gdyz liczba kolumn macierzy B nie jest réwna liczbie wierszy macierzy A) oraz A - B =
5 3 g 1-24+0-34+2:-0=2 3-24+1-34+0:-0=9
[9 4 3],bo 1-1+40-142-1=3 3-1+1-140-1=4.
1-1+40-04+2-4=9 3-1+1-0+0-4=3

Wynika stad, ze mnozenie macierzy nie jest na ogol przemienne. O

Twierdzenie 1.7. Jezeli A € My,xn(R), B € Myxx(R), C € Myx,(R), to (A-B)-C =
A-(B-0).

Twierdzenie 1.8. Jezeli A € My, xn(R) oraz B,C € M, «;(R), to A-(B+C)=A-B+A-C.

Twierdzenie 1.9. Jezeli A, B € Myxn(R) i C € Mk (R), to (A+B)-C=A-C+B-C.
Odnotujmy jeszcze inne wlasnosci dziatan na macierzach:

Twierdzenie 1.10. Jezeli A € My,xn(R) @ B € M,«(R), to

(A-B)l' =BT . AT,

Twierdzenie 1.11. Jezeli A € My,xn(R) @ B € M,,«(R), to dla dowolnej liczby a:

a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B).

Przyklad 1.12. Korzystajac z podanych wilasnosci dziatann na macierzach obliczymy

D=[B-A"+(A-O)"",



2 11 -1 0
dlad=|1 -1 2},3 § (1) (1) ,C = 0 1 |.Otéz, D= (B-AT)T+[(A-C)T]T =
2 31 11
= (AT .BT+(A-C)=A-BT"+A-C=A- (BT +0), czyli
D=A- (BT +0).
2 0 10 2 11 10
Ponadto BT = | 1 0 |,wiec BT +C=|1 1 |orazD=|1 -1 2|-|1 1] =
0 1 1 2 2 31 1 2
4 3 4 3
2 3 |,czyiD=|2 3 |.0O
6 5 6 5

4 Operacje elementarne na macierzach

Bardzo wazne znaczenie w algebrze liniowej odgrywaja tzw. operacje elementarne na wier-
szach lub kolumnach macierzy. Niech A = [a;;] bedzie m x n-macierza.

Operacje elementarne na wierszach macierzy A:

(i) Pomnozenie i-tego wiersza macierzy A przez niezerowa liczbe a. Przy tej operacji nie
zmieniamy wierszy o numerach réznych od i, zas kazdy wyraz i-tego wiersza mnozymy przez a.
Operacje te oznaczamy symbolem a - w;.

(ii) Zamiana miejscami i-tego wiersza macierzy A z wierszem j-tym (i # j) macierzy A. Przy
tej operacji nie zmieniamy wierszy o numerach réznych od i oraz j. Operacje te oznaczamy
symbolem w; < w;.

(iii) Dodanie do j-tego wiersza macierzy A i-tego (i # j) wiersza tej macierzy pomnozonego
przez dowolna liczbe a. Przy tej operacji nie zmieniamy wierszy o numerach réznych od 7,

natomiast wiersz j-ty przybiera postac:
aj1 +a-ai1, G2+ a-a;2, ... ,0jn+ 0" Q.
Operacje te oznaczamy symbolem w; + a - w;.
Operacje elementarne na kolumnach macierzy A:

(i) Pomnozenie i-tej kolumny macierzy A przez niezerowa liczbe a. Przy tej operacji nie
zmieniamy kolumn o numerach réznych od ¢, zas kazdy wyraz i-tej kolumny mnozymy przez a.
Operacje te oznaczamy symbolem a - k;.

(ii) Zamiana miejscami i-tej kolumny macierzy A z kolumna j-ta (i # j) macierzy A. Przy
tej operacji nie zmieniamy kolumn o numerach réznych od i oraz j. Operacje te oznaczamy
symbolem k; < k;.

(iii) Dodanie do j-tej kolumny macierzy A i-tej (i # j) kolumny tej macierzy pomnozonej
przez dowolna liczbe a. Przy tej operacji nie zmieniamy kolumn o numerach réznych od j.

Operacje te oznaczamy symbolem k; + a - k;.



