Wykitad 2

Uklady roéwnan liniowych

1 Podstawowe pojecia zwiazane z ukladami réwnan liniowych

Ukladem m réwnan liniowych o niewiadomych z1, zo, ..., x, nazywamy uktad réwnan

postaci:

ajnry + apprs 4+ ... 4+ apr, = b

asiry + axpry + ... + awr, = b (1)

9

Am1T1 + amaT2 + ...+ Gy = by
gdzie wspélczynniki a;; (dla ¢ = 1,...,m; j = 1,...,n) oraz elementy b; (dla i = 1,...,m)
naleza do ciala R. Uklad ten nazywamy jednorodnym, gdy by =bs = ... =b,, = 0.

Macierza wspélczynnikéw uktadu (1) nazywamy macierz:

all a2 . QA1n
a21 ag2 ... QA2p

A= ) (2)
aml am2 ... Omn

za$ macierza uzupelniona uktadu (1) nazywamy macierz:

a1l a12 ... Gip | b1
a=| ) )

Aml Om2 .. Gmn | bm
Rozwiazaniem ukladu (1) nazywamy taki ciag liczbowy (c1,ca,...,¢,), ze po zastapieniu
w réwnaniach tego ukladu niewiadomych z; elementami ¢; dla ¢ = 1,2,...,n otrzymujemy

réwnosci prawdziwe w ciele R, tj. gdy A - C = B, gdzie B jest kolumna wyrazéw wolnych

tzn.
b1 C1
bo c2
B = _ oraz C=| . |. (4)
bm, Cn

Wynika stad, ze przy tych oznaczeniach uklad (1) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
A-X =B. ()
Definicja 2.1. Powiemy, ze réwnanie

a1x1 +axo+...+apx, = b (6)



jest kombinacja liniowa réwnan ukladu (1), jezeli istnieja c1, co, . .., ¢ € R (zwane wspét-
czynnikami tej kombinacji) takie, ze po pomnozeniu stronami i-tego réwnania przez ¢; dla

i=1,...,m i dodaniu stronami otrzymanych réwnan uzyskamy réwnanie (1), tzn.
m m
b:Zcibi oraz aj:Zciaij dla j=1,2,...,n. (7)
i=1 i=1

Uwaga 2.2. Zauwazmy, ze jesli réwnanie (6) jest kombinacja liniowa pewnych réwnan
uktadu (1), to jest ono takze kombinacja liniowa wszystkich réwnan tego uktadu (brakujace
wspOlezynniki sa réwne 0).

Twierdzenie 2.3. KaZde rozwiqzanie uktadu (1) jest rozwiazaniem kazdego réwnania bedaq-
cego kombinacja liniowq réwnan uktadu (1).

Dowdd. Zalézmy, ze réwnanie (6) jest kombinacja liniowa o wspétezynnikach ¢y, co, ..., cp
réwnan uktadu (1) i niech (p1,pe, ..., pn) bedzie rozwiazaniem ukladu (1). Wtedy

aipr + appe + ... + ampn = b
azipr + axp2 + ... + azpn = bo
am1P1 + amep2 + ...+ GmaPpn = by
wiec po pomnozeniu obu stron i-tej réwnosci przez ¢; dla ¢ = 1,...,m i dodaniu stronami
otrzymanych réwnosci uzyskamy na mocy wzoréw (7), ze aip1 + agp2 + ... + appn, = b, czyli
(p1,p2, - -, Pn) jest rozwiazaniem réwnania (6). O
Definicja 2.4. Dwa uklady réwnan liniowych (U) i (Usz) z n niewiadomymi z1,...,%,

nazywamy réwnowaznymi, gdy kazde réwnanie ukladu (U;) jest kombinacja liniowa réwnan
ukladu (Usz) i odwrotnie. Piszemy wtedy (U;) = (Us).

7 twierdzenia 2.3 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 2.5. Rownowazne uklady rownan lintowych posiadaja identyczne zbiory
rozwigzan.

Definicja 2.6. Uktad réwnan liniowych z n niewiadomymi z1, z9, . . . , £, nazywamy sprzecz-
nym, gdy réwnanie 0-x1+0-22+4...+0-2, = 1 jest kombinacja liniowa réwnan tego uktadu.

Poniewaz rownanie 0-z; +0-2x2+...40-x, = 1 nie posiada rozwiazania, wiec z powyzszej
definicji oraz z twierdzenia 2.3 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 2.7. Sprzeczny uktad réownan liniowych nie posiada rozwigzania.

Lemat 2.8. Zatozimy, Ze i-te rownanie dla i =1, ...,k ukladu rownan
a/ T + / + + / _ b/
1171 1272 Aptn = 01
abyry + abyre 4+ ... + adb,x, = b (8)
9
ar 1+ alore + + a T, = U
k11 k22 kntn k



jest kombinacjq liniowq réwnarn uktadu (1) o wspétczynnikach c;1, cia, . .., Cim. Jezeli réwnanie
(6) jest kombinacjg liniowq réwnan uktadu (8) o wspdtczynnikach ci,ca, . . ., ck, to rownanie (6)
jest kombinacjq liniowq réwnan uktadu (1) o wspotczynnikach

k k k
E CiCi1, E CiCi2, ... , E CiCim -
i=1 i=1 i=1

m
Dowéd. Na mocy (7) mamy, ze dla i = 1,2,...,k: aj; = Zcitatj dla j = 1,2,...,n

t=1
m k k
oraz b, = E citby. Ponadto a; = g cia;j dla 7 = 1,2,...,n oraz b = g cibi. Zatem dla
. t=1 =1 =1
1=12,....n:
k m k. m m k m k
a]' == E (T E Citat]‘ = E E cicitatj == E E cicitatj = E E CiCit atj oraz
i=1 t=1 i=1 t=1 t=1 i=1 t=1 \i=1
k m kK m m k m k
= g Ci+ E cube | = E E cicitby = E E cicithy = g E cicit | by, skad na mocy
i=1 t=1 i=1 t=1 t=1 i=1 t=1 \i=1

(7) mamy teze. O

Z lematu wynika od razu, ze jesli rownanie 0- 21 +0-22+...4+0- 2z, = a, gdzie a # 0 jest
kombinacja liniowa réwnan ukladu (1), to uklad ten jest sprzeczny. Ponadto z lematu wynikaja
od razu nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 2.9. Zaldimy, zZe uklady réwnan liniowych (Uy) i (Us) z n niewiadomymi
1,22, ..., Ty ¢ rownowazne. Wowczas uktad (Uy) jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy uktad
(Ua) jest sprzeczny.

Twierdzenie 2.10. Niech (Uy), (Uz), (Us) beda uktadami réwnari liniowych z n niewiado-
mymsi Ti,x2,...,Ty. Wowczas:

(i) (U1) = (Uh);

(i) jezeli (Ur) = (Ua), to (Ua) = (Uy);

(iii) jez’elz' (Ul) = (Uz) 1 (UQ) = (Ug), to (Ul) = (Ug)

Problem rozwiazania ukladu réwnan liniowych polega na znalezieniu wszystkich rozwiazan
tego uktadu. Bardzo uzyteczne przy rozwiazywaniu tego problemu sa tzw. operacje elemen-
tarne.

2 Operacje elementarne nad ukladem réwnan liniowych

(i). Zamiana miejscami réwnania i-tego z réwnaniem j-tym (i # j) oznaczana przez r; < r;.
Operacja odwrotna: r; < r;.
(ii). Pomnozenie i-tego réwnania przez niezerowy skalar a oznaczana przez a - r;. Operacja
odwrotnas: é Ty

(iii). Dodanie do i-tego réwnania réwnania j-tego (i # j) pomnozonego przez dowolny skalar a



oznaczana przez r; +a-r;. Przy tej operacji zmieniamy tylko réwnanie i-te! Operacja odwrotna:
ri + (—a) - r;.

(iv). Wykreslenie powtarzajacych sie kopii pewnego réwnania.

(v). Wykreslenie réwnan postaci 0-x1 +0-z2+...4+0-z, = 0 (gdy liczba réwnan jest wieksza
od 1).

(vi). Zamiana kolejnosci niewiadomych z; oraz x; (i # j) w kazdym réwnaniu oznaczana przez
x; < xj. W wyniku zastosowania tej operacji réwnanie

axy + ...+ ax; + .o+ ajr+ .o apT, =0
przechodzi na réwnanie
ax1 + ... +ajxj+ ... +ax;+ ... +apw, = 0.

Z definicji ukltadéw réwnowaznych mamy zatem, ze jesli uktad (Usz) powstaje z uktadu (Uy)
przez wykonanie operacji elementarnej, to uktady (Uy) i (Uz) sa réwnowazne. Zatem z twierdzen
2.5, 2.91 2.10 przez prosta indukcje otrzymujemy stad od razu nastepujace

Twierdzenie 2.11. Zaldimy, ze uktad (U') réwnan liniowych powstaje z uktadu (U) przez
kolejne wykonanie skonczonej liczby operacji elementarnych. Wowczas uktady te sa rownowazne,
magja te same zbiory rozwigzan i uktad (U) jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (U')
jest sprzeczny.

Na twierdzeniu 2.11 opiera sie metoda rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych zwana me-
toda eliminacji Gaussa.

3 Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa polega na znalezieniu dla danego ukladu (1) (w ktérym a;; # 0
dla pewnych i, j) przy pomocy operacji elementarnych réwnowaznego mu (czyli posiadajacego

taki sam zbidr rozwiazan) uktadu (9), ktéry po ewentualnej permutacji niewiadomych z1, ..., x,
ma postac:
(1 + L k1The1t o+ ClnT, = dy
) + €2 k+1Tk+1t+ ..+ CopTn = do
x3 + €3 k1Tkr1tT ...+ C3pTp =d3
: (9)
T+ Chkp1Tki1t -t CpnTn = dg
0 =dgy1

Jezeli di1 # 0, to uklad (9) nie ma rozwiazania, a wiec tez uklad (1) nie ma rozwiazania i jest
sprzeczny.
Jezeli di+1 =01 k = n, to uklad (1) posiada dokladnie jedno rozwiazanie:

$1:d1,x2:d2,...,xn:dn. (10)



Jezeli di11 = 0 oraz k < n, to Tp41, Tgt+2, ..., Tn sa dowolnymi skalarami (nazywamy je
parametrami), za$ pozostale niewiadome wyliczamy z réwnan ukladu (9), tzn.

Ty =dij — Cig41Tha1 — - — CinTpy, dladi=1,2,... k. (11)

Aby sprowadzi¢ uklad (1) do postaci (9) nalezy najpierw przy pomocy operacji elementarnych
przeksztalci¢ go do ukladu postaci:

T+ dpprat+ ...+ dl,an =0
ahyx1+  abgwot ...+ ab,x, = 12)
/ / / /
W1 T1+  QpoTa+ ...+ ar,,Tn = by,

Robimy to np. w ten sposéb, Ze najpierw znajdujemy element a;; # 0, a nastepnie przez
operacje: Ty < xj, 11 < 15, i -1 doprowadzamy uktad (1) do postaci (12).

Nastepnie przy pomocy réwnania pierwszego eliminujemy zmienna x; z pozostalych réwnan
ukladu (12) przez wykonanie operacji: ro — aby - 71, 3 — by * T14eeesTm, — @by - 1. Otrzymamy
wdéwezas uklad postaci:

r1+ a’19x9+ ...+ A 1pxn =071
a’99ro+ ...+  a’opzy, =09
(13)
a’ oot ..+ A pntn =0"m
Z kolei stosujemy nasz algorytm do ukladu:
a’19290+ ...+ a’1pxn =01
a’99x0+ ...+ a’onxy, =09
(14)
A’ oot ..+ A pnTn =0"m

nie ruszajac pierwszego réwnania uktadu (13). Po skonczonej liczbie krokéw uzyskamy uktad

postaci:
.
Tl + e12%2 + €13T3+ ...+ el + €1 k41 Tpq1 + o+ e1nTn = fi
To + €233+ ...+ €9k Tk + €2k11Tks1 + .-+ €2pTn = fo

T3+ ...+ e3pTp + e3pp1Thi1 Tt 30Ty = f3

Th + €k bt 1Tl + o+ ChnTn = fr
0 = frs1

Jezeli fri1 # 0, to otrzymany uklad jest sprzeczny, a wiec tez uklad (1) jest sprzeczny.

Jezeli zas fri1 = 0, to przy pomocy operacji: r1 — €1g « Tk, 2 — €2k * Thy--yTho1 — €k—1k * Tk



eliminujemy zmienna xj z poczatkowych k — 1 réwnan. Pdzniej eliminujemy zmienna xp_1 z
wczesniejszych rownan przy pomocy k — 1-szego réwnania, itd. W koricu, po skoniczonej liczbie
krokéw, uzyskamy w ten sposéb uktad (9).

Omowiony wyzej sposéb rozwiazywania uktadu réwnan metoda Gaussa zawiera duzo ele-
mentéw dowolnych. Dowolnoéé zachodzi na kazdym etapie rozwazan, poniewaz mozemy eli-
minowaé¢ dowolna niewiadoma (pod warunkiem, ze odpowiedni wspdlczynnik nie réwna sie 0).
Oprécez tego dowolna jest réwniez kolejno$¢ réwnan w danym uktadzie. Jezeli np. w jakikolwiek
sposéb zmienimy kolejnosé réwnan w wyjsciowym uktadzie, to proces stopniowego eliminowa-
nia niewiadomych przebiega¢ bedzie inaczej. Jednak zawsze musimy otrzymacé te sama liczbe
parametréow!

W praktyce proces rozwiazywania ukladu (1) mozemy znacznie uproscié, jezeli zamiast prze-
ksztatcen uktadu réwnan bedziemy przeksztatcaé jego macierz uzupetniona A,. Oczywiste jest,
ze kazdej operacji elementarnej ukladu (1) odpowiada odpowiednia operacja elementarna ma-
cierzy A,, a mianowicie:
operacji r; < r; odpowiada operacja w; < wj,
operacji a - r; odpowiada operacja a - w;,
operacji r; + a - r; odpowiada operacja w; + a - wj,
wykreslaniu i-tego réwnania odpowiada wykreslanie i-tego wiersza,
operacji x; < x; odpowiada operacja k; < k; (nalezy przy tym pamietaé, ze nie wolno ruszac
ostatniej kolumny i na koniec nalezy jeszcze uwzgledni¢ wszystkie przenumerowania niewiado-
mych!).

Przykiad 2.12. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiazemy nad cialem R uktad réwnan:

Ty — xTo — 9x3 + 6x4 + Txs + 10z¢ = 3
— 6x3 + 4dxy + 225 + 3xg = 2 .
— 3x3 + 2x4 — 1llxzs — 1bzg = 1
~ Bedziemy wykonywali rachunki na macierzy uzupehionej naszego uktadu:
11 -9 6 7 10 | 3 11 0 0 40 5510
w1 —3ws3, w2 —2w3 T2T4
0 0 —6 4 2 312 = 00 00 24 3310 =
0 0 -3 2 —-11 -15|1 0 0 -3 2 —11 —-15|1
(T T T Do TEO0 T Boss|o
W +—wW3 T3>T5
0O 0 0 O 24 3310 = 0 2 -3 0 —-11 -15|1 =
| 0 2 -3 0 —11 —-15|1 | 0O 0 0 O 24 3310
r o1 T4 x5 x2 xr3 6 T 1 T4 x5 T x3 6
1 0 40 1 0 55 [0 | 1., 1 1 0 40 1 0 55| 0
W2, 54Ws
0 2 —-11 0 -3 -15]|1 = o1 -4 o -3 -1
| 0 0 24 0 0 33]0 | 0 0 1 0 0 % 0
1 T4 xTs T2 xr3 6
w1 —40ws, w2+%w3 1 O 0 1 0 0 O
= 01 0 0 _% % % Zatem zmiennymi bazowymi sa x2, x3, Tg
o010 oijo
oraz ¥y = —Tg, T4 = %—i— %$3 — %xﬁ, T5 = —%:m. Stad uklad posiada nieskoriczenie wiele

rozwiazan danych wzorami:



1,3 1
r1 = —a, vy = a, r3 = b, x4 = 5+ 5b— §5¢, x5 =

liczbami rzeczywistymi. O

11

8 &

rg = ¢, gdzie a, b, ¢ sa dowolnymi

Przykiad 2.13. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiazemy uktad rownan:

2£L‘1
3%‘1
5.%'1
2.%'1

+ r2 —  x3 +
— 2x9 + 2x3 —
+ ®2 —  x3 +
- T2 + 23 —

Zq
3$4
2.?U4
31’4

1

-1
4

Rachunki bedziemy wykonywali na macierzy uzupetnionej A, naszego ukladu. Mamy, ze

2 1 -1 1 1

z2

z1

z3

T4

1 2 -1 1 1
A = 3 =2 2 =3 2 T10T2 -2 3 2 =3 2 w2+2w1,wgw1,w4+w1
s 1 -1 21| T 1 5 -1 2|-1 -
2 -1 1 =3 4 -1 2 1 -3| 4
r ro I xr3 T4 o T4 xr3 1
1 2 -1 1 1 1 1 -1 2 1
0o 7 0 -1 4 | ziow 0 —1 0 7| 4 | wstwsz, wi—2ws
03 0 1|-2| 0 1 0 3|-2 B
| 0 4 0 —=2| 5 0 -2 0 4| 5
(T 3 B s T B
0 -1 0 T4 s 0 -1 0 7 4 . Zatem nasz uktad jest sprzeczny
0O 0 0 —-10] 2 0O 0 0 10| 2
0O 0 0 10]-3 0O 0 0 0]-1

i nie posiada rozwiazania, bo ostatnie réwnanie ma postac:
0-204+0-244+0-2354+0-27 =-1. O

Przyklad 2.14. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiazemy uklad réwnan:

,

21 — X9 + X3 — 14 1
233‘1 — i) — 3LU4 =

3T — 3 + x4 = -3 .
2r1 4+ 2x9 — 2x3 + bdxy —6

Rachunki bedziemy wykonywali na macierzy uzupetnionej A, naszego ukladu. Mamy, ze

2 -1 1 —1] 1 TR 9 M1
A — 2 -1 0 =3 2| ncw 0 —1 2 —3| 2 | wstwi,wit2w
b 3.0 -1 1{-3| ~ | -1 0 3 1|-3 N
2 2 -2 5|-6 -2 2 2 5|-6
T A% I T A9 4
0 -1 2 —=3| 2| Chw| 0 1 —2 3|-2
0 -1 5 0]-2 B 0 -1 5 0]-2
0 0 6 3|—-4 0 0 6 3|—-4



Wykonujemy operacje w3 + ws:

r x3 2 1 T4 xrs3 T2 x1 T4
1 -1 2 -1 1 1 -1 2 -1 1
0 1 -2 3| -2 | waz2uws 0o 1 -2 3|-2
o o 3 3|4 o o0 3 3|4
L 0 0 6 3|—-4] 0o o0 0 -3 4
Wykonujemy operacje %wg i (—%)w4:
r T3 T2 T1 T4 T T3 T2 1 T4 1
r -1 2 -1} 1 I -1 2 0]—3
0 1 =2 3| =2 | witws, wa_3ws, wz—ws 0 1 -2 0 2
o 0 1 1|-% B 0 0 1 0/ 0
L0 0 0 1|-3%] 0 0 0 1|-%
Wykonujemy operacje w1 — 2ws 1 wg + 2ws:
r I3 T2 T1 T4 1 T3 xr2 Tl T4 5
1 -1 0 0|—3 1 0 0 O 3
0 1 0 0 2 | witws 0 1 0 0 2
0o 0 1 0| of 0 0 1 0| 0
L 0 0 0 1|—3 00 0 1|-3%
Zatem ukiad posiada dokladnie jedno rozwiazanie: x1 = 0, xo = 2, x3 = g, T4 = —%. O

Zauwazmy jeszcze, ze przy stosowaniu metody eliminacji Gaussa liczba réwnan ukladu nie
zwieksza sie. Oznacza to, ze jesli w ukladzie (1) liczba réwnan jest mniejsza od liczby
niewiadomych, to uklad ten nie moze mie¢ dokladnie jednego rozwiazania!

Ponadto, jesli uktad (1) nie ma rozwiazania, to na mocy twierdzenia 2.6, uktad (9) tez nie
posiada rozwiazania, a wiec dry; # 0. Stad uktad (9) jest sprzeczny i na mocy twierdzenia

2.6 uktad (1) tez jest sprzeczny. Uwzgledniajac twierdzenie 2.7 udowodniliémy w ten sposéb
nastepujace

Twierdzenie 2.15. Uktad réownan liniowych jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy mnie
posiada Tozwiqzania.



