Wykiad 3
Wyznaczniki

1 Okreslenie wyznacznika

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 1 i niech 4, j beda liczbami naturalnymi < n.
Symbolem A;; oznacza¢ bedziemy macierz kwadratowa stopnia n — 1 powstala z macierzy A
przez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A.
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Przykiad 3.1. Niech A=| 4 3 2
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Wyznacznikiem nazywamy taka funkcje przyporzadkowujaca kazdej macierzy kwadratowej
A pewna liczbe (oznaczana przez det(A)), ktéra spelnia nastepujace warunki:
(i) jesli A = [a] jest 1 x 1-macierza, to det(A) = a,
(if) jesi

ail; aiz2 ... Qin
a1 a2 ... Qa2
A= E (1)
anl1 AaAp2 ... QGpn
gdzie n > 1, to

n .

det(A) = (1) - ap - det(Ain). (2)
=1

Wyznacznikiem macierzy A nazywa sie wartos$é¢ det(A) tej funkeji dla macierzy A.
Funkcja-wyznacznik jest jednoznacznie wyznaczona przez warunki (i) i (ii).
Wyznacznik macierzy A postaci (1) oznaczamy tez nastepujaco:

ail al ... Qin
a1 a2 ... Qa2

det(A)=1| 7 (3)
anl Aan2 ... Gpp

Powyzsza definicja daje réwniez efektywna metode obliczania wyznacznika dowolnej macierzy
kwadratowej A.
Przykiad 3.2. Z wiasnosci (ii) i (i) otrzymujemy wzor:

CCL Z = ad — be. (4)
Rzeczywiscie, Z = (=1)1*2 . b det[c] + (-1)**2 - d - det[a] = ad — be. O
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Przyklad 3.3. Ze wzoru (4) mamy, ze =5-3-2-7T=15-14=1. O
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Przyklad 3.4. Z wlasnosci (ii) i przykladu 3.2: | by by by | = (=) 3 ag-| & % |+
cp c2 c3 a e
+(—=1)%3 by @ e +(=1)3*3 . c3- ooz = a3(bica —bacy) —bs(aica —ascy) +c3(arby —
cC1 €2 bl b2

asby) = azbica + agbsci + arbacg — agbacy — a1bsca — agbics.

Zatem aby obliczy¢ wyznacznik stopnia 3 wystarczy dopisaé¢ do niego z prawej strony dwie
pierwsze kolumny i nastepnie wymnozy¢ prawosko$nie wyrazy ze znakiem + oraz lewoskoénie
ze znakiem - i doda¢ otrzymane wyniki. Taka metoda obliczania wyznacznika stopnia 3 nazywa
sie regula Sarrusa. Istotnie:
ayr az az | a; as
by by b3 b1 by = aibacs + asbscy + asbica — agbacy — a1bzco — asbics. O
Cl1 C2 C3 Cl1 C9

Przykiad 3.5. Stosujac regule Sarrusa obliczymy wyznaczniki:
-3 4 1| -3 4

—2 3 2| -2 3 =-27—-8—-8—(—3—-24—24) = —43+51 =8,
1 4 3| -1 4
2 4 1]2 4
43 2|4 3 =18+24+16— (9+16+48) =58 — 73 = —15,
3 43|34
2 -3 1|2 -3
4 -2 2|4 —2 =—12-18—4—(—6—4—36) = —34 446 = 12,
3 -1 3|3 -1
2 -3 4|2 -3
4 -2 3|4 -2 =—-16-27—16—(—24—6—48) = —59 4+ 78 = 19. O
3 -1 4]3 -1

2 Wilasnosci wyznacznikéw

Twierdzenie 3.6. Jezeli macierz B powstaje z macierzy kwadratowej A przez zamiane
miejscami dwdch wierszy (kolumn), to det(B) = —det(A).

Twierdzenie 3.7. Jezeli macierz B powstaje z macierzy kwadratowej A przez pommnozenie
pewnego wiersza (kolumny) przez dowolng liczbe a, to det(B) = a - det(A).

Twierdzenie 3.8. Jezeli macierz B powstaje z macierzy kwadratowej A przez dodanie do
pewnego wiersza (kolumny) innego wiersza (innej kolumny) pomnoZonego (pomnozonej) przez
dowolngq liczbe, to det(B) = det(A).

Stosujac operacje elementarne na wierszach i kolumnach macierzy kwadratowej A mozemy ja



sprowadzi¢ do postaci tréjkatnej gorne;j:

€11 €12 €13 ... Cin
622 023 .« CZn

C = 0 0 c33 ... C3p , (5)
0 0 0 ... cun

gdzie ¢;; dla wszystkich i < j sa dowolnymi liczbami.

Twierdzenie 3.9. Wyznacznik macierzy C' postaci (5) jest réwny iloczynowi wszystkich jej
elementow na gtdwnej przekatnej, czyli det(C) = c11-c22 - ... Cnn.

Twierdzenia 3.6-3.9 umozliwiaja nam efektywne obliczenie dowolnego wyznacznika przy po-
mocy operacji elementarnych. Pokazemy to na nastepujacym przykladzie.

Przyklad 3.10. Obliczymy wyznacznik
1 -1 1 =2
1 3 -1 3
-1 -1 4 3
-3 0 -8 -—-13

W =

Po wykonaniu kolejno operacji wo — wy, ws + wi, wy + 3 - wi uzyskujemy, ze

1 -1 1 =2
0 4 -2 5
0 -2 5 1
0 -3 -5 —-19
Nastepnie, stosujac operacje ws + wy, uzyskamy, ze

1 -1 1 =2
o 1 -7 —-14
0 -2 5 1
0 -3 -5 -19

Po zastosowaniu kolejno operacji w3 + 2 - wa, wy + 3 - wo otrzymamy, ze

1 -1 1 -2
W= 0 1 -7 -14
0o 0 -9 =27
0 0 —-26 -61

Stosujac twierdzenie 3.7 do trzeciego wiersza uzyskujemy, ze

1 -1 1 -2
0 1 -7 —14
=910 o 1 3
0 0 —2 —61



Po wykonaniu operacji wy + 26 - w3 otrzymamy, ze

Zatem z twierdzenia 3.9: W = (-9)-1-1-1-17=—153. O

(—9)-

o O O

-1 1
1 -7
0 1
0 0

7 twierdzenia 3.7 mamy natychmiast nastepujacy

-2
—14
3

17

Whiosek 3.11. JeZeli pewien wiersz (kolumna) macierzy kwadratowej A sktada sie z samych
zer, to det(A) = 0.

7 twierdzenia 3.8 i z wniosku 3.11 otrzymujemy od razu nastepujacy

Whniosek 3.12. Jezeli macierz kwadratowa A ma identyczne dwa wiersze (kolumny), to

det(A) = 0.

Twierdzenie 3.13.
réwny wyznacznikowi macierzy A, czyli det(AT) = det(A).

Wyznacznik macierzy transponowanej macierzy kwadratowej A jest

Twierdzenie 3.14 (Cauchy’ego). Jezeli A i B sq macierzami kwadratowyms tego samego
stopnia, to det(A - B) = det(A) - det(B).

Twierdzenie 3.15 (Rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza).

ail

Gnl

a12

an2

Q1n

ann

= —1)i+1 © a1 det(Ail) + ...

+ (_1)i+n * Uin det(Am)

Twierdzenie 3.16 (Rozwiniecie Laplace’a wzgledem j-tej kolumny).

ail
a21

anl

alj
a2j

anj

Qln
a2n

Gnn

= (—1)1+j - a1j det(Alj) + ...+ (_1)n+j - Qpj det(Anj).

W praktyce najszybszym sposobem obliczania wyznacznika jest stosowanie operacji elemen-

tarnych i rozwiniecia Laplace’a wzgledem takiego wiersza (kolumny), w ktérym wystepuje co

najwyzej jeden niezerowy wyraz. Pokazemy to w nastepnym przykladzie.

Przyklad 3.17.
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zastosowano rozwiniecie Laplace’a.O

= (—=5)-(2-2—3-8) = 100. Strzatkami | oznaczyliémy kolumne, wzgledem ktorej

Przyklad 3.18. Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem trzeciego wiersza obliczymy wy-

znacznik:
2 -3 41
-2 3 2
a b ¢ d
3 -1 4 3
Mamy, ze
Z:;g; 3 4 1 2 4 1 2 -3 1
W = b =(=1p3a| =2 3 2 [+(=1)3*2p| 4 3 2 |[+(—-1)*F3c| 4 —2 2 |+
3 _1 4 3 -1 4 3 3 4 3 3 -1 3
2 -3 4
(—1)3*4d| 4 -2 3
3 -1 4
Cztery wyznaczniki stopnia trzy obliczymy stosujac regute Sarrusa:
-3 4 1] -3 4
-2 3 2| -2 3 =-27T—-8—-8—(-3—-24—-24)=—-43+51=38,
-1 4 3] -1 4
2 4 1|2 4
4 3 214 3 =18+4+244+16—(9+16+48) =58 —"T73 = —15,
3 4 3|3 4
2 -3 1|2 -3
4 -2 2|4 -2 =-12-18—4—(—6—-4—-36)=—-34+46 =12,
3 -1 3|3 -1
2 -3 4|2 -3
4 -2 3|4 -2 =-16—27—-16—(—24—6 —48) = —59 + 78 = 19.
3 -1 43 -1

Stad W = 8a + 15b + 12¢ — 19d.



