Wykitad 4

Macierz odwrotna 1 twierdzenie Cramera

1 Odwracanie macierzy
I,, jest elementem neutralnym mnozenia macierzy w zbiorze M, (R) tzn.
A-l,=1,-A=A
dla dowolnej macierzy A € M, (R). Ponadto z twierdzenia 3.9 mamy, ze
det(I,) = 1.

Powiemy, ze macierz A € M, (R) jest odwracalna, jezeli istnieje macierz B € M, (R) taka,
ze
A-B=B-A=1,. (1)
W tej sytuacji méwimy, ze B jest macierza odwrotna do macierzy A i piszemy B = A~!.
Jezeli macierz A € M, (R) jest odwracalna, to z twierdzenia Cauchy’ego wynika od razu, ze
det(A) # 0. Mozna udowodnié, ze zachodzi nastepujace

Twierdzenie 4.1. Macierz A € M, (R) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0.

7 twierdzenia 4.1 latwo mozna wyprowadzi¢ nastepujace

Twierdzenie 4.2. Macierz B € M,(R) jest macierza odwrotng do macierzy A € M,(R)
wtedy, 1 tylko wtedy, gdy A- B = I,.

2 Algorytm wyznacznikowy odwracania macierzy

Krok 1: Obliczamy det(A). Jezeli det(4) = 0, to A~! nie istnieje. Jezeli det(A) # 0, to
przechodzimy do nastepnego kroku.
Krok 2: Dlai,j =1,2,...,n obliczamy det(A;;), czyli wyznaczniki macierzy powstajacych
z macierzy A przez wykreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Obliczamy tez dopelnienia
algebraiczne d;; elementu a;; macierzy A: d;; = (—=1)iH7. det(A;;).
Krok 3: Tworzymy macierz dopelnien D(A)

div di2 ... din
d d ... dop

pay=| " (2)
dnl dn2 o dnn



Krok 4: Wypisujemy macierz odwrotna do macierzy A

1
Al = -D(A)T. 3
det(4) (4) (3)
1 a c
Przyklad 4.3. Wyznaczymy macierz odwrotna do macierzy A = | 0 1 b | nad cialem
0 01
liczb rzeczywistych. Z twierdzenia 3.9, det(A) =1-1-1 = 1. Ponadto
10 a c a ¢
diyp = (—1)*1. =1, dy; = (—1)**1. = —a, d3; = (—1)3*1. =ab—
11 =(-1) 0 1 ydor = (—1) 0 1 @, dg1 = (1) 10 W
0 b 1 1 ¢
dig = (—1)'? =0, dyp = (—1)***- =1, dzp = (—1)°"2. = —b
12 ( ) 0 1 ; (22 ( ) ‘ 0 1 ; 32 ( ) 0 b )
01 1 a 1 a
dig = (—1)'*3. =0, dg3 = (—1)*"3. =0, dg3 = (—1)3"3. =1.
13=(—1) 0 0 23 = (—1) 00 33 = (—1) 01
i L 00 1 —a ab—c
Zatem D(A) = —a 1 0 |oraz A7l = #(M-D(A)T7 czylidA™t =10 1 -b |,
ab—c —b 1 0 0 1

bo det(A) = 1. O

Przyklad 4.4. Wyznaczymy macierz odwrotna do macierzy

2 5 7
A=|6 3 4
5 -2 -3

Obliczamy najpierw wyznacznik macierzy A:
2 5 712 5

det(A)=16 3 4|6 3 =-18+100—84—105+16+90 = —1, czylidet(A) =—1#0,
5 -2 3|5 =2

wiec A1 istnieje.

Teraz obliczamy dopelienia algebraiczne wszystkich wyrazéw macierzy A:

dip = (=), _;’ _; =-94+8=—1,dp = (—1)*2. g _g = —(—18 — 20) = 38,
diz = (—1)1*3. g _g =-12—15= -2T.

doy = (=1)**" _; _; = —(—15414) =1, dyg = (—1)**2. g _; = —6—35=—41,
dog = (—1)2+3. i _; = —(—4—-25)=29.




5 7 2 7
dg; = (—1)3*! =20-21 = —1, dgg = (—1)3*2 = —(8-42) = 34
2 5
dgz = (—1)313. =6-30=—24
3= (1) 6 3
-1 38 —27
Tworzymy macierz dopemien D(A) = 1 —41 29 |. Zatem A~! = ﬁ(f‘) -D(A)T =
-1 34 -24
~1 1 -1 1 -1 1
(—1)- 38 —41 34 |, czyli ostatecznie A = | —38 41 —34 |. O
—27 29 —24 27 —29 24

3 Odwracanie macierzy przy pomocy operacji elementarnych

Z definicji mnozenia macierzy wynika, ze dla dowolnej macierzy A € M, (R): operacji ele-
mentarnej na wierszach macierzy A odpowiada pomnozenie macierzy A z lewej strony przez
macierz, ktéra powstaje z macierzy jednostkowej I,, przez wykonanie na niej tej samej operacji.

Stosujac operacje elementarne na wierszach nieosobliwej macierzy A (tzn. takiej, ze
det(A) # 0) mozemy ja przeksztalci¢ do macierzy jednostkowej I,,. Wynika stad, ze istnieja
macierze By, Ba, ..., Bs takie, ze

By-...-By-Bi-A=1,. (4)

Zatem A~' = By-...-By- By, czyli A~' = B, -...- By- By - I,,. Stad macierz A~! powstaje
z macierzy I, przez wykonanie na niej tych samych operacji elementarnych, co na
macierzy A.

W praktyce przy obliczaniu macierzy odwrotnej do macierzy nieosobliwej A przy pomocy
operacji elementarnych na wierszach postepu-jemy w sposéb nastepujacy. Z prawej strony ma-
cierzy A dopisujemy macierz jednostkowa I, tego samego stopnia. Na wierszach otrzymanej
w ten sposéb macierzy blokowej [A|I,] wykonujemy operacje elementarne az do uzyskania ma-
cierzy blokowej postaci [I,,|B]. Macierz B jest wtedy macierza odwrotna do macierzy A, tj.
B=A""

[A ‘ [n] operacj_e e_lerrieriar_ne_nalie)rszach [[n ‘ A— 1:|

Przykiad 4.5. Stosujac operacje elementarne wyznaczymy macierz odwrotna do macierzy

12 3 4
A 2 3 1 2
11 1 -1
1 0 -2 -6



W1 —W4, W2 —2W4, W3—W4
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Wyznacznikiem gléwnym ukladu (8) nazywamy



ail ai19 e Qln

az1 G2 ... Q2p
W =
Anpl1 An2 ... QApp
Oznaczmy przez W; (dla i = 1,2,...,n) wyznacznik powstajacy z W przez zastapienie i-tej
b1
bo
kolumny W kolumna wyrazéw wolnych .| . Zatem
bn,
b1 a2 ... Qip ail b1 ... Q1n aij; aip ... bl
bQ a2 ... Q2p a1 b2 ... QA9n a21 A2 ... b2
Wy = ) Wo = ) ) Wy =
by, an2 ... apn ant bn ... ann an1 Qapnz ... by

Wéwcezas zachodzi nastepujace

Twierdzenie 4.6 (Cramera). Jezeli wyznacznik glowny ukladu (6) jest rézny od zera, to
uktad ten posiada doktadnie jedno rozwiqzanie dane wzorami Cramera:
Wi Wy Wi,

T T2 = e En = g (6)

= W W

Jezeli zas W = 0, ale W; # 0 dla pewnego i = 1,...,n, to uktad (6) jest sprzeczny (a wiec nie
posiada rozwigzania).

Przyklad 4.7. Stosujac wzory Cramera rozwiazemy uktad rownan:

r1 + 2x9 — xr3 — Ty = —2
2017 — 3x9 — T3 + 2x4 = 1
4r1 — Dbxo + 2x3 + 3wy = '

xrr — xo2 — r3 — Tg = —2

Obliczamy najpierw wyznacznik gtéwny naszego uktadu. Stosujemy kolejno: operacje kq+ k1,
ks+k1, ka+k1, rozwiniecie Laplace’a wzgledem czwartego wiersza, operacje ko —3k1, rozwiniecie
Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza:

1 2 -1 -1 1 3 0 0
9 -3 -1 2 2 —1 1 4 300
W= = — (_1)4+1 11 =1 1 4| = (_1) 3. (_1)1+1 .
4 -5 2 3 4 -1 6 7
-1 6 7
1 -1 -1 -1 1 0 0 O
1 4 . . .
6 7|7 (=3) - (7T—24) = (-3) - (—=17) = 51. Stad W = 51 # 0, wiec z twierdzenia Cramera

uklad nasz posiada doktadnie jedno rozwiazanie. Obliczamy teraz wyznacznik Wi stosujac
kolejno: operacje ki + ko, ks — k4, ko + 2 - k4, rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszego



wiersza, operacje ko + k3, rozwiniecie Laplace’a wzgledem drugiego wiersza:

-2 2 -1 -1 0 2 0 -1 0 0 0 -1
Wy = 1 -3 -1 2 _ -2 =3 -3 2 _ -2 1 -3 2 (1)1 (1),
5 =5 2 3 0 -5 -1 3 0o 1 -1 3
-2 -1 -1 -1 -3 -1 0 -1 -3 -3 0 -1
-2 1 =3 -2 -2 =3
0 1 —-1]|= 0 0 —1]|=0,bow ostatnim wyznaczniku mamy dwie identyczne
-3 -3 0 -3 -3 0

kolumny. Postepujac podobnie obliczamy: We = 0 i W3 = 51. Zatem ze wzoréw Cramera:
T = % =0, 20 = % =0 oraz x3 = % = 1. Wyznacznika W, nie musimy juz oblicza¢, bo z
pierwszego rownania x4 =1+ 222 —23+2=04+0—-14+2=1. O



