Wykiad 7
Baza i wymiar przestrzeni liniowe]

1 Baza przestrzeni liniowej

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Powiemy, ze podzbiér X C V jest maksymalnym zbio-
rem liniowo niezaleznym, jesli X jest zbiorem liniowo niezaleznym oraz dla kazdego zbioru
liniowo niezaleznego Y C V takiego, ze X C Y jest X =Y.

Definicja 7.1. Kazdy maksymalny liniowo niezalezny podzbiér X wektoréw przestrzeni
liniowej V' nazywamy baza tej przestrzeni.

Twierdzenie 7.2. Kazdy lintowo niezaleiny zbior wektorow Xg przestrzeni liniowej V - mozna
rozszerzy¢ do bazy X O Xg tej przestrzeni.

Dowéd. Niech A bedzie rodzing wszystkich podzbioréw liniowo niezaleznych przestrzeni
V zawierajacych zbiér Xo. Wtedy A # 0, bo Xy € A. Ponadto zbiér A jest czesciowo
uporzadkowany przez inkluzje zbioréw. Jezeli B jest taricuchem w A, tzn. dla dowolnych
Y,ZeBjestY CZlub Z CY, toYy=UycpY tez jest zbiorem liniowo niezaleznym, gdyz

dla dowolnych aq,...,a, € Yy istnieja Y7,...,Y, € B takie, ze o; € Y; dlai = 1,... ,n.
Wtedy istnieje k < n takie, ze Y; C Yj dla kazdego i = 1,... ,n, skad aq,... ,a, € Y;. Ale
zbiér Yy, jest liniowo niezalezny, wiec zbiér {a1, ... ,a,} tez jest liniowo niezalezny. Zatem w .4

kazdy tanicuch ma ograniczenie gérne, wiec z lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje w A element
maksymalny X, ktéry jest szukana baza przestrzeni V zawierajaca Xg. O

Poniewaz zbiér pusty jest liniowo niezalezny, wiec z twierdzenia 7.2 mamy natychmiast
nastepujace

Twierdzenie 7.3. Kazda przestrzen liniowa posiada baze. O

Twierdzenie 7.4. Niech V bedzie przestrzenig liniowq. Zbior X CV jest bazqg przestrzeni V.
wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem liniowo niezaleznym oraz V = lin(X) (tzn. X generuge
V).

Dowdd. Zalézmy, ze X jest baza przestrzeni V. Woéwezas X jest zbiorem liniowo nie-
zaleznym. WeZzmy dowolne o € V' i zatézmy, ze a & lin(X). Wtedy z twierdzenia 6.30 wynika,
ze a € X oraz zbiér X U {a} jest liniowo niezalezny. Zatem X nie jest maksymalnym zbiorem
liniowo niezaleznym i mamy sprzecznosc.

Na odwrét, zatézmy, ze zbiér X jest liniowo niezalezny oraz V' = lin(X). Wezmy dowolny
liniowo niezalezny zbior Y C V taki, ze X C Y. Gdyby X # Y, to dla pewnego o € Y byloby,
ze a ¢ X izbior X U{a} CY jest liniowo niezalezny. Zatem z twierdzenia 6.30 mieliby$my, ze
a & lin(X) =V, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem X =Y i zbiér X jest baza przestrzeni V.
O

Przyklad 7.5. Poniewaz zbiér {1,z,22 ...} generuje przestrzen R[z] i jest liniowo nie-
zalezny, wiec na mocy twierdzenia 7.4 jest on baza tej przestrzeni. O



Przyklad 7.6. Niech n € N. Wéwczas z twierdzenia 7.4 oraz z przyktadéw 6.16 i 6.23 wynika
od razu, ze zbiér {e1,...,e,} jest baza przestrzeni R”. Nazywamy ja baza kanoniczna. O

7 twierdzen 6.17, 7.11 i1 7.16 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 7.7. Niech ay, ... ,a, bedqg parami réznymi wektorams i niech 31, ... , 3, beda
parami réznymi wektorami przestrzeni liniowej V. Zaléimy, Ze uktad wektoréw (5, ... ,[0Gn)
powstaje z uktadu (aq,..., ) przez kolejne zastosowanie skoriczonej liczby operacji elemen-
tarnych. Wowczas zbior {f1,...,0n} jest baza przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy zbior
{ai,...,an} jest bazq tej przestrzeni. O

Twierdzenie 7.8. Niech a1, ... ,a, bedg wektorami przestrzeni liniowej V.. Wowczas kazdy
maksymalny (wzgledem liczby elementéw) podzbior liniowo niezaleiny A C {aq,...,an} jest
baza podprzestrzeni lin(aq, ... , ).

Dowéd. Niech A C {a1,...,a,} bedzie maksymalnym (wzgledem liczby elementéw) pod-
zbiorem liniowo niezaleznym. Wowczas oczywiscie lin(A) C lin(ai,...,a,) = W. Niech
i=1,...,n. JeSli a; € A, to a; € lin(A); jesli zas§ o; ¢ A, to z maksymalnosci A wy-
nika, ze zbiér A U {«;} jest liniowo zalezny. Zatem z twierdzenia 6.30 «; € lin(A). Stad
{ai,...,an} C lin(A), czyli W C lin(A) i ostatecznie lin(A) = W. Zatem z twierdzenia 7.4
zbiér A jest baza podprzestrzeni W. O

Twierdzenie 7.9. Niech ay,...,q, beda parami réznymi wektorami przestrzeni liniowej
V. Woéwczas zbior {a, ... ,an} jest baza przestrzeni V. wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor
a € V mozna jednoznacznie zapisaé w postaci

a=aoai+...+ay0a, dlapewnych ay,...,a, € R.

Dowdéd. Zalézmy, ze zbiér {ay, ... ,an} jest baza przestrzeni V. Wéwezas z twierdzenia
7.4 mamy, ze V = lin(aq,... ,q,) oraz zbiér {a1,...,a,} jest liniowo niezalezny. Zatem dla
dowolnego « € V istnieja ay,... ,a, € R takie, ze « = ajoa;+...+anoay. Jesliby,... b, € R
sg takie, ze a =bjoa;+...+bpoay, toaioca;+... a0, =bjoay +...4+ b, 0y, czyli
(a1 —b1)oag+...+ (ap —by) oy, = 0, wiec z liniowej niezaleznosci zbioru {aj, ... , a,} mamy,
ze a; —b; =0, czylia; =b;dlai=1,... ,n.

Na odwrét, jezeli aq,...,a, € R sa takie, ze aqoa; 4+ ... +a,0oa, =60, toaroa; +...+
an oo, =001+ ...+ 00 qy, skad z jednoznacznosci zapisu wektora a; =0dlai=1,... ,n,
czyli zbiér {ay, ... ,an} jest liniowo niezalezny. Ponadto z zalozenia V' = lin(a, ... ,ay), wiec
z twierdzenia 7.4 zbiér {aq,... ,ay} jest baza przestrzeni V. O

Definicja 7.10. Niech {a1,...,a,} bedzie baza przestrzeni liniowej V. Wowczas ciag
(aq,...,qp) nazywamy baza uporzadkowana przestrzeni V. Niech a € V. Wtedy na mocy
twierdzenia 7.9 istnieje dokladnie jeden ciag (a1, ... ,a,) € R™ taki, ze « = ajoa1+...+apo0q,.
Ciag (a1,...,a,) nazywamy ciagiem wspélrzednych wektora o w bazie (aq,...,ay), a
element a;, dla kazdego i = 1,... ,n, nagywa sie i-ta wspélrzedna wektora « w tej bazie.



Whniosek 7.11. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowa i niech, dla pewnej liczby naturalnej n,
(a1, ... ,qp) bedzie bazq uporzadkowana tej przestrzeni. Przyporzadkujmy kazdemu wektorowi
a €V, cigg jego wspdlrzednych w bazie (aq, ... o). Otrzymane w ten sposdb odwzorowanie ¢
jest bijekcja zbioru V- na zbior R™. Przy tym ¢(ay) =¢€; dlai=1,... ,n.0

Definicja 7.12. Odwzorowanie ¢ okreslone w powyzszym wniosku nazywamy ukladem
wspoélrzednych wyznaczonym przez baze (a,...,ap).

2  Wymiar przestrzeni liniowe]

Lemat 7.13. Niech wektory aq,... ,a, tworza baze przestrzeni V i niech a = a; o o +
..t an o, przy czym a; # 0. Wowczas wektory

Qpyeen , Q51,0 Q54 1,... ,0n (1)

tez tworzq baze przestrzeni V.

Dowdd. Zauwazmy, ze wektory (1) powstaja z wektoréw as, . .. , ay, przez kolejne wykonanie
nastepujacych operacji elementarnych:
Qj - Wi, Wj +0a1 - Wi,y ... ,Wj + Qj—1 - Wj—1,W; + Ajt1 * Wjt1,... ,W; + Qp - Wy Zatem na mocy
twierdzenia 7.18, wektory (1) tworza baze przestrzeni V. O

Twierdzenie 7.14 (Steinitza o wymianie). Jesli wektory oy, ...,y tworza baze prze-
strzeni lintowej V', a wektory B, ... ,Bs sq liniowo niezaleine, to

(i) s < n oraz

(ii) sposrod wektorow oy, ... , o, mozna wybraé n — s wektordw, ktdre tacznie z wektorami
0B1,...,0s tworzq baze przestrzeni V.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem s. Dla s = 0 teza jest oczywista. Zaldézmy, ze teza
zachodzi dla liczb mniejszych od pewnej liczby naturalnej s i rozpatrzmy s wektoréow liniowo

niezaleznych f31,...,08s. Wektory (,...,Bs—1 sa liniowo niezalezne, a wiec z zalozenia induk-
cyjnego s —1 < miistnieje n —s+1 = n—(s—1) wektoréw sposréd wektoréw ai, ... , oy, ktore
tacznie z (1, ... , Bs—1 tworza baze przestrzeni V. Dla uproszczenia znakowania przyjmiemy, ze
tymi wektorami sa aq, ..., Qp_gt1-

Wykazemy najpierw, ze s — 1 < n. W przeciwnym razie byloby n = s — 1 (bo s — 1 <
n), a zatem juz wektory fi,...,0s—1 tworzylyby baze przestrzeni V, a stad wynikaloby, ze
Bs € lin(B1,...,0s—1), co na mocy twierdzenia 6.30 prowadzi do sprzecznosci (gdyz wektory
Bi,...,0s sa liniowo niezalezne). Wobec tego s — 1 < n, a stad s < n. To dowodzi (i).

Poniewaz wektory f1,...,08s—1,Q1,... ,Qn_sy1 tworza baze przestrzeni V', wigc (35 jest ich
kombinacja liniowa. Wobec liniowej niezaleznosci wektoréow fi,...,0s i twierdzenia 6.30, w
kombinacji liniowej przedstawiajacej G5, co najmniej jeden z wektoréw aq, . .. , ap_s41 Wystepuje
ze wspoleczynnikiem réznym od zera. Bez zmniejszania ogdlnoéci rozwazan mozemy przyjac, ze
an-s+1 # 0. Wtedy z lematu 7.13 wektory Bi,...,0s—1,01,... ,0n_s, 3s tworza baze prze-
strzeni V, czyli wektory fBi,...,08s,a1,... ,an_s tworza baze przestrzeni V', co koriczy dowdd
twierdzenia. O



Whniosek 7.15. Jesli n-elementowy zbior jest bazq przestrzeni liniowej V', to kaida baza tej
przestrzeni sktada sie z dokladnie n wektorow.

Dowéd. Niech wektory ai,...,a, tworza baze przestrzeni liniowej V. Niech X bedzie
inna baza tej przestrzeni. Gdyby zbiér X miat wiecej niz n elementéw, to bylyby one liniowo
niezalezne i otrzymalibySmy sprzeczno$é¢ z twierdzeniem Steinitza o wymianie. Zatem | X| < n.
Ale wektory aq, ..., a, sa liniowo niezalezne i zbidr skoriczony X jest baza przestrzeni V', wiec
znowu z twierdzenia Steinitza o wymianie n < |X|, czyli ostatecznie | X| =n. O

Definicja 7.16. Liczbe elementéw dowolnej skoticzonej bazy przestrzeni liniowej V' nazy-
wamy wymiarem przestrzeni V' i oznaczamy przez dim V.

W ten sposéb wymiar jest okreslony dla wszystkich takich przestrzeni, ktore maja skonczona
baze. Jesli dana przestrzen liniowa V' nie ma skoniczonej bazy, to méwimy, ze jej wymiar jest
nieskonczony i piszemy dimV = oo. Mozna udowodnié, ze wszystkie bazy dowolnej prze-
strzeni liniowej V' maja te sama moc. Wobec tego mozna okresli¢ wymiar dowolnej przestrzeni
liniowej V' jako moc dowolnej bazy przestrzeni V.

Przyklad 7.18. Poniewaz przestrzen R"™ posiada baze n-elementowa (np. baze kanoniczna),
wiec dimR™ = n. O

Przyklad 7.19. Poniewaz zbiér pusty jest baza przestrzeni zerowej {0}, wiec dim{f} = 0.
g

Przyklad 7.20. Poniewaz zbiér {1,z, 22, ...} jest baza przestrzeni R[z], wiec dim R[z] = oo.
Od

Przykilad 7.21. W przestrzeni liniowej R wektory €¢; = [1,0,0,...],e2 = [0,1,0,...],...
sa liniowo niezalezne. Zatem z twierdzenia Steinitza o wymianie dimR* = oco. O

Twierdzenie 7.22. Jesli przestrzen lintowa V. -ma wymiar n, to kazda jej podprzestrzen W
ma wymiar nie wiekszy niz n.

Dowdd. Niech X bedzie baza podprzestrzeni W. Wtedy zbiér X jest liniowo niezalezny,
wiec na mocy twierdzenia Steinitza o wymianie |X| <n. O

Twierdzenie 7.23. Dla dowolnej podprzestrzeni W przestrzeni liniowej V. wymiaru skonczo-
nego rownowazne sq warunki:

(i) dmW =dimV, (i) W =V.

Dowéd. (ii)=(i). Oczywiste. (i)=-(ii). Oznaczmy n = dimV. Wtedy istnieje baza
{a1,...,a,} przestrzeni V. Ale dim W = n, wiec istnieje baza {f,...,,} podprzestrzeni
W. Zatem wektory B, ... , B, sa liniowo niezalezne i na mocy twierdzenia Steinitza o wymianie
mozna je uzupetni¢ do bazy przestrzeni V', n —n = 0 wektorami wybranymi sposréd wektorow
aq,...,qn. Zatem wektory (1, ..., [, tworza baze przestrzeni V, skad V = lin(B1,...,0,) =
w. O

7 twierdzenia 7.8 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 7.24. Niech «y,...,a, beda wektorami przestrzeni lintowej V. Wowczas



dimlin(aq, ... ,an) < n. Ponadto dimlin(ay,... ,a,) =n wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
Qat, ..., 0, 8¢ lintowo niezalezne. O

Twierdzenie 7.25. Niech a1,...,ay, bedg wektorami przestrzeni liniowej V. wymiaru n.
Wowczas rownowazne sq warunksi:

(i) zbior {aq,... ,an} jest bazq przestrzeni V,

(ii) zbior {aq,... ,an} jest liniowo niezaleiny,

(i1i) zbior {aa, ... ,an} generuje przestrzen V.

Dowéd. (i)=-(ii). Oczywiste. (ii)=-(iii). Wynika od razu z twierdzenia Steinitza o wymianie.
(iii)=(i). Z zalozenia wynika, ze V = lin(ai,...,q,). Zatem dimlin(ai,...,a,) = nina
mocy twierdzenia 7.23 zbiér {aq,...,a,} jest liniowo niezalezny. Zatem ostatecznie ten zbiér
jest baza przestrzeni V. O

Twierdzenie 7.26. Niech Vi i V5 bedq skoriczenie wymiarowymi podprzestrzeniami prze-
strzeni lintowej V. Wowczas podprzestrzenie Vi NVa i Vi + Vo sq rowniez skoriczenie wymiarowe
1 zachodzi wzor:

dim(Vj + V5) = dim V; 4+ dim V5 — dim(V; N V3). (2)

Dowdd. Poniewaz Vi NVs jest podprzestrzenia przestrzeni skonczenie wymiarowej Vi, wiec z
twierdzenia 7.21 przestrzeni V3 NV; jest skoriczenie wymiarowa. Niech {a1, ... , i} bedzie baza
przestrzeni ViNV,. Wtedy z twierdzenia Steinitza o wymianie ten zbiér mozna uzupemic do bazy
{a1,...,an,B1,...,Bs} przestrzeni V; i mozna go tez uzupeié do bazy {a, ... ,ak, Y1, Y}
przestrzeni V. Wtedy dim(ViNVa) = k, dim Vj = k+sidim V, = k+r, wiec pozostaje wykazaé,
ze dim(Vi+Vo) = k+s+r. Ale Vi+ Vo =lin(aq, ... o, 1, ..., Bs)Hlin(aq, ... g, Y1y -+ 5 )

= lin(aq, ... ,Qk, 01y, Bss71,--- , ), Wiec wystarczy wykazaé, ze wektory aq,..., g,
B1y--- s Bs, 715 - - - Y sa liniowo niezalezne. W tym celu weZzmy dowolne skalary a1, ... ,ax, b1,
cooybsyc1, ... 0 € R takie, ze

ayoal +...+tagoar+biofB+...+bsofBs+crov+ ...+ ¢ o = 6. Oznaczmy:
a=a0a1+...+agoap, B=bjofi+...+bs0of8s, y=croy + ...+ ¢ o7y. Wtedy
v = —(a+ B) € Vi N Va. Zatem istnieja dy,... ,d; € R takie, ze y = dyoay + ...+ dp o ay,
skad cioy + ...+ oy +(=di)oas + ...+ (—di) o ap = 0. Zatem z liniowe] niezaleznosci

wektorow ai,... ,Qp, Y1,... ,Y Mamy, ze ¢ = ... =¢, = —dy = ... = —dp = 0, czyli v = 6
oraz 6 = o+ . Zatem z liniowej niezaleznosci wektoréw asq,... ,ag, 01,... ,Bs otrzymamy, ze
a1 = ... =ap = by = ... = bs = 0 1 ostatecznie wektory ay,... ,ax, 81y, Bs;V1s--- s Yr S8

liniowo niezalezne. O

Whniosek 7.27. Niech Vi, Vo beda podprzestrzeniamsi przestrzeni liniowej V. wymiaru n.
Wtedy dim(Vy NVa) > dim V; 4+ dim V, — n.

Dowéd. Poniewaz dim(V; + Vo) < n, wiec z twierdzenia 7.25 uzyskujemy, ze dim Vi +
dim Vo — dim(V; N V3) < n, skad mamy teze. O



3 Suma prosta podprzestrzeni

Lemat 7.28. Niech Vi i Vo bedq podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V. Nastepujace
warunki sq rownowazne:

(Z) VinVy = {‘9};

(i) Dla dowolnych aq, 51 € Vi, ag, B2 € Va z tego, Ze ay + ag = B1 + B2 wynika, Ze oy = [y i
ag = (3.

Dowdéd. (i)=-(ii). Wezmy dowolne «;, 3; € V; dlai = 1,2 takie, ze a1 + s = (1 + (2. Wtedy
a1 — L =ag— G € V1NV, AleVlﬂVQZ{G}, wiec g — 1 =ag — B =0, skad oy = (1 1
ag = .

(il)=(1). WeZmy dowolne o € V4 N V5. Poniewaz oo+ 6 = 6 + « oraz «,0 € V1 i 6,0 € V3,
wiecc o =010 =a,skad ViNVy={0}. O

Definicja 7.29. Méwimy, ze przestrzen liniowa V' jest sumaq prostq swoich podprzestrzeni Vi i
Vo, gdy V' = V4 + V5 oraz speliony jest ktérykolwiek warunek (a wiec oba warunki) powyzszego
lematu. Piszemy wtedy V = Vi & Vo. Méwimy tez, ze podprzestrzen V5 jest dopelmieniem
liniowym podprzestrzeni V; (w przestrzeni V).

Twierdzenie 7.30. Dla dowolnej podprzestrzeni Vi przestrzeni liniowej V' istnieje podprze-
strzen W CV taka, Z2e V=V, o W.

Dowéd. 7 twierdzenia 7.3 podprzestrzen Vi posiada baze X. Zatem z twierdzenia 7.2
istnieje podzbiér Y C V rozlaczny z X i taki, ze zbiér X UY jest baza przestrzeni V. Ponadto
Vi = lin(X) oraz V = lin(X UY). Niech W = lin(Y). Wtedy z twierdzenia 6.9 mamy,
ze lin(X UY) = lin(X) + lin(Y), czyi V. = Vi + W. Niech a € Vi N W. Wtedy istnieja

al,...,an € X, 01,...,0 €Y, a1,...,an,b1,... b € Rtakie, ze a =ajoa1+...fFaz0q, =
biofr1+ ...+ bgo Pk, SkadalOal+...+anoan+(—bl)Oﬁl—l—...—f-(—bk)oﬂk:0. Zatem z
liniowej niezaleznosci zbioru X UY mamy, ze a1 = ... =ap, = —-bj=... = —-by =0, czylia =6

iVinW ={0}. Zatem V=V, ®@W. O

4 Hiperplaszczyzny liniowe

Definicja 7.31. Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia liniowa. Hiperplaszczyzna
liniowa przestrzeni V nazywamy kazda podprzestrzen przestrzeni V o wymiarze n — 1.

Twierdzenie 7.32. Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n i niech Vi bedzie pod-
przestrzeniqg wymiaru k. Wowczas Vi jest cze$cia wspolng n — k hiperplaszczyzn liniowych

przestrzeni V.

Dowdéd. Niech {ag, ... ,ax} bedzie baza podprzestrzeni V;. Z twierdzenia Steinitza o wy-
mianie mozemy ja uzupelié¢ do bazy {aq,...,ak, agi1,...,an} przestrzeni V. Niech W; =
lin(oq, ..., Qky .oy Qi 1, Qkitls--- s0p) dlai = 1,... ,n— k. Woéwczas Wy, ... , W, _ sa

hiperplaszczyznami zawierajacymi Vi, skad Vi CWinN...NW,_r. Niechae WiNn...NW,_g.
Wtedy istnieja aj,...,a, € R takie, ze @« = a3 o1 + ...+ a, © . Dla liczb naturalnych
1 < n —k mamy, ze o € W;, wiec wektor o mozna przedstawi¢ w postaci « = a;3 o1 + ...+



G kti—1 O Okt i—1 + Qi ktit1 0 Okrit1+- . -+ Qinoay. Z jednoznacznodci przedstawienia wektora o
w postaci kombinacji liniowej wektoréw bazy (aq,... ,a,) wynika, ze agy; = 0 dla wszystkich
i=1,...,n—k. Wobectegoa=ay10a;+...+agoar € Vi. Zatem WiN..NW,_r CVi
ostatecznie Vi =WiN...NW,_;. O

Twierdzenie 7.33. Niechl bedzie liczbg naturalng. Niech Vi, ...,V beda hiperptaszczyznami
n-wymiarowej przestrzeni liniowej V.. Wowczas dim(ViN...NV)) >n — 1.

Dowéd. Dla | = 1 teza jest oczywiscie prawdziwa. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego
naturalnego [ = k i niech Vj,...,Vi41 beda hiperplaszczyznami przestrzeni V. Z zalozenia
indukcyjnego wynika, ze dim(V; N...NVy) > n — k, a z wniosku 7.26 otrzymujemy
dim(Vin...NViyN Vi) >dim(Vin...N V) +n—1—n. Zatem dim(ViN...N Ve N Vipq) >
n—k+n—1—n=n-—(k+1). Z zasady indukcji wynika zatem, ze nasze twierdzenie jest
prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej {. O

7 twierdzen 7.32 i 7.33 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 7.34. Kazda k-wymiarowa podprzestrzen W n-wymiarowej przestrzens lintowej V.
daje sie przedstawié jako przeciecie n — k, ale nie mniejszej liczby hiperpltaszczyzn liniowych. O

5 Podprzestrzenie przestrzeni wspolrzednych

Twierdzenie 7.35. Podprzestrzen W przestrzent R™ wyznaczona przez rownanie ajxy +
e+ apx, = 0, gdzie a1,...,a, € R 4 co naymniej jeden ze wspotczynnikow ay, ... ,a, jest
rozny od zera, jest hiperptaszczyznag liniowa.

Dowdéd. Zalézmy, ze wspdtezynnik a; # 0 dla pewnego i = 1,... ,n. Podprzestrzenn W jest
rézna od R", gdyz wektor €; nie jest rozwiazaniem rozpatrywanego réwnania, a stad dim W <
n — 1. Dla dowodu réwnosci dim W = n — 1 wystarczy wiec wskazaé¢ n — 1 liniowo niezaleznych
rozwiazan rownania ai1x1 + ...+ apx, = 0. Latwo sprawdzié, ze wektory €1 — ‘;—1 0Ej, ... ,Ei—1—
a;— Ai+1

1
a; CCnCi+l — g,

i

0&,... ,En — g2 0&; czynia zados¢ temu zadaniu. O
7 twierdzen 7.26 i 7.35 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 7.36. Podprzestrzen przestrzent R™ wyznaczona przez uktad m rownarn jednorod-
nych lintowych ma wymiar nie mniejszy niz n —m. O

Twierdzenie 7.37. Kazda hiperptaszczyzna liniowa W przestrzeni liniowej R™ jest wyzna-
czona przez pewne rownanie aixi + ...+ apxy, =0, gdzie ay,... ,a, € K.

Dowéd. Niech wektory a; = [a;1, ... ,ain] dlai=1,... ,n — 1 tworza baze hiperplaszczyzny
W i niech V bedzie podprzestrzenia opisana przez uktad réwnan

a11x1 + ... + A1pTy =0

a1 + ... + a9n Ty =0
(3)

ap-1171 + ... + Gp-1pTy, = 0



Z wniosku 7.36 wynika, ze dimV > n — (n — 1) = 1, a wiec podprzestrzeri V zawiera nieze-
rowy wektor. Niech [by,...,b,] bedzie niezerowym wektorem podprzestrzeni V. Przestrzen
V1 wyznaczona przez réwnanie byxy + ... + bpx, = 0 jest na mocy twierdzenia 7.35 hi-
perplaszczyzng liniowa. Ponadto z okredlenia wektora [bq,... ,b,] wynika, ze wektory o dla
j=1,...,n—1naleza do hiperplaszczyzny Vi, a zatem W = lin(aq,... ,a,—1) € Vi. Poniewaz
dimW =dim V] =n — 1, wiec z twierdzenia 7.22, W = V;. O

7 twierdzenia 7.37 i z wniosku 7.34 mamy natychmiast nastepujacy

Whniosek 7.38. Kazda k-wymiarowa podprzestrzen przestrzeni liniowej R™ jest wyznaczona
przez uktad ztoZony z n — k, ale nie mniej, rownan lintowych jednorodnych. O



