Wykiad 9

Przeksztalcenia liniowe 1 ich zastosowania

1 Przeksztalcenia liniowe 1 ich wlasnosci

Definicja 9.1. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi. Przeksztalcenie f: V — W
spehiajace warunki:

(D) Va,pev fla+B) = f(a) + f(B) oraz (II) VaeyVacr f(aca) = ao f(a)

nazywamy przeksztalceniem liniowym przestrzeni V w przestrzen W.

Stwierdzenie 9.2. ZloZenie przeksztatcen liniowych jest przeksztalceniem liniowym.

Dowdd. Niech f: V. — W ig: W — U beda przeksztalceniami liniowymi. Wowczas dla
dowolnych o, 3 € V' jest (go f)(a+ B) = g(f(a+B)) = g(f(a) + £(8)) = g(f(a)) +9(f(B)) =
(go f)(a)+ (go f)(B) oraz dla dowolnych o € V', a € R jest: (go f)(aoa) = g(f(aoa)) =
glao f(a)) =aog(f(a)) =ao(go f)(a). Zatem g o f jest przeksztalceniem liniowym. O

Stwierdzenie 9.3. Niech f: V — W bedzie przeksztatceniem liniowym przestrzeni liniowej
V' w przestrzen liniowqg W. Wowczas:

(i) f(6) =0

(ii) f(—a) = —f(«) dla kazdego o €V,

(i1i) f(a— B) = f(a) — f(B) dla dowolnych o, €V,

(iv) flaoar+...+apoay) =ajo flaq) +...+apo f(ay) dla dowolnych aq, ... ,a, € R,
Qal,...,an €V i dla dowolnego n € N.

Dowdéd. (i). Na mocy (II) jest f(0) = f(000) =00 f(0) = 6.
(i). Na mocy (1) i (i) mamy, 7e f(a)+ f(—a) = f(a-+(~a)) = f(8) = 0, wiec f(—a) = —f(a).
(). Na mocy (1) i (ii) jest f(a — ) = f(a+ (—B)) = f(a) + (~B) = fla) + (—f(B)) =
F(@) = £(8).
(

iv). Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika z (II). Zalézmy, ze teza zachodzi

dla pewnego naturalnego n i niech aj,... ,a,+1 € Roraz ag,... ,an+1 € V. Wtedy na mocy
(I), (II) i zalozenia indukcyjnego mamy, ze f(aj oy + ...+ any10ant1) = f((aroas + ...+
Ap 0 Q) + Apy1 0 Apy1) = flagoar + ... +anoan) + fapnt1 0 ant1) =ajo flag) +...+anpo
flan) + ant1 o f(ans+1). Zatem teza zachodzi dla liczby n+ 1. O

Stwierdzenie 9.4. Niech f: V — W bedzie przeksztatceniem liniowym przestrzeni liniowej
V' w przestrzen liniowg W. Wowczas zbior Ker(f) ={a €V : f(a) = 0} zwany jadrem f jest
podprzestrzeniq przestrzeni V. Ponadto f jest réznowartosciowe (tzn. f jest monomorfizmem
liniowym) wtedy i tylko wtedy, gdy Ker(f) = {6}.

Dowdéd. Na mocy stwierdzenia 9.3(1) mamy, ze € Ker(f). Niech a € R, o, 5 € Ker(f).
Wtedy na mocy (I) f(a+ 8) = f(a)+ f(B) =0+ 6 =0, wiec a + 5 € Ker(f) oraz na mocy
(II) flaca) =ao f(a) =aob =6, skad aoa € Ker(f). Zatem Ker(f) jest podprzestrzenia
przestrzeni V.



Zalézmy, ze f jest réznowartosciowe i niech o € Ker(f). Wtedy f(a) = 6. Ale na mocy
stwierdzenia 9.3(i) jest 0 = f(0), wiec f(a) = f(0), skad a = 0. Zatem Ker(f) = {0}. Na
odwroét, zalézmy, ze Ker(f) = {0} i wezmy dowolne «, 5 € V takie, ze f(a) = f(5). Wtedy
na mocy stwierdzenia 9.3(iii) jest 6 = f(a) — f(8) = f(a — ), czyli o — 5 € Ker(f). Zatem
a—pF=460,skad a =01 f jest monomorfizmem. O

Uwaga 9.5. Kazda podprzestrzen W przestrzeni liniowej V jest jadrem pewnego prze-
ksztalcenia liniowego f: V — V. Razeczywiscie, z twierdzenia 7.30 istnieje podprzestrzen U
przestrzeni V taka, ze V = W @ U i kazdy wektor o € V mozna zapisa¢ jednoznacznie w
postaci @« = 3 + « dla pewnych 8 € W iy € U. Przyjmijmy: f(a) = 7. WeZmy do-
wolne aj,a0 € V, a € R. Wtedy istnieja 81,82 € W, 71,72 € U takie, ze a1 = 1+ 71 i
ag = 2+ 72, skad aq +ap = (B1 + F2) + (71 + 72) oraz B + P2 € Wiy + 42 € U. Zatem
flan +a2) =1+ 72 = f(an) + f(az). Ponadto aocay =aof; +aovy orazaofy € Wi
ao~v € U, wiec f(aoa1) =aovy; =ao f(ar). Stad f jest przeksztalceniem liniowym. Na-
zywamy je rzutem przestrzeni V na podprzestrzen U wzdluz podprzestrzeni W. Dla
B €W mamy, ze §=0+0160 € U, wiec f(5) =0, skad W C Ker(f). Jesli zas a € Ker(f), to
istnieja S € Wiy € U takie, ze a = f+7v160 = f(a) =7, skad a = 8 € W. Zatem ostatecznie
W = Ker(f). Latwo tez zauwazy¢, ze Im(f) =U. O

Stwierdzenie 9.6. Niech f: V — W bedzie przeksztatceniem liniowym przestrzeni liniowej
V' w przestrzen liniowq W. Wowczas zbior Im(f) = f(V) = {f(«a) : « € V} zwany obrazem
f jest podprzestrzeniq przestrzeni W.

Dowéd. Ze stwierdzenia 9.3(1) mamy, ze § = f(0) € f(V). Niech a,8 € f(V). Wtedy
istnieja 1,81 € V takie, ze a = f(aq) i 8 = f(B1). Zatem o + 3 = f(a1) + f(B1) =
flag+B1) € f(V)orazdlaa € R: aoa =ao f(ag) = f(aoay) € f(V). Zatem f(V) jest
podprzestrzenia przestrzeni W. O

Stwierdzenie 9.7. Niech f: V — W bedzie przeksztatceniem liniowym przestrzeni liniowej
V' w przestrzen liniowg W. Wowczas dla dowolnych wektorow oy, ... ,a, € V: jezeli wektory
flan),..., flan) sa liniowo niezaleine, to wektory aq,. .. ,a, tez sq liniowo niezalezne. Jezeli
dodatkowo f jest monomorfizmem, to wektory aq, ... ,an € V sq liniowo niezalezne wtedy 1 tylko
wtedy, gdy wektory f(aq),. .., f(an) sa liniowo niezalezne.

Dowdéd. Niech ay,... ,a, € V. Zalézmy, ze wektory f(a1),..., f(ay) sa liniowo niezalezne.
Wezmy dowolne aq, ... ,a, € R takie, ze aoa1+...+a,00, = 0. Wtedy na mocy stwierdzenia
9.3 mamy, ze a1 o f(a1) + ...+ ap o f(a,) = 0, skad z Inz wektoréw f(aq),..., f(an) jest
a1 =...=ay =0, czyli wektory aq,... ,a, tez sa liniowo niezalezne.

Niech teraz dodatkowo f bedzie monomorfizmem. Zalézmy, ze wektory aq,...,a, sa Inz i
wezmy dowolne ay, . .. ,a, € R takie, ze ajo f(a1)+...+apo f(an) = 0. Wtedy ze stwierdzenia
9.3 mamy, ze f(ajoa; +...+a,0a,) = f(0), skad aj oy + ...+ ap 0oy, = 0. Zatem z Inz
wektoréow aq, ... ,q, wynika, ze a; = ... = a, = 0, czyli wektory f(a1),..., f(a,) sa liniowo
niezalezne. O

Definicja 9.8. Przeksztalcenie liniowe f: V' — W nazywamy epimorfizmem, jezeli f(V) =
W (tzn. f jest "na”). Przeksztalcenie liniowe f: V — V przestrzeni V w siebie nazywamy



endomorfizmem przestrzeni V.

Uwaga 9.9. Z tych okreslen wynika od razu, ze izomorfizm liniowy jest to taki monomorfizm,
ktory jest jednoczesnie epimorfizmem.

Stwierdzenie 9.10. Niech f: V — W bedzie izomorfizmem przestrzeni liniowych V i W.
Jezeli wektory aq, ..., tworzq baze przestrzeni V', to wektory f(aq), ..., f(ay) tworza baze
przestrzeni W.

Dowdd. Ze stwierdzenia 9.7 wynika od razu, ze wektory f(ai),..., f(ay) sa liniowo nie-
zalezne. Wezmy dowolne 5 € W. Wtedy istnieje a € V takie, ze § = f(a). Zatem istnieja
ai,...,an € R takie, ze @« = a3 o1 + ... + a, © ay, skad na mocy stwierdzenia 9.3 jest, ze
B=aiof(ar)+...4+ano f(an). Zatem wektory f(ai),..., f(a,) generuja przestrzen W i sa
liniowo niezalezne, czyli tworza baze przestrzeni W. O

Twierdzenie 9.11. Niech f: V — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Jezeli przestrzen
V' jest skoniczenie wymiarowa, to przestrzen Im(f) tez jest skoriczenie wymiarowa i zachodzi
wzor:

dimV = dim Ker(f) + dim Im(f).

Dowdd. Z twierdzenia 7.30 istnieje podprzestrzen U przestrzeni V taka, ze Ker(f) ® U =
V i kazdy wektor a € V mozna jednoznacznie zapisaé w postaci a« = § + v dla pewnych
B e Ker(f)in e U. Stad fla) = f(B) + f() = 0+ f(7) = f(3). Zatem Im(f) = f(U),
czyli przeksztalcenie liniowe f|U jest "na”. Wezmy dowolne v € Ker(f|U). Wtedy v € U
iy e Ker(f), wiec v € Ker(f)NU = {0}, skad v = 0. Zatem ze stwierdzenia 9.4, f|U
jest monomorfizmem i ostatecznie f|U: U — Im(f) jest izomorfizmem. Zatem z twierdzenia
9.10, dim(Im(f)) = dim(U). Stad przestrzen Im(f) tez jest skonczenie wymiarowa. Ale z
twierdzenia 7.26, dim(V') = dim Ker(f) + dim(U), gdyz dim(Ker(f) NU) = 0, wiec dimV =
dim Ker(f) + dim I'm(f). O

Twierdzenie 9.12. Niech wektory aq, ... ,a, tworzqg baze przestrzeni liniowej V' i niech
B1,...,0Bn bedqg dowolnymi wektorami przestrzeni lintowej W. Wowczas istnieje doktadnie jedno
przeksztatcenie liniowe f: V. — W takie, Ze f(a;) = (i dla kaZdego i =1,... ,n. Ponadto takie
f jest dane wzorem:

flaoar+...4+apoay)=a1001+...+apo by (1)
dla ay, ... ,a, € R. Przeksztatcenie f jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
B1, ..., 0n sq liniowo niezalezne. Ponadto f jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
B1, ..., 0n generujqg przestrzen, W oraz f jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
0B1,...,0n tworza baze przestrzeni W,

Dowdéd. Dla przeksztalcenia f danego wzorem (1) mamy, ze f(«a;) = 5; przy i = 1,... ,n.
Wezmy dowolne a, 3 € V i dowolne a € R. Wtedy istnieja ai,...,an,b1,...,b, € R takie, ze

a=ajo0y+...+apoq, oraz f=bjoaj+...+byoay,. Zatem f(a+p3) = f((a1+b1)oas+...+
(an+bp)oay) = (a1+b1)oB1+. ..+ (an+bn)oBn = (a10f1+. . .+an008,)+(b1oB1+...+b,008,) =
fla)+ f(B) oraz f(aoa) = f((aar) oy + ...+ (aay) o ayp) = (aa1) o B1 + ... + (aay) o By, =



ao(agofi+...+ay0p,) =ao f(a). Zatem f jest szukanym przeksztalceniem liniowym.
Jezeli g: V. — W jest przeksztalceniem liniowym takim, ze g(a;) = f; dla i = 1,... ,n, to
ze stwierdzenia 9.3 mamy, ze g(aj oy + ... +ap0oay) = a; o glay) + ... + ap o glay) =
aof+...+an0 0By, = flagoay + ...+ ay o) dla dowolnych aq,...,a, € R. Poniewaz
{a1,...,a,} jest baza przestrzeni V, wiec stad g = f.

Jezeli f jest réznowartoéciowe, to na mocy stwierdzenia 9.7 wektory 81 = f(a1),...,0, =
f(ay,) sa liniowo niezalezne. Na odwrdét, zatézmy, ze wektory f1,... , 3, sa liniowo niezalezne.
Niech a € Ker(f). Wtedy istnieja ai,... ,a, € R takie, ze & = a; o1 + ... + ay © ay, skad
©=f(a) =a10f1+...+an0fy, czylia; = ... = a, = 0ia = 0. Zatem na mocy stwierdzenia
9.4 f jest monomorfizmem.

Jezeli f jest epimorfizmem, to dla kazdego 5 € W istnieje a € V takie, ze f = f(«). Ale

a = ajoai+...+apoay, dla pewnych ay, ... ,a, € R, wiec ze wzoru (1), 5 = ajo81+...4+a,00,
czyli wektory fBi,..., 03, generuja przestrzen W. Na odwrét, zalézmy, ze wektory (Gi,...,0n
generuja przestrzen W. Wezmy dowolne g € W. Wtedy istnieja ay,...,a, € R takie, ze

B=arof1+...+an0ofy,=flaroa;+...+a,0a), czyli f jest epimorfizmem.
Ostatnia cze$¢ twierdzenia wynika z jego pierwszej czesci. O

Z twierdzenia 9.12 wynika od razu nastepujace, bardzo wazne w algebrze liniowej twierdzenie,
pokazujace kluczowa role przestrzeni R™ wsréd wszystkich przestrzeni skonczenie wymiarowych.

Twierdzenie 9.13. Skoriczenie wymiarowe przestrzenie liniowe V i W sq izomorficzne wtedy
i tylko wtedy, gdy maja ten sam wymiar. Jesl wektory aq, ... , oy tworzq baze przestrzeni V,
za$ wektory Bi, ..., 0, tworzqg baze przestrzeni W, to istnieje doktadnie jeden taki izomorfizm
f:V =W, Ze flay) = B; dlai = 1,... ,n. W szezegdlno$ci kazda n-wymiarowa przestrzen

lintowa jest izomorficzna z przestrzeniq R™.

2 Przyklady i zastosowania przeksztalcen liniowych

Przykiad 9.14. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi. Wodwczas przeksztalcenie
f: V. — W dane wzorem f(«) =6 dla a € V jest przeksztalceniem liniowym, bo dla a, 3 € V,
a€R: fla+B)=0=0+0= f(a)+ f(B) oraz f(aca) =0 =aocl = ao f(«a). Przeksztalcenie
to nazywamy zerowym lub trywialnym. O

Przyklad 9.15. Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Niech a bedzie dowolna ustalona
liczba. Wtedy przeksztalcenie ¢,: V' — V dane wzorem ¢,(a) = a o« dla a € V, jest liniowe,
gdyz dla o, 5 € V, b € R mamy, ze ¢o(a+ ) =ao(a+f) =aoa+ao = ¢u(a)+ ¢u(B)
oraz ¢g(boa) =ao(boa) = (ab)oa = (ba)oa =bo (aoa) =bo ¢.(a). To przeksztalcenie
nazywamy homotetia o wspoélczynniku a. O

Przyklad 9.16. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni liniowej V. Woéwczas prze-
ksztalcenie f: W — V dane wzorem f(a) = a dla a € W jest oczywiscie liniowe. Jest ono
ponadto monomorfizmem podprzestrzeni W w przestrzenn V. W szczegélnosci przeksztalcenie



identycznosciowe idy: V. — V dane wzorem idy (o) = a dla a € V, jest przeksztalceniem
liniowym. O

Przykiad 9.17. Opiszemy wszystkie przeksztalcenia liniowe f: R” — R™ dla dowolnych
ustalonych liczb naturalnych m, n. Poniewaz wektory £1,¢9, ... , &, tworza baze przestrzeni R"
oraz dla dowolnych z1,... ,z, € R jest [x1,... ,2,] = x10e1+...+x,06,, Wiec na mocy twier-
dzenia 9.12 wszystkimi przeksztalceniami liniowymi f: R™ — R™ sa jedynie przeksztalcenia f
postaci:

f(z1,. .. yzp]) =x1061 4+ ... + Ty 0 Fn,

dla dowolnych ustalonych fq,...,5, € R™. Aledla j=1,... ,nistniejaa;; e R (i=1,... ,m)
takie, ze B; = [a15,a2;, ... ,am;], wiec stad otrzymujemy tzw. wzér analityczny na dowolne
przeksztalcenie liniowe f: R™ — R™:

f(z1, ... zn]) = ez + ..o+ @1nTny e oo G1Z1 + oo+ GnTp). (2)

Zauwazmy ponadto, ze jezeli a;j eRdlai=1,...,m, j=1,...,n sa takie, ze przeksztalcenie
f dane wzorem (2) spelia wzér

f(zr, . zn]) = [a @1+ .o+ @, Tn, oo Gy @1+ ag,, @), to dla B = [a);, a;, ..., ap,],
j=1,...,n, bedziemy mieli, ze 3; = f(e;) = B}, czyli a;; = ai; dla wszystkich 4, j. Wynika
stad, ze przeksztalcenie liniowe f: R™ — R™ jest jednoznacznie wyznaczone przez m X n-macierz
A = [a;]. Ponadto z definicji mnozenia macierzy mamy, ze dla przeksztalcenia f danego wzorem
(2) zachodzi wzor:

I
{5
oy, yan]) =A- | (3)
T,
Przy tych oznaczeniach mamy tez, ze f(R™) = lin(B1,...,0,) oraz wektory f[i,...,0,

mozemy traktowaé jako kolumny macierzy A, wiec stad dla przeksztatcenia f mamy wzdr:

dim Im(f) = r(A). (4)
Zatem z twierdzenia 9.11 mamy, ze n = dimR"” = dim Ker(f) + dim Im(f), wiec na mocy
wzoru (4):
dim Ker(f) =n —r(A). (5)
Zauwazmy tez, ze [a1,... ,ay] € Ker(f) wtedy i tylko wtedy, gdy [a1,. .. ,ay] jest rozwiazaniem
uktadu jednorodnego
a1+ apxet+ ...+ aipTn, =0

a1 X1+ a9ret+ ...+ aoux, =0

Am1T1+ amarot+ ...+ amntn =0



Wynika stad nastepujace

Twierdzenie 9.18. Zbidr rozwiqzar uktadu jednorodnego (6) o macierzy wspdtczynnikéw A
jest podprzestrzeniq przestrzeni liniowej R™ wymiaru n —r(A). O

Podamy teraz drugi sposéb wyznaczania jednorodnego ukladu réwnan liniowych o zadanej
podprzestrzeni rozwiazan. Niech V bedzie dowolna podprzestrzenia przestrzeni liniowej R™.
Wyznaczamy najpierw baze i wymiar podprzestrzeni V. Niech wektory aq, ..., as tworza baze
podprzestrzeni V. Wtedy dimV = s. W praktyce wyznaczamy baze V' w takiej postaci, aby
mozna bylo ja uzupeli¢ w prosty sposéb do bazy przestrzeni R"™ pewnymi wektorami bazy
kanonicznej przestrzeni R™. Niech wektory a1,...,as,01,...,08n—s tworza baze przestrzeni
R™. Na mocy twierdzenia 9.12 istnieje doktadnie jeden epimorfizm f: R™ — R" % taki, ze
fla;) = © dla wszystkich ¢ = 1,... s oraz f(3;) = ¢; dla j =1,...,n —s. Z okreSlenia
f mamy, ze V C Ker(f). Ponadto dimIm(f) = dimR"™® = n — s, wiec z twierdzenia 9.11
mamy, ze n = dimR"” = dim Ker(f) + dim Im(f), skad dim Ker(f) = s. Ale dimV = s
oraz V C Ker(f), wiec stad V = Ker(f). Pozostaje zatem wyznaczy¢ wzér analityczny na
przeksztalcenie f i w ten sposéb uzyskamy natychmiast zadany uklad jednorodny.

Przyklad 9.19. Znajdziemy uklad jednorodny réwnan liniowych, ktérego przestrzenia
rozwiazan jest V = lin([1, —1,1],[1,1, —1]). Najpierw znajdujemy baze przestrzeni V:

I =1 1| we—w |1 =1 1] 3w|[1 -1 1

1 1 -1 — |0 2 -2 0o 1 -1
{[1,-1,1],[0,1,—1]}.

Nastepnie uzupelniamy znaleziona baze przestrzeni V' do bazy calej przestrzeni R3 przy po-

S

Zatem baza przestrzeni V jest

mocy wektora [0,0,1]. Istnieje przeksztalcenie liniowe f: R?® — R takie, ze f([1,—1,1]) = 0,
f([0,1,-1]) = 0, £([0,0,1]) = 1. Wtedy f([0,1,0]) = £([0,1,—1]) + f£([0,0,1]) =0+ 1 = 1 oraz
f([1,0,0]) = f([1,—-1,1]) — f([0,1,—1]) = 0—0 = 0. Zatem dla dowolnych z1, z9, x5 € R mamy,
ze f([x1,x2,x3)) = x1- f([1,0,0])+z2- f([0,1,0])+z3- f([0,0,1]) = zo+2x3. Ale dim(Im f) =1,
wiec dim(Ker f) =3 —1 = 2. Ponadto V C Ker f oraz dim(V) = 2, wiec V = Ker f. Stad
szukanym ukladem réwnan jest:
To+x3=0.0

Przyklad 9.20. Znajdziemy uklad jednorodny réwnan liniowych, ktérego przestrzen rozwiazan
jest generowana przez wektory: [1,—1,1,-1,1], [1,1,0,0,3], [3,1,1,—-1,7], [0,2,—-1,1,2].

Znajdujemy najpierw baze podprzestrzeni V generowanej przez wektory: [1,—1,1,—1,1],
[1,1,0,0,3], [3,1,1,-1,7], [0,2,—1,1,2].

1 1 0 0 3 1 1 0 0 3
1 -1 1 -1 1 w2—w1, w3—3wi 0 -2 1 -1 -2
3 1 1 -1 7 - 0 -2 1 -1 -2
0 2 -1 1 2 0 2 -1 1 2
11 00 3
wotwi,wstws | 00 0 0 0| |1 1 0 0 3
- 00 000 |02 —11 2|
02 -1 1 2



Zatem baza V jest {[1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2]} oraz dim V' = 2. Poniewaz nasze wektory maja
5 wspolrzednych, wiec szukany uklad réwnan bedzie sie skladal z 5 — 2 = 3 réwnan. Ponadto
baza przestrzeni R® jest {[1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2],[0,0,1,0,0],[0,0,0,1,0],[0,0,0,0,1]}, wiec
istnieje przeksztalcenie liniowe f: R® — R3 takie, ze

f(]1,1,0,0,3]) = [0,0,0], (7)
f(0,2,-1,1,2]) = [0,0,0], (8)
f([0,0,1,0,0]) = [1,0,0], (9)
£([0,0,0,1,0]) = [0,1,0], (10)
f([0,0,0,0,1]) = [0,0,1]. (11)

Poniewaz wektory [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] tworza baze przestrzeni R? oraz naleza do f(R?),
wiec f(R%) = R3, czyli dim f(R%) = 3. Ale 5 = dimR®> = dim Ker(f) + dim f(R®), wiec
dim Ker(f) =5 —3 = 2. Ponadto z (7) i (8) mamy, ze V = lin([1,1,0,0,3],[0,2,—-1,1,2]) C
Ker(f) oraz dimV = 2, wiec V' = Ker(f). Pozostaje zatem wyznaczy¢ wzér analityczny na
takie przeksztalcenie f. Niech ¢; = [1,0,0,0,0], e2 = [0,1,0,0,0], e3 = [0,0,1,0,0], e4 =
[0,0,0,1,0], e5 = [0,0,0,0,1]. Wtedy dla dowolnych z1, z2, x3, 24, x5 € R:

[x1, 29, @3, x4, 25] = 21061 + T 0e9 + X303+ T4 04 + X5 0 E5.

Zatem z liniowosci przeksztatcenia f mamy, ze f([x1, T2, 73,74, 25]) = x10 f(€1) + 220 f(E2) +
x30 f(e3) + x40 feq) + x50 f(es).

Ze wzoru (8) mamy, ze 20 f(g2) — f(e3) + f(e4) +20 f(e5) = [0, 0, 0], wiec 20 f(e2) —[1,0,0] +
[0,1,0] +200,0,1] = [0,0,0], skad f(e2) =[5, -3, —1].

Ze wzoru (7) mamy, ze f(e1)+ f(e2)+30f(e5) = [0,0,0], czyli f(e1)+[5, —3, —1]+30[0,0,1] =
[0,0,0], skad f(e1) = [—3, 5, —2]. Stad
f([1, 22, 73, 74, 75]) = 210[—4, &, —2]+a90[5, -, —1]+230[1,0,0]+240[0,1,0]+250[0,0,1] =
[—%xl + %902 + x3, %xl — %:cg + x4, =221 — T2 + T5)].

Zatem V = Ker(f) jest zbiorem rozwiazan ukladu réwnan:

—%:Cl + %xg + 3 =0
%:L’l — %xg + x4 = 0.0
—2r1 — T2 + 25 = 0



