Przestrzenie liniowe w zadaniach

Zadanie 1. Czy wektor [3,4,4] jest kombinacja liniowa wektoréw [1,1,1], [1,0,—1], [1,3,5] w prze-
strzeni R3?

Rozwiazanie. Szukamy x,y, z € R takich, ze
[3,4,4] =z 0o[1,1,1]+yo[1,0,—1] + z0[1,3,5].

Alexo[1,1,1] +yo[1,0,—-1] 4+ 20[1,3,5] = [t +y + z,z + 3z, — y + 5z], wiec z warunku réwnosci
wektorow otrzymujemy, ze szukane liczby z,y, z spelniaja uklad réwnan:

r + y + =z = 3
T + 3z = 4 .
r — y + 5z = 4
Stosujemy metode eliminacji Gaussa:
1 113 1113 1113 11 1] 3
oy w3 tws w3 —2w2
1 0 3[4 = 01 3|4 = 01 3|4 = 0 1 3| 4 |- Zatem
1 -1 5|4 -1 1 5|4 0 2 6|7 0 0 0|-1
nasz uklad jest sprzeczny i wobec tego wektor [3,4,4] nie jest kombinacja liniowa wektoréw [1,1,1],
1,0, —1], [1,3,5].

Zadanie 2. W przestrzeni R* zbadaé wprost z definicji liniowa, niezalezno$é wektoréw:
1,2,1,-2], [2,3,1,0], [1,2,2, -3].
Rozwiazanie. Wezmy dowolne liczby rzeczywiste a, b, ¢ takie, ze

aoll,2,1,-2]+b02,3,1,0] + co [1,2,2,-3] = [0,0,0,0]. (1)

Wtedy [a + 2b+ ¢,2a + 3b+ 2¢,a + b+ 2¢, —2a — 3c] = [0, 0, 0, 0], wiec otrzymujemy uklad réwnaii:

a + 2b + ¢ 0
2a¢ + 3b + 2¢ = 0
B : (2)
a + b + 2¢ = 0
—2a — 3c 0
ktory rozwiazemy metoda eliminacji Gaussa:
1 2 110 1 2 110 1 2 107
2 3 210 w272w1,w3;w1,w4+2w1 0 -1 00 w3*wzéﬂ4+4w2 0 -1 010
11 210 - 0 -1 110 o 0 0 1(0
-2 0 =310 0 4 —-110 0 0 —1]0 |
(1) N (1) i (1) 8 1 2 110 1 2 010 ) 1 0 00
— wo2, W w w1 —w, w1 —&aWw
"’54300105010015301001:20100
L0 0 00 0 0 1]0 0 0 1]0 0 0 1]0

Zatem uklad (2) ma dokladnie jedno rozwiazanie: a = 0, b =0, ¢ = 0. Stad jesli liczby rzeczywiste a, b,
¢ speliaja réwnosé (1), to a = b = ¢ = 0. Zatem wektory [1,2,1,-2], [2,3,1,0], [1,2,2,—3] sa liniowo
niezalezne.

Zadanie 3. W przestrzeni R? zbadaé liniowa niezaleznosé wektoréw:
[1,1,2], [-1,3,0], [2,0,3].

11 2
Rozwiazanie. Macierza tego ukladu wektoréw jest A=| —1 3 0
2 0 3



1 1 2 1 1
I Sposéb. Poniewaz det(4A) =| -1 3 0| —1 3 =9+0+0—(12+0—3) =0, wiec wektory
2 0 3 2 0

[1,1,2], [-1,3,0], [2,0, 3] sa liniowo zalezne.
IT Sposéb. Obliczamy rzad macierzy A:
1 1 2
r(A) P2 e -4 0 —6 =1+T[
2 0 3
r(A) < 3, wiec wektory [1,1,2], [-1,3,0], [2,0, 3] sa liniowo zalezne.
Zadanie 4. W przestrzeni R® zbadaé liniowa niezaleznoéé wektoréw:
5,-3,2,1,10], [-1,8,1,—4,7], [2,1,9, —3,6], [1,3, —5,9, 11].

—4 —6]w1¥w21+r|:0 0

9 3 5 3}:14—1:2. Poniewaz

5 =3 2 1 10
. . . P -1 8 1 -4 7 )
Rozwiazanie. Macierza tego ukladu wektoréw jest A = 9 . Obliczamy
1

1 9 -3 6
3 =5 9 11
rzad macierzy A:

0 —18 27 —44 —45 s v s
w1 —dwa, wotwa, wz—2ws 0 11 —4 5 18 ka-+ko
(4) = —14r| 11 -4 5 18 |FE
0 -5 19 —21 —16 1o ol e
1 3 -5 9 11
18 27 —17 —45 169 —74 0 261
e N T T e T IS 6 R U RS T :2+r[1(15£7) 7?11 23(1)
-5 19 -2 —16 17 11 0 20
169 —74 261

2+ 2 = 4, bo macierz ma rzad 2, gdyz posiada niezerowy minor

17 11 20 17 11

169 - 11 + 17 - 74 > 0 stopnia 2. Zatem rzad macierzy ukladu czterech wektoréw [5,—3,2,1,10],

[-1,8,1,—-4,7], [2,1,9,-3,6], [1,3,—5,9, 11] jest réwny 4, czyli te wektory sa liniowo niezalezne.
Zadanie 5. W przestrzeni R* zbadaé liniowa niezaleznoéé wektoréw:

[1,4,7,10], [2,5,8,11], [2,6,9,12].

169 —74 ‘ B

1 4 7 10
Rozwiazanie. Macierza tego uktadu wektoréow jest A= 2 5 8 11
3 6 9 12
. 1 4 7 10 0 2 4 6
Ale r(A) 2 p| 2 5 8 11 | “rweeTiws 01 2 3 =1+r[2 1 6] e gy
1 2 3 4 1 2 3 4 23

. 0 00
1 2 3
Zadanie 6. Dla jakich a € R wektory [1,1,1], [1,a,2], [2, 3, 4] tworza baze przestrzeni R3?

1 1 1

} =1+41=2< 3, wiec wektory [1,4,7,10], [2,5,8,11], [2,6,9, 12] sa liniowo zalezne.

Rozwiazanie. Macierza tego ukladu wektoréw jest A = . Zatem

1 a 2
2 3 4

—_
—_

1 1 1
det(A)=|1 a 2|1 a =4a+4+3—2a—6—4=2a—3. Stad det(4) # 0 < a # 3 i wektory
2 3 4|2 3
[1,1,1], [1,a,2], [2,3,4] tworza baze przestrzeni R? wtedy i tylko wtedy, gdy a # 3.
Zadanie 7. Pokazaé, ze V = {[z,y,2] € R3 : 2+ y + z = 0} jest podprzestrzenia przestrzeni R>.
Wyznaczy¢ baze i wymiar V.

|



Rozwiazanie. Zauwazmy, ze V = {[z,y,—x —y] : 2,y € R} = {[z,0,—2] + [0,y,—y] : z,y € R} =
{zo[1,0,-1]4+yo[0,1,—1]: z,y € R} = L([1,0,—1],[01, —1]), wiec V jest podprzestrzenia przestrzeni

01 -1
wiec wektory [1,0, —1], [0, 1, —1] tworza baze podprzestrzeni V i wymiar V' jest réwny 2.

Zadanie 8. Wektory [2,3,4,5], [3,4,8,9] uzupenié¢ do bazy przestrzeni R*.

Rozwiazanie. Oznaczmy przez V podprzestrzenn generowana przez wektory [2,3,4,5], [3,4,8,9].
Stosujac metode eliminacji Gaussa na wierszach macierzy tego ukladu wektorow znajdziemy taka baze
podprzestrzeni V, ktéra latwo bedzie uzupelnié do bazy calej przestrzeni R*.

[2 3 4 5]“]2;,}1 [2 3 4 5]w1;w2[1 1 4 4]1”2_:2“]1[1 1 4 4}Stadbaza

3 4 8 9 |1 1 4 4 2 3 4 5 01 —4 -3
V jest {[1,1,4,4],[0,1, -4, —3]}. Zatem dim(V) = 2 i wobec tego wektory [2,3,4,5], [3,4,8,9] sa liniowo
niezalezne. Ponadto wektory [1,1,4,4], [0,1,—4,-3], [0,0,1,0], [0,0,0,1] tworza baze przestrzeni R*,

1 -1
R3. Ponadto wektory [1,0, —1], [0, 1, —1] generuja V oraz sa liniowo niezalezne, bo r { 0 } =2,

1 1 4 47
01 —4 -3

bo r 0 0 L ol = 4. Zatem wektory [2,3,4,5], [3,4,8,9], [0,0,1,0], [0,0,0,1] tworza szukana
0 0 0 1

baze przestrzeni R*.

Zadanie 9. Znalez¢ baze i wymiar podprzestrzeni V przestrzeni R* generowanej przez wektory:
[-1,4,-3,-2], [3,-7,5,3], [3,—2,1,0], [-4,1,0,1].

Rozwiazanie. Baze podprzestrzeni V znajdziemy tosujac metode eliminacji Gaussa na wierszach
macierzy A danego ukladu wektoréw. Réwnowaznosci = dotycza teraz zachowywania podprzestrzeni

generowanych.
-1 4 -3 -2 -1 4 -3 -2 -1 4 -3 -2
3 =7 ) 3 | we+3wi, ws+3wi, wa—4wr 0 5 —4 —3 | ws—2wz, wit3ws 05 —4 -3
3 -2 1 0 - 0 10 -8 —6 B 00 0 0
—4 1 0 1 0 —15 12 9 00 0 O
-1 4 -3 -2 . PR .
05 -4 -3 | Stad wektory [—1,4,—3,—2], [0,5,—4, —3] generuja podprzestrzern V i sa li-
niowo niezalezne (bo macierz z nich utworzona ma rzad 2). Zatem baza V jest {[—1,4, -3, -2],[0,5, —4, —3]}
oraz dim(V) = 2.

Zadanie 10. Znajdz baze i wymiar podprzestrzeni V przestrzeni R® generowanej przez wektory:
-3,1,5,3,2], [2,3,0,1,0], [1,2,3,2,1], [3,-5,—1,-3,—1], [3,0,1,0,0].

Uzupelnij znaleziona baze podprzestrzeni V do bazy calej przestrzeni R,

Rozwiazanie. Baze podprzestrzeni V znajdziemy tosujac metode eliminacji Gaussa na wierszach
macierzy A danego ukladu wektoréw. Roéwnowaznosci = dotycza teraz zachowywania podprzestrzeni
generowanych.

-3 1 5 3 2 -5 -3 -1 -1 0 -3 0 -1

2 3 0 1 0 w1 —2w3, watwsz 2 3 0 10 wi+wsz, wz—2wsz, watwsz 2 3 0
1 2 3 2 1 = 1 2 3 2 1 = -3 —4 3
3 -5 -1 -3 -1 4 -3 2 -1 0 6 0 2
3 0 1 0 0 3 0 1 0 0 3 0 1
0 0 0 0 O
10 w0s— 2. 0 0s 2 3010 2 3 010 B -1 3 -1 1 0 et
= 0 4 40 1|=|-0 -4 401 = 0 -4 4 0 1| "=
0 0 0 0 O 3 01 00 3 0 100
3 01 00

o O O = O

O O R OO



-1 3 -1 1 0 -1 3 -1 1 0 -1 3 -1 1 0
0 4 40 1| ™E™ | 0 4 401 ™="] 0 1 6 32|t
L O 9 -2 3 0 0 1 6 3 2 0 —4 4 0 1
-1 3 -1 1 0
0 1 6 3 2 Zatem baze podprzestrzeni V tworza wektory [—1,3,—1,1,0], [0,1,6,3,2],
0 0 28 12 9
-1 3 -1 1 0
0 1 6 3 2
[0,0,28,12,9], skad dim(V) = 3. Poniewaz r 0 0 28 12 9 | = 4, wiec szukana baza prze-
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

strzeni R® jest {[-1,3,—1,1,0],[0,1,6,3,2],[0,0,28,12,9], [0,0,0,1,0],[0,0,0,0,1]}.

Zadanie 11. Znajdz uklad jednorodny réwnan liniowych, ktérego zbiorem rozwiazan jest podprze-
strzeni V przestrzeni R® generowana przez wektory:
[-3,1,5,3,2], [2,3,0,1,0], [1,2,3,2,1], [3, -5, —1,-3,-1], [3,0,1,0,0].

Rozwiazanie. Z rozwiazania zadania 10 mamy, ze wektory [—1,3,—1,1,0], [0,1,6,3,2], [0,0, 28,12, 9]
tworza beze V oraz wektory [—1, 3, —1, 1,0],[0, 1, 6, 3, 2],[0, 0, 28, 12, 9],[0, 0,0, 1, 0],[0, 0,0, 0, 1] tworza baze
przestrzeni R®. Istnieje zatem przeksztalcenie liniowe f : R® — R? takie, ze

f([=1,3,=1,1,0]) = [0,0], (3)
£(10,1,6,3,2]) = [0,0], (4)
£([0,0,28,12,9]) = [0,0], (5)
£([0,0,0,1,0]) = [1,0], (6)
£(10,0,0,0,1]) = [0, 1]. (7)

Wtedy f(R5) = L([1,0],[0,1]) = R?, wiec dim f(R®) = 2. Ale dim Ker(f) + dim f(R%) = dimR®, wiec
dim Ker(f) =5—2=3. Ponadto V C Ker(f)idimV = 3, wiec V = Ker(f). Pozostaje zatem znalezé
wzOr analityczny na przeksztalcenie f. W tym celu za$ wystarczy wyznaczy¢ f(ex) dla k = 1,2,3,4,5,
gdzie e = [1,0,0,0,0], ez = [0,1,0,0,0], e5 = [0,0,1,0,0], e = [0,0,0,1,0], e5 = [0,0,0,0,1]. Ze wzoréw
(6) i (7) mamy od razu, ze f(es = [1,0] oraz f(es = [0, 1]. Z liniowosci przeksztalcenia f oraz ze wzoru
(5) otrzymujemy, ze 28 o f(e3) + 120 f(es) + 9o f(e5) = [0,0], czyli 28 o f(e3) + 120 [1,0] +90[0,1] =

[0,0], skad 28 o f(e3) = [-12,-9], wiec f(e3) = [—32, —35]. Z liniowosci f i ze wzoru (4) mamy, ze
f(e2)+60f(e3)+30f(eq)+20f(e5) = [0,0]. Zatem f(€2)—|—60[—%, —%}—1—30[170]—1—20[0, 1] =10, 0], czyli
fle2)+[—22, =541+ [35,0]+[0, 58] = [0,0], wiec f(e2) = [—22, —Z]. Z liniowosci f i ze wzoru (3) mamy,
e —f(e1) +30 f(ea) — f(e3) + f(ea) = [0,0]. Zatem —f(e1) +30[—53, —55] — [~ 32, —55] + [1,0] = [0,0],
czyli f(er) = [~ 55, — 5] + [58, 2] + [35. 0], skad f(e1) = [5g, 5g]-

Ale f([w1, 22,73, 24,75]) = f(r10€1 +a20€2+T30€3 +T40€e4+a50€5) = w10 f(€1) + 220 fez) +a30

fles)+aqo flea) +asof(es) =a10[am, ] +aso[—22, —Z]+a30[—L2 — 2]+ 2402, 0]+ 250(0, 8] =

1 3 3 3 2 9 28
(771 — 5T2 — $T3 + T4, 5571 — 5572 — 5573 + 537s5].
Zatem V = Ker(f) jest zbiorem rozwiazan uktadu réwnan:

1 3 3
2 9 28 _ ’
Sr1 — 2Ty — =—=x3 + + 2By 0



ktory mozemy tez zapisa¢ w postaci:

{

Zadanie 12. Niech w przestrzeni liniowej R*: V = L([1,1,1,1],[1,1,—1,-1],[1,—1,1,~1]) oraz
W =L(1,-1,-1,-1],[2,-2,0,0],[3,—1,1,1]). Wyznaczy¢ baze i wymiar podprzestrzeni: V, W, V4+W

+ Txy = 0
+ + 2825 = 0 °

3.%'3
9I3

3.’)32
21‘2

Z1
31‘1

Vnw.
Rozwiazanie. Znajdujemy baze podprzestrzeni V:
11 11 1 1 1 1 ) ) 1111
ISR R N S it R =t
L1 -1 1 -1 0 -2 0 -2 01 0 1
1 1 1 1 1 1 0 0
0101 =1]0101 Zatem baza V jest {[1,1,0,0],[0,1,0,1],[0,0,1,1]}, skad
L0011 0011
dimV = 3.
Znajdujemy baze podprzestrzeni W:
1 -1 -1 -1 L 1 -1 -1 -1 1 -1 0 0 1 -1
2 2 0 o021 -1 0 o|YE"|1 -1 1 1| g o -
L3 -1 1 1 3 —1 1 1 L3 -1 1 1 0 2
1 -1 0 1 -1 0 07, 1 -1 0 0 1 0 0 0
Il 9 1 [ ™= g 2 0 o ™E" o 100 wliwz[o 100
o 0 -1 -1 0O 0 -1 -1 | 0 0 1 1 0 0 1 1
Zatem baza W jest {[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1, 1]}, skad dim W = 3.
[

Ponadto V + W = L([1,1,0,0],[0,1,0,1],
[

L([1,1,0,0],]0,1,0,1],[0,0,1, 1],
L(]1,0,0,0],0,1,0,0],[0,0,1,0],
oraz dim(V + W) = 4.

Ze wzoru dim(V + W) = dimV + dim W — dim(V N W) wyliczamy dim(VNW) =343 —4 = 2, czyli
dim(VAW) = 2. Ponadto [0,0,1,1] € VAW, [1,1,0,0] = [1,0,0,0]+[0,1,0,0] € Wi [1,1,0,0] € V, wiec
[1,1,0,0],[0,0,1,1] € VN W. Ale wektory [1,1,0,0], [0,0,1,1] sa liniowo niezalezne i dim(V N W) = 2,
wiec baza V N W jest {[1,1,0,0],[0,0,1,1]}.

[
[

1,0,0,0],
0,0,0,1]) = R%, wiec baza V+W jest {[1,0,0,0], [0, 1,0,0], [0,0,1,0], [0,0,0, 1]}

b

,0,1,1],[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,1]) =
1,0,0]) = L([1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,1,0,1],[0,0,1,1]) =



