Wzory Cramera w zadaniach

Zadanie 1. Stosujac wzory Cramera rozwiaz nad cialem Q uklad réwnan:

2¢7 + 3z + 1llxs 4+ bdxry = 2
r1 + Tro + S5r3 + 2x4 = 1
2I1 + To + 31‘3 + 2I4 = -3 '
r, 4+ x2 + 3x3 + 4xy = -3
Rozwiazanie. Obliczamy wyznacznik gléwny W naszego uktadu:
2 3 11 5 2 1 11 5
W 1 1 5 2 k2—k1 1 0 5 2 witws
21 3 2 2 -1 3 2
11 3 4 1 0 3 4
4 14
1 8 5 ; R D B -6 -1
5 1 3 9 = (=132 (=11 5 2 = 1 5 2 _(1)2“-1-‘ 9 2‘_
10 3 4 1 3 4 0 -2 2
—(—12 = 2) = 14. Zatem W = 14 # 0 i z twierdzenia Cramera uklad nasz posiada doktadnie jedno
rozwiazanie.
2 11 11
Wy = = =(-D***.2.] 1 1 5 1 1 =2-6-
-3 1 3 2 -3 1 3 2 31 3| -3 1
-3 1 3 4 0 0 0 2
45+11—(—33+10+9)] = 2-[-28+ 14] = —28. Zatem ze wzoréw Cramera z; = T1 = 528 = -2, czyli
.”[,'1:—2.
2 2 11 5 2 2 11 5 2 2 11 9
|1 1 5 2| wi—ws 1 15 2| kitom 1 1 5 4| 441
W2=15 3 3 9 -3 3 2| = -3 3 6 (= ()
1 -3 3 4 -1 0 0 2 -1 0 0 0
2 11 9 2 13 13
ko+k1, ka+2k, . . .
1 5 4 = 1 6 6 | =0, bo ostatni wyznacznik ma dwie identyczne kolumny.
-3 3 6 -3 0 0
Zatem ze wzoréw Cramera
xgz%:%:(),czylixgz().
2 3 2 5 2 1 2 5 2 1 2 5 1 1
1 1 1 2 ko—k1 1 0 1 2 w3 +w1 1 0 1 2 wo —4wy, wz—wy
Wa=ly 1 32| = |2 -1 =3 2| — 40—17:(71)1”'1'?_;1 -
11 -3 4 1 0 -3 4 1 0 -3 4 a
1 1 2
-0 =5 -1 :—(—1)1+1'1~’ - 1 ':—(—10—4):14. Zatem ze wzoréw Cramera:
-4 2
0 -4 2
mz%z%zl,czylixg:l.
Podstawiajac wyliczone wartosci 1 = —2, o = 0, 3 = 1 do réwnania drugiego uzyskamy, ze

—24+04+5+2x4 =1, skad x4 = —1.
Odp. Uktad posiada dokladnie jedno rozwiazanie: z1 = —2, xo =0, x3 =1, 24 = —1.



Zadanie 2. Stosujac wzory Cramera rozwiaz nad cialem Q uklad réwnan:

2r1 +  Dbxo 4+ 4dx3 4+ x4 20
T + SIQ + 2I3 + Ty = 11
21[,’1 + 10.%2 + 91’3 + 71’4 = 40 '
3r7, + 8x9 + 923 + 2x4 = 37
Rozwiazanie. Obliczamy wyznacznik gtéwny W naszego ukladu:
2 5 4 1 2 1 01 2 1 0 0 9 1 0
W— 1 3 2 1 ko —2k1, ks —2k1 1 1 0 1 ka—k2 1 1 0 0 (1)1 1 1 0| =
2 10 9 7 2 6 b 7 2 6 5 1 3 9 3
3 8 9 2 3 2 3 2 3 2 3 0
(=1) - (=1)3+3.3. i 1 =(=3)-(2—1) = —3. Zatem W = —3 # 0 i z twierdzenia Cramera uktad
nasz ma dokladnie jedno rozwiazanie.
20 5 4 1 0 5 4 1 0 5 4 1
11 3 2 1| ky—ak, | =1 3 2 1| wytsw. | -1 3 2 1
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10 9 7|™="{10 9 7|"="| 25 —19 0 |=(-1)1+3. 1-‘ _f; _12 ‘ = —250 +
23 19 7 13 10 0 13 10 0
247 = —3. Zatem ze wzoréw Cramera: 1 = % = :—g =1, czyliz; = 1.
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(D)1 —12 -5 5 | MER | _17 o5 5 | = —(—1)*2 .1 ’ _1; g ‘ — 51445 = —6.
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Zatem ze wzoréw Cramera: r9 = % = :—g =2, czyli 5 = 2.
2 5 20 1 2 5 0 1 2 5 0 1
1 3 11 1| kg—tks |1 3 —1 1| wydbw, |1 3 -1 1 .
Ws=1o 0w 7] = |20 o7 — |21 o7 (=152 (1) -
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Podstawiajac wyliczone wartoéci 1 = 1, 92 = x3 = 2 do pierwszego réwnania uzyskamy, ze

2410+ 8 + x4 = 20, skad x4 = 0.
Odp. Uktad posiada dokladnie jedno rozwiazanie: x1 = 1, o = x3 = 2, x4 = 0.
Zadanie 3. Stosujac wzory Cramera rozwiaza¢ nad cialem C uklad réwnan:
(4-3i)z 5(1+414)
(2—1)z —(1+14) °

Rozwiazanie. Obliczamy wyznacznik gléwny W naszego uktadu:

w=| T = (30 (<230 = (2-1) - (240) = 8- 1204649 (<1) — 22— (~1)

=5 =2, coyli w3 = 2.

wzoréw Cramera: x3 =

+

24w
(2 +3i)w




—17—6i—5 = —22—6i. Zatem W = —22—6i¢ # 0 i z twierdzenia Cramera uktad nasz posiada dokladnie

jedno rozwiazanie.

) 91
W, = 51+5Z. ) +3Z. = (5+5i)- (=2 —3) — (2414) - (=1 —4) = —10 — 15i — 10i — 15 (1) +
-1-7 —-2-3i
24 2i+i+4 (—1) = 6 — 22i. Zatem ze wzoréw Cramera: z = VV[‘/; = _62*22_2& = i'(_72222_766ii) =1, czyli z = 1.
4—-3i 545
Wo=|", ! 1+ =430 (—1 =) — (54+5) - (2—i) = —4—4i+3i+3-(—1) — 10+ 5i —
-1 —1—1
10 +5 - (—1) = —22 — 6i. Zatem ze wzoréw Cramera: w = % = :33:22 =1, czyli w = 1.

Odp. Uklad posiada doktadnie jedno rozwiazanie: z =i, w = 1.
Zadanie 4. W zaleznosci od wartosci parametru a € R rozwiaz nad ciatlem R uklad réwna:

r + ay + z =
2c + y 4+ z = a
r + Yy + az = a®

Rozwiazanie. Obliczamy najpierw wyznacznik gtéwny W naszego uktadu:
1 a 1|1 a
W=|21 1|2 1 =a+a+2-(1+1+2a?) =2a—2a>=2a(l —a). Zatem W =0 & [a =
1 1 a1 1
0luba =1].
Mozliwe sa zatem tylko nastepujace przypadki:
1. a #0ia # 1. Wtedy W # 0, wiec z twierdzenia Cramera uklad osiada dokladnie jedno rozwiazanie.

1 a 1 1 a
We=| a 1 1 a 1 =a+a*+a—a?>-1-a=—(a?—-2a+1) = —(1—a)? Zatem ze wzoréw
a> 1 a| a® 1
Cramera: © = %= = ;(5(11:@3? =l
1 1 1)1 1
Wy=12 a 1|2 a=d+1+2d>—-a—a*>—2a=2d>—-3a+1=(a—1)(2a—1). Zatem ze
1 a2 a| 1 @
wzoréw Cramera: y = % = (a;al()l(iaa;l) = 1;?‘1.

Podstawiajac wyliczone wartosci x i y do rownania drugiego otrzymamy, ze 2‘;52 + 153‘1 +z = a, skad
z=a+ i
2. a=0. Wtedy W =0 oraz W, = —1 # 0, wiec z twierdzenia Cramera uklad jest sprzeczny.
3. a = 1. Wtedy uktad nasz jest réwnowazny ukladowi
{z—i— x+y:1r2§~1{z+x+y:1r1;r2{z y  atem
z + 2x + y =1 T = 0 x 0
w tym przypadku uklad ma nieskoiiczenie wiele rozwigzan: x = 0, y-dowolna liczba rzeczywista, z = 1—y.
Odp. Dla a = 0 uktad jest sprzeczny. Dla a # 0 i a # 1 uklad posiada dokladnie jedno rozwiazanie:
r = 9 Loy= 1;5“, z=a+ i Natomiast dla ¢ = 1 uklad ma nieskoniczenie wiele rozwiazan danych
wzorami: = 0, y-dowolna liczba rzeczywista, z =1 — y.




