10.

procesy stochastyczne
I rok matematyki II-go stopnia
lista 1

Rozwazmy rzut dwiema kostkami do gry. Niech X przyjmuje wartosci rowne sumie wyrzuconych
oczek. Rozwazmy nastepujace zdarzenia

a) A - na pierwszej kostce wypadty 3 oczka;

)
b) B- na pierwszej kostce wypadly co najmniej 3 oczka.
)

¢) C - suma wyrzuconych oczek wynosi 7;

d) D - suma wyrzuconych oczek wynosi co najmniej 7.
Oblicz E(X|A), E(X|B), E(X|C) oraz E(X|D).
Pokaza¢, ze E(X|Q) = E(X).

Niech
1 weAd

Ly(w) = { 0 weA
pokazaé, ze E(14|B) = P(A|B).

Niech X ~ FExp(2). Wyznaczy¢ E(X|X > 2).
Niech X ~ U[0,3]. Wyznaczy¢ E(X|X > 2).

Rozwazmy schemat Bernoullie’go z prawdopodobienistwem sukcesu rownym p. Jaka jest oczeki-
wana liczba sukcesow w pierwszym do$wiadczeniu, jesli wiadomo, ze w serii n do$wiadczen zaszto
k sukcesow?

Niech X bedzie ilo$cig wyrzuconych ortow w dwoch rzutach moneta. Oblicz warunkowa wartosé
oczekiwana zmiennej losowej X pod warunkiem o—ciata H = o({(R, R)}).

Niech n bedzie dyskretng zmienna losowa. Pokazaé, ze
E(E(&]n)) = E(8).

Niech (@, F, P) = ([0; 1], B([0;1]), mz), £ i n zmienne losowe zadane nastepujaco

1 xE[O,%[
E(x)=4¢ 2 x€ %,5[
3 ze |5 1]

Opisz o(&). Wyznacz E(n| = z) i E(n|f).

Pokaza¢, ze
P(A|B) weB
E(1allp)(w) = { P(A|(Q\B) w¢B



11. Niech © = [0, 1] i prawdopodobiefistwo na ) zadaje miara Lebesgue’a. Znajdz warunkowa
warto$¢ oczekiwana E(f|F), gdzie f: 2 — R oraz

e F=0([0,1],QN[0,1]) i

o F=o([0,3[[31]) 1 f(2) =z,
e 7o ([0A]. [51]) i flo) = o
12. Niech ©Q = [0, 1] i prawdopodobieristwo na ) zadaje miara Lebesgue’a. Wyznacz E(&|n), jesli
) =22 @) =1—Po—1|

13. Niech wektor (X,Y) ma rozklad jednostajny na trojkacie o wierzchotkach (0,0), (1,0), (0,1).
Wyznacz gestos¢ warunkowa fxy(z|y) a nastepnie wyznacz E(X|Y).

14. Zmienna losowa (X,Y’) ma gestos¢ g(x,y) = %exp (—2(y + 1)) Lizs0,y>0y- Wyznaczy¢ E(Y]X)
oraz E(Y?|X).

15. Niech (Q, F, P) = ([0;1], B([0;1]),mr), £ i n zmienne losowe zadane nastepujaco

Opisz 0(&). Wyznacz E(n| = x) i E(n|f).

16. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie. Pokaz, ze
E(X|X +Y) =42
17. Uogoélni¢ wynik poprzedniego zadania na przypadek n-zmiennych losowych.
18. Rozpatrzmy = [0, 1], o-ciato zbior6w borelowskich i P miare Lebesgue’a na [0, 1]. Opisz o(Y)
i znajdz E[X|Y], jesli
(a) X(z) = cos§x, Y(x) = sinu,
(b) X(z) =e*, Y(x) = cos® 7w,

2 zelo,l]
(c) X(x) =e*,Y(2)=1¢ 3 we€]5q]
T $€[%,1}

19. Niech 2 = [0,1], ¥ bedzie o-cialem zbioréw mierzalnych €2, zag P bedzie miara Lebesgue’a na
0,1]. Wyznaczy¢ E(f|H), gdzie f(x) = x i H jest o-cialem generowanym przez

(a) {[0,5), [3, 1]}
(b) {[0,al, [b,1]}, gdzie a,b € R;

Rozwazy¢ w punkcie (19b) rézne warianty odpowiedzi.
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