
¢wiczenia z rachunku prawdopodobie«stwa
matematyka, III rok

lista 1

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y ) ma rozkªad prawdopodobie«stwa okre±lony nast¦puj¡co: P (X = 1, Y =
1) = a, P (X = 1, Y = 2) = 0, 3, P (X = 3, Y = 1) = 0, 4, P (X = 3, Y = 2) = 0, 1. Wyznaczy¢ staª¡ a. Zapisa¢ ten
rozkªad w tabeli. Obliczy¢ warto±¢ dystrybuanty w punktach: (0, 0), (1, 1), (2, 2).

2. Funkcja F (x, y) jest okre±lona nast¦puj¡co:

a) F (x, y) =

{
0 dla x < 0 i y < 0
1 w.p.p

b) F (x, y) =

{
0 dla x < 0 lub y < 0
1 w.p.p

c) F (x, y) =

{
1 dla x+ y ≥ 0
0 w.p.p

Zbada¢ czy tak okre±lona funkcja mo»e by¢ traktowana jako dystrybuanta pewnej zmiennej losowej (X,Y ).

3. Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y ) dana jest wzorem

F (x, y) =

{
0 dla x < 2 lub y < 2

(1− 1
x )(1− 1

y ) w.p.p.

Wyznaczy¢ dystrybuanty brzegowe i oblicz prawdopodobie«stwa P (X > 2), P (1 < X ≤ 3, 1 < Y ≤ 3).

4. Na przestrzeni probabilistycznej (Ω, 2Ω, P ), gdzie Ω = {0, 1, . . . , 9}, P ({ω}) = 0, 1∀ω ∈ Ω, okre±lone s¡ zmienne
losowe X(ω) - reszta z dzielenia ω przez 2, Y (ω) - reszta z dzielenia ω przez 3. Znale¹¢ rozkªad wektora losowego
(X,Y ). Ile wynosi P (X = Y )?

5. Rzucamy trzy razy monet¡. Niech zmienna losowa X przyjmuje warto±ci równe ilo±ci wyrzuconych orªów, natomi-
ast zmienna losowa Y przyjmuje warto±¢ 0, je±li w pierwszym rzucie wypadª orzeª lub warto±¢ 1, je±li w pierwszym
rzucie wypadªa reszka. Wyznaczy¢ rozkªad zmienne losowej (X,Y ).

6. Zmienna losowa dwuwymiarowa (X,Y ) ma rozkªad jednostajny wewn¡trz prostok¡ta ograniczonego odci¦tymi
x = a, x = b i rz¦dnymi y = c, y = d (b > a, d > c). Znale¹¢ g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa i dystrybuant¦ tej
zmiennej losowej.

7. Funkcja

f(x, y) =

{
e−y dla 0 ≤ x <∞, x ≤ y <∞
0 w.p.p

okre±la g¦sto±¢ zmiennej losowej (X,Y ). Obliczy¢ dystrybuant¦ tej zmiennej.

8. Wyznaczy¢ dystrybuant¦ F (x, y) dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y ), je±li dana
jest jej g¦sto±¢

f(x, y) =

{
1 dla 0 ≤ x < 1, x ≤ y ≤ 2− x
0 w.p.p

9. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y ) ma g¦sto±¢

f(x, y) =

{
cx(x− y) dla 0 < x < 2,−x < y < x

0 w.p.p

a) obliczy¢ staª¡ c;

b) obliczy¢ P ((X,Y ) ∈ A), gdzie A = {(x, y) : 0 < x < 2, 0 < y < x};
c) znale¹¢ rozkªady brzegowe.

10. Dana jest funkcja

f(x, y) =

{
1
8 (x2 − y2)e−x dla |y| ≤ x

0 w.p.p

Zbada¢ czy tak okre±lona funkcja jest g¦sto±ci¡ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y ).



11. Niech

f(x, y) =

{
c(x2 + y2) dla (x, y) ∈ K

0 w.p.p

gdzie K = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, x− 1 ≤ y ≤ 1− x}

a) wyznaczy¢ staª¡ c tak, aby funkcja f(x, y) byªa g¦sto±ci¡ pewnej zmiennej losowej (X,Y );

b) obliczy¢ P (X2 + Y 2 ≤ 0, 5).

12. Niech (X,Y, Z) b¦dzie trzywymiarow¡ zmienn¡ losow¡ o g¦sto±ci f(x, y, z) = cg(x, y, z). Wyznaczy¢ staª¡ c, je»eli:

a) g(x, y, z) = 1 dla 0 ≤ x ≤ 1, −2 ≤ y ≤ 3, 4 ≤ z ≤ 5 i g(x, y, z) = 0 w pozostaªej cz¦±ci R3;

b) g(x, y, z) = 1 dla x2 + y2 + z2 ≤ 1 i g(x, y, z) = 0 w pozostaªej cz¦±ci R3;

c) g(x, y, z) = xl−1ym−1zn−1 dla x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 i g(x, y, z) = 0 w pozostaªej cz¦±ci R3 gdzie l ≥ 1,m ≥
1, n ≥ 1.

13. Zmienna losowa (X,Y ) ma g¦sto±¢

f(x, y) =
a

π2(16 + x2)(25 + y2)
,

a) wyznaczy¢ parametr a;

b) znale¹¢ dystrybuant¦ F (x, y);

c) znale¹¢ rozkªady brzegowe.

14. Wyznaczy¢ g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa trzywymiarowej zmiennej losowej (X,Y, Z)
maj¡c dan¡ dystrybbuant¦

F (x, y, z) = (1− e−ax)(1− e−by)(1− e−cz)

dla x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

15. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tra�enia punktu o wspóªrz¦dnych (X,Y ) w obszar okre±lony nierówno±ciami 1 ≤
x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 2 , je»eli wspóªrz¦dne punktu (X,Y ) maj¡ nast¦puj¡c¡ dystrybuant¦

F (x, y) =

{
1− a−x2 − a−y2 + a−x

2−2y2 dla x ≥ 0 y ≥ 0,
0 w.p.p

16. Wspóªrz¦dne punktu losowego (X,Y) maj¡ rozkªad jednostajny wewn¡trz prostok¡ta ograniczonego odci¦tymi 0 i
a oraz rz¦dnymi 0 i b. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tra�enia punktu losowego w koªo o promieniu R, je»eli a > b,
a ±rodek koªa pokrywa si¦ z pocz¡tkiem ukªadu wspóªrz¦dnych.

17. G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa ukªadu zmiennych losowych (X,Y ) dana jest wzorem

f(x, y) =

{
c(R−

√
x2 + y2) dla x2 + y2 ≤ R2

0 w.p.p

Wyznaczy¢ staª¡ c oraz prawdopodobie«stwo tra�enia w koªo o promieniu a < R ze ±rodkiem w pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych.

18. Zmienna losowa dwuwymiarowa (X,Y ) ma rozkªad dany g¦sto±ci¡

f(x, y) =

{ 4
3x2y2 dla x ≥ 1, 1

x ≤ y ≤ x
2

0 w.p.p

Znale¹¢ dystrybuant¦ tej zmiennej losowej.

19. Niech λ > 0 oraz niech

f(x, y, z) =

{
αe−λ(x+y+z) dla x ≥ 0, y ≥, z ≥ 0

0 w.p.p

Dla jakiej warto±ci parametru α funkcja f(x, y, z) jest g¦sto±ci¡ wektora losowego? Wyznaczy¢ dystrybuant¦ tej
zmiennej losowej.


