
procesy stochastyczne

I rok matematyki II-go stopnia

lista 2

De�nicja 1. Niech p > 0. Mówimy, »e proces (Xt)t∈T jest rz¦du p wtedy i tylko wtedy, gdy

∀t∈T E(|Xt|p) <∞.

Uwaga 1. Proces stochastyczny rz¦du 2 nazywamy procesem Hilberta.

De�nicja 2. Warto±ci¡ oczekiwan¡ (funkcj¡ warto±ci oczekiwanej) procesu stochastycznego (Xt)t∈T
rz¦du pierwszego nazywamy funkcj¦ mX tak¡, »e

T 3 t 7→ mX(t) = E(Xt).

De�nicja 3. Wariancj¡ (funkcj¡ wariancji) procesu stochastycznego Hilberta (Xt)t∈T nazywamy funkcj¦
σ2
X tak¡, »e

T 3 t 7→ σ2
X(t) = E(Xt).

De�nicja 4. Kowariancj¡ (funkcj¡ kowariancji) procesu stochastycznego Hilberta (Xt)t∈T nazywamy
odwzorowanie

KX : T × T → R

takie, »e
∀t,s∈T KX(t, s) = cov(Xt, Xs) ≡ E((Xt − E(Xt))(Xs − E(Xs))).

De�nicja 5. Kowariancj¡ unormowan¡ (funkcj¡ kowariancji unormowanej) procesu stochastycznego
Hilberta (Xt)t∈T nazywamy odwzorowanie

KX : T × T → R

takie, »e
∀t,s∈T KX(t, s) = ρ(Xt, Xs).

De�nicja 6. Korelacj¡ (funkcj¡ korelacji) procesu stochastycznego Hilberta (Xt)t∈T nazywamy odw-
zorowanie

K̃X : T × T → R

takie, »e
∀t,s∈T K̃X(t, s) = E(XtXs).

Uwaga 2. Kowariancja, kowariancja unormowana oraz korelacja nazywane s¡ te» odpowiednio au-
tokowariancj¡, autokowariancj¡ unormowan¡ oraz autokorelacj¡.

Zadania do rozwi¡zania

1. Dany jest proces (Ut)t≥0, gdzie Ut = At2 − 2Bt i (A,B) jest wektorem losowym o rozkªadzie:

P ({A = ±1;B = ±1}) = 0, 25. Narysowa¢ dwie przykªadowe trajektorie i obliczy¢ charak-

terystyki liczbowe procesu.

2. Dany jest proces (Ut)t≥0, gdzie Ut = t2 − Y t. Dla ustalonego t znale¹¢ rozkªad ut, je±li Y ma

rozkªad jednostajny na odcinku [0, 1]. Obliczy¢ charakterystyki liczbowe procesu.



3. Niech Y ∼ U [0, 1]. Dany jest proces (Ut)t≥0, gdzie Ut = Y cos(at), a ∈ R. Obliczy¢ E(Ut) oraz
pozostaªe charakterystyki liczbowe tego procesu.

4. Dany jest proces stochastyczny (Xt)t>0, gdzie Xt = tU+V oraz U i V s¡ niezale»nymi zmiennymi

losowymi o rozkªadzie wykªadniczym z jednakowym parametrem λ. Obliczy¢ charakterystyki

liczbowe procesu (Xt)t>0.

5. Dla procesu z poprzedniego zadania wyznaczy¢ rozkªady jednowymiarowe.

6. Zmienna losowa X ma rozkªad normalny N(m,σ), b ∈ R. Poda¢ g¦sto±ci jednowymiarowe i

policzy¢ funkcj¦ kowariancji procesu (Ut)t≥0, gdzie Ut = Xt+ b.

7. Dany jest proces (Zt)t≥0, gdzie Zt = t2 + Xt + Y . Obliczy¢ charakterystyki liczbowe procesu

(Zt)t>0, je±li X i Y s¡ nieskorelowanymi zmiennymi losowymi.

8. Dany jest proces (Ut)t≥0, gdzie Ut = t3−Y t, gdzie Y ∼ U [1, 2]. Obliczy¢ charakterystyki liczbowe

tego procesu.

9. Obliczy¢ parametry procesu (Xt)t∈R, gdzie Xt = At2, gdzie A jest zmienn¡ losow¡ skokow¡ o

funkcji prawdopodobie«stwa P ({A = ±1}) = 0, 5.

10. Obliczy¢ parametry procesu (Xt)t∈R, gdzie Xt = At+ B, gdzie A i B s¡ zmiennymi losowymi o

parametrach: E(A) = 0, E(B) = 1, D2(A) = 1, D2(B) = 2, cov(A,B) = −1.

11. Obliczy¢ parametry procesu (Xt)t∈R, gdzie Xt = At2 + Bet, gdzie A i B to nieskorelowane

zmienne losowe o parametrach: E(A) = 2, E(B) = −3, D2(A) = 1, D2(B) = 3.

12. Wyznaczy¢ parametry procesu (Xt)t∈R, gdzie Xt = At + B, gdzie A i B to zmienne losowe o

parametrach: E(A) = 0, E(B) = 0 i macierzy kowariancji K =

[
1 0, 4
0, 4 1, 5

]
.

13. Wyznaczy¢ parametry procesu (Xt)t∈R, gdzieXt = At+1. Jak wygl¡daj¡ realizacje tego procesu?

Które z poni»szych funkcji x1(t) = 0, 3t+1, x2(t) = −0, 3t+1, x3(t) = 2t+1 s¡ realizacjami tego

procesu?

14. Wyznaczy¢ parametry procesu (Xt)t∈R, gdzie Xt = At − 3, gdzie A ∼ N(3, 1). Jak wygl¡daj¡

realizacje tego procesu?

15. Wyznaczy¢ parametry procesu (Xt)t∈R, gdzie Xt = cos(t+B), gdzie B ∼ U(−π, π).

16. Wyznaczy¢ parametry procesu (Xt)t∈R, gdzie Xt = A sin(t + B), gdzie A i B to niezale»ne

zmienne losowe takie, »e A ∼ U(−0, 5; 0, 5) , B ∼ U(−π, π).

17. Proces (Xt)t∈R ma tylko 3 realizacje: x1(t) = t, x2(t) = t + 1, x3(t) = t + 2. Realizacje te s¡

przyjmowane odpowiednio z prawdopodobie«stwami 1
2
, 1
3
, 1
6
. Wyznaczy¢ parametry tego procesu.


