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1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y ) ma rozkªad prawdopodobie«stwa okre±lony nast¦puj¡co:
P (X = 1, Y = 1) = 0, 2, P (X = 1, Y = 2) = 0, 3, P (X = 3, Y = 1) = 0, 4, P (X = 3, Y = 2) = 0, 1.

• Zapisa¢ ten rozkªad w tabeli,

• zbada¢ czy zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne,

• wyznaczy¢ dystrybuant¦ i warto±¢ przeci¦tn¡ zmiennej losowej X,

• obliczy¢ warto±¢ dystrybuanty dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y ) w punkcie (2, 2).

2. W 10-cio elementowej partii pewnego towaru s¡ 2 sztuki wadliwe. Wylosowano bez zwrotu 2 sztuki. Niech zmienna
losowa X przyjmuje warto±ci równe liczbie sztuk wadliwych w±ród 2 wylosowanych sztuk, za± Y przyjmuje warto±¢
1, je±li pierwsza wylosowana sztuka jest wadliwa, oraz 0, je±li nie jest wadliwa.

• Wyznaczy¢ rozkªad dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y ),

• zbada¢ czy zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne,

• obliczy¢ wspóªczynnik korelacji zmiennych X i Y .

3. Rzucamy kolejno 5 razy monet¡. Oznaczmy przez X liczb¦ wyrzuconych orªów, przez Y liczb¦ serii orªów, a przez
Z dªugo±¢ najdªu»szej serii.

• Wyznaczy¢ rozkªady dwuwymiarowych zmiennych losowych (X,Y ) , (X,Z) oraz (Y,Z),

• wyznaczy¢ rozkªady brzegowe poszczególnych zmiennych losowych,

• obliczy¢ P (X = 3, Z ≤ 2),

• wyznaczy¢ rozkªad trzywymiarowej zmiennej losowej (X,Y, Z).

4. Zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad jednostajny odpowiednio na przedziaªach (0, a) i (0, 12π).
Znale¹¢ P (X < b cosY ), gdzie 0 < b < a.

5. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e równanie x2 − 2Bx+C = 0 ma dwa ró»ne pierwiastki rzeczywiste, je±li B i C
s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie Exp(λ)?

6. Momenty przybycia autobusów A i B s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi X,Y o rozkªadzie wykªadniczym z
parametrami α i µ

a) znale¹¢ rozkªad momentu przybycia pierwszego autobusu;

b) obliczy¢ prawdopodobie«stwo, »e autobus A przyjedzie pierwszy.

7. Dana jest funkcja

f(x, y) = ce−
1
2 (x

2+2xy+5y2)

• wyznaczy¢ staª¡ c tak, aby dana funkcja byª¡ g¦sto±ci¡ zmiennej losowej (X,Y ),

• wyznaczy¢ rozkªady brzegowe,

• czy zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne?

8. Dana jest g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa ukªadu zmiennych losowych (X,Y )

f(x, y) =

{
1
2 sin(x+ y) dla 0 < x < π

2 , 0 < y < π
2

0 w.p.p.,

• wyznaczy¢ dystrybuant¦ ukªadu,

• wyznaczy¢ rozkªady brzegowe,

• zbada¢ czy zmienne losowe s¡ niezale»ne.

9. Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y )ma rozkªad jednostajny naK, gdzieK = {(x, y) ∈ R2 : |x|+|y| ≤ a}.
Czy zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne?



10. Trójwymiarowa zmienna losowa (X,Y, Z) ma rozkªad równomierny w obszarze V = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 4 i 0 ≤
z ≤ 1}. Wyznaczy¢ g¦sto±¢ rozkªadu brzegowego zmiennej losowej Z oraz obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ E(Z), czy
zmienne losowe X, Y oraz Z s¡ niezale»ne?

11. Zmienna losowa (X,Y ) ma rozkªad okre±lony g¦sto±ci¡:

f(x, y) =

{ 4
xy3 dla a < x < y <∞
0 w.p.p

• sprawdzi¢ dla jakiego a podana funkcja jest g¦sto±ci¡,

• znale¹¢ dystybuant¦,

• znale¹¢ g¦sto±ci rozkªadów brzegowych,

• sprawdzi¢ czy zmienne X i Y s¡ niezale»ne,

• policzy¢ warto±ci przeci¦tne rozkªadów brzegowych.

12. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y ) ma g¦sto±¢ dan¡ wzorem

f(x, y) =

{
A dla (x, y) ∈ V
0 w.p.p

gdzie V jest obszarem ograniczonym póªokr¦giem o promieniu 1, poªo»onym nad osi¡ Ox. Obliczy¢ E(XY )

13. Dwie niezale»ne zmienne losowe X i Y maj¡ rozkªady normalne N(m,σ) z takimi samymi parametrami. Znale¹¢
wspóªczynnik korelacji zmiennych losowych U = aX + bY i V = aX − bY.

14. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y ) ma g¦sto±¢ dan¡ wzorem

f(x, y) =

{
12
11 (2x

2 + xy) dla (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
0 w.p.p

Obliczy¢ wspóªczynnik korelacji.

15. Niech S b¦dzie trójk¡tem ograniczonym prostymi y = −x, y = x oraz y = 1. Dwuwymiarowa zmienna losowa
(X,Y ) ma g¦sto±¢ dan¡ wzorem

f(x, y) =

{
1 dla (x, y) ∈ S
0 w.p.p

• obliczy¢ kowariancj¦ Cov(X,Y ),

• obliczy¢ wspóªczynnik korelacji zmiennych losowych X,Y

• czy zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne?

16. Niech X1, X2, . . . , Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi i maj¡ rozkªad

• jednostajny na przedziale [α, β]

• równomierny dwupunktowy WXi
= {1, 2}

Niech U = min(X1, X2, . . . , Xn), natomiast V = max(X1, X2, . . . , Xn). Wyznaczy¢ rozkªad dwuwymiarowej
zmiennej losowej (U, V ).

17. Niech F (x, y) b¦dzie dystrybuant¡ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y ), aG(x, y) b¦dzie dystrybuant¡ dwuwymi-
arowej zmiennej losowej (U, V ), gdzie U = max(X,Y ) oraz V = min(X,Y ). Wyrazi¢ G(x, y) przez F (x, y)


