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1. Niech ci¡g zmiennych losowych (Xn)n∈N opisuje ilo±¢ orªów wyrzuconych w n pierwszych rzutach

monet¡. Zbadaj, czy ci¡g (Xn)n∈N jest (FXn )-martyngaªem.

2. Niech dany b¦dzie ci¡g niezale»nych zmiennych losowych (Xn)n∈N caªkowalnych z kwadratem o

parametrach E(Xn) = 0 oraz D2(Xn) = σ2. Pokaza¢, »e ci¡g (Yn)n∈N, gdzie

Yn :=
( n∑
i=1

Xi

)2
− nσ2,

jest (FXn )-martyngaªem.

3. Gramy w nast¦puj¡c¡ gr¦: rzucamy monet¡ i je±li wypadnie orzeª wygrywamy 1 zª, a je±li rzeszka,

to przegrywamy 1 zª. Wygrana w n-tej grze opisywana jest zmienn¡ losow¡ Xn, a ª¡czna wygrana

po n grach , to

Yn :=
n∑
i=1

Xi.

Zbadaj, czy ci¡g (Yn)n∈N jest (FXn )-martyngaªem.

4. Rozwa»y¢ poprzednie zadanie przy wygranej równej a zª i przegranej w wysoko±ci b zª.

5. Zdajemy proces Poissona nast¦puj¡co:

• X0 = 0;

• X1 ∼ Poiss(λ1);

• X2 −X1 ∼ Poiss(λ2) oraz X2 −X1 jest niezale»ne od X1;

• . . .
• Xk −Xk−1 ∼ Poiss(λk) oraz Xk −Xk−1 jest niezale»ne od wcze±niejszych przyrostów.

Zbadaj, czy ci¡g (Xn)n∈N jest (FXn )-martyngaªem.

6. Niech (ξn)n∈N b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie P (ξn±
1) = 0, 5. Niech

Xn :=
n∑
i=1

ξi

oraz

Yn := (−1)n cos(πXn).

Zbadaj, czy ci¡g (Yn)n∈N jest (F ξn)-martyngaªem.

7. Niech (Xn)n∈N b¦dzie (Fn)-martyngaªem. Udowodnij, »e wtedy (X2
n)n∈N jest (Fn)-podmartyngaªem.

8. Niech (Xn)n∈N b¦dzie (Fn)-martyngaªem. Udowodni¢, »e zmienne losowe Dn : +Xn − Xn−1 s¡

parami nieskorelowane.



9. Niech (Yn)n≥1 b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych o tej wªasno±ci, »e

E(Yn+1|FYn ) = aYn + bYn−1, dla n ∈ N,

gdzie a, b ∈ (0, 1) oraz a+ b = 1. Rozwa»my ci¡g (Xn)n≥1 okre±ªony wzorem

Xn := αYn+1 + Yn, dla n ∈ N ∩ {0}.

Znale¹¢ warto±ci parametru α ∈ R, dla których ci¡g (Xn)n≥1 jest (FYn )-martyngaªem.


