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lista 5

De�nicja 1. Niech (Xn)n∈N b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych, ξ zmienn¡ losow¡ o warto±ciach

naturalnych. Sum¡ losow¡ ci¡gu zmiennych losowych (Xn)n∈N wzgl¦dem zmiennej losowej ξ nazywamy

zmienn¡ losow¡ Sξ postaci

Sξ(ω) =

ξ(ω)∑
n=1

Xn(ω).

1. Niech (Xn)n∈N b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych, za± τ momentem stopu wzgl¦-
dem �ltracji (FXn )n∈N. Udowodni¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n zmienne losowe Xn oraz
I{τ≥n} s¡ niezale»ne.

2. (To»samo±¢ Walda) Niech (Xn)n∈N b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkªadzie, przy czym E(|X1|) < ∞. Niech τ b¦dzie momentem stopu wzgl¦dem
�ltracji (FXn )n∈N, gdzie E(τ) <∞. Pokaza¢, »e

E(Sτ ) = E(τ) · E(X1).

3. Rzucamy kostk¡ tak dªugo, a» otrzymamy wszystkie oczka. Znale¹¢ warto±¢ ±redni¡ sumy wyrzu-
conych oczek.

4. Niech (Xn)n≥1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie równomiernym
na zbiorze {−1, 1}. Pokaza¢, »e dla τ = inf{n : Sn = 1} mamy, »e E(τ) =∞.

5. Niech (ξn)n∈N jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji (Fn)n∈N, a τ momentem stopu wzgl¦dem
�ltracji (Fn)n∈N. Pokaza¢, »e ci¡g zatrzymany (ξτ∧n) te» jest martyngaªem.

6. (Optional Stopping Theorem) Niech (ξn)n∈N b¦dzie martyngaªem, a τ momentem stopu
wzgl¦dem �ltracji (Fn)n∈N oraz niech speªnione b¦d¡ nast¦puj¡ce warunki

1) P (τ <∞) = 1,

2) ξτ jest caªkowaln¡ zmienn¡ losow¡,

3) limn→∞E(ξnIτ>n) = 0.

Pokaza¢, »e wówczas
E(ξτ ) = E(ξ1).


