
¢wiczenia z rachunku prawdopodobie«stwa
matematyka, III rok

lista 4

1. Policzy¢ funkcje charakterystyczne rozkªadów:

a) rozkªadu Bernoulliego;

b) rozkªadu Poissona;

c) rozkªadu dwupunktowego ( 1 > p > 0, P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p);
d) rozkªadu geometrycznego;

e) zmiennej lososwej, która przyjmuje warto±ci równe ilo±ci wyrzuconych oczek kostk¡ do gry;

f) rozkªadu jednostajnego na odcinku (−1, 1);
g) rozkªadu trójk¡tnego równoramiennego na odcinku [−1, 1];
h) rozkªadu wykªadniczego;

j) rozkªadu Laplace'a;

k) rozkªadu Cauchy'ego;

l) rozkªadu N(0, 1);

m) rozkªadu N(m,σ).

2. Sprawdzi¢, »e funkcja charakterystyczna ϕ rozkªadu zmiennej losowej posiada wªasno±ci:

a) |ϕ(t)| ≤ ϕ(0) = 1;

b) dla dowolnej liczby naturalnej n, dowolnych liczb zespolonych z1, . . . , zn oraz dowolnych t1, . . . , tn, speªniona
jest nierówno±¢

n∑
k,l=1

ϕ(tk − tl)zkzl ≥ 0

c) ϕ(−t) = ϕ(t)

3. Czy funkcja

a) f(t) = exp(−|t|i);
b) φ(t) = 1

1+i|t|

mo»e by¢ funkcj¡ charakterystyczn¡ pewnego rozkªadu?

4. Wiedz¡c, »e funkcja φ jest funkcj¡ charakterystyczn¡ udowodni¢, »e funkcja sprz¦»ona jest równie» funkcj¡ charak-
terystyczn¡.

5. Maj¡c dan¡ funkcj¦ charakterystyczn¡ znale¹¢ rozkªad zmiennej losowej:

a) φ(t) = 1
4 (exp(−it) + exp(it))2;

b) φ(t) = 1
4 (1 + exp(it))2;

c) φ(t) = cos(t);

d) φ(t) =
∑∞

k=0 ak cos(kt), ak > 0,
∑∞

k=0 ak = 1;

e) φ(t) = 1
2−eit .

6. Maj¡c dan¡ funkcj¦ charakterystyczn¡ znale¹¢ rozkªad zmiennej losowej:

a) φ(t) = e−a|t|, a > 0;

b) φ(t) = 1+it
1+t2 ;

c) φ(t) = 1−it
1+t2 ;

d) φ(t) = e−
1
2 t

2

;

e) φ(t) = 1
1+t2 .



7. Obliczy¢ momenty zmiennej losowej X z ostatniego przykªadu zadania 8.

8. Korzystaj¡c z funkcji charakterystycznej policzy¢:

a) warto±¢ oczekiwan¡ dla rozkªadu Poissona;

b) k-ty moment zmiennej losowej o rozkªadzie wykªadniczym z parametrem λ;

c) k-ty moment zmiennej losowej o rozkladzie Poissona.

9. Danych jest n niezale»nych zmiennych losowych o jednakowych rozkªadach równomiernych na odcinku (−1, 1).
Obliczy¢ funkcj¦ charakterystyczn¡ zmiennej losowej b¦d¡cej sum¡ danych zmiennych.

10. Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X ma posta¢ φ(t) = e−|t|. Czy istnieje E(X)?

11. Niech X1, . . . , Xn b¦d¡ zmiennymi losowymi niezale»nymi o rozkªadzie Poissona z parametrami odpowiednio
λ1, . . . , λn. Korzystaj¡c z wªasno±ci funkcji charakterystycznych pokaza¢, »e zmienna losowa Y = X1 + · · · +Xn

ma rozkªad Poissona.

12. Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadach normalnych standaryzowanych. Znale¹¢ rozkªad
zmiennej losowej Z = X − Y .


