
procesy stochastyczne

I rok matematyki II-go stopnia

lista 6

1. Niech (Un) b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o tym samym rozkªadzie,

P (Un = 1) = P (Un = −1) = 1

2

Czy Xn = Un · Un+1 jest ªa«cuchem Markowa?

2. Niech (Un) b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o tym samym rozkªadzie,

P (Un = 1) = P (Un = −1) = 1

2

Czy Yn = Un+Un+1

2
jest ªa«cuchem Markowa?

3. W chwili 1 umieszczono cz¡stk¦ �zyczn¡ w punkcie 5 osi liczbowej. Co jednostk¦ czasu cz¡stka
przesuwa si¦ o jedno±¢ na prawo z prawdopodobie«stwem p lub na lewo z prawdopodobie«swtem
q = 1 − p, z tym »e gdy si¦ znajdzie w punkcie 1, to w nast¦pnej chwili nie mo»e przesun¡¢
si¦ na lewo (w punkcie 1 jest ±cianka) i z prawdopodobie«stwem q pozostaje w tym samym
punkcie. Wyznaczy¢ macierz przej±cia ªa«cucha Markowa zwi¡zanego z opisanym wieloetapowym
do±wiadczeniem.

4. W chwili 1 umieszczono cz¡stke �zyczn¡ w punkcie 2 osi liczbowej. Co jednostk¦ czasu cz¡stka
przesuwa si¦ o jedno±¢ na prawo z prawdopodobie«stwem p lub na lewo z prawdopodobie«swtem
q = 1 − p, z tym »e gdy si¦ znajdzie w punkcie 1, to w nast¦pnej chwili nie mo»e przesun¡¢ si¦
na lewo (w punkcie 1 jest ±cianka) i z prawdopodobie«stwem q pozostaje w tym samym punkcie,
natomiast gdy gdy znajdzie si¦ w punkcie 5 zostaje tam na zawsze. Wyznaczy¢ macierz przej±cia
ªa«cucha Markowa zwi¡zanego z opisanym wieloetapowym do±wiadczeniem

5. Rozpatrzmy cz¡stk¦ �zyczn¡, która co jednostk¦ czasu mo»e zmienia¢ swoje poªo»enie na prostej
zgodnie z nast¦puj¡c¡ miacierz¡ przej±¢ia:

P =

 q p 0
q 0 p
0 q p

 0 < p < 1, q = 1− p

Przyjmijmy ponadto, »e w chwili 1 cz¡stka jest umieszczana w jednym z punktów 1, 2, 3 zgodnie
z pewnym rozkªadem pocz¡tkowym p1(1), p2(1), p3(1). Obliczy¢

a) prawdopodobie«stwo tego, »e stan ukªadu b¦dzie przez trzy pierwsze etapy pozostawaª ten
sam;

b) prawdopodobie«stwo tego, »e stan ukªadu w chwili 3 b¦dzie taki sam jak w chwili 1;

c) prawdopodobie«stwo tego, »e w chwili 3 ukªad znajdzie si¦ w stanie 1.

6. Seminarium probabilistyczne jest organizowane przez matematyków z Torunia, Warszawy i
Wrocªawia. Na zako«czenie ka»dego spotkania losuje si¦ z równymi prawdopodobie«stwami
miejsce nast¦pnego spo±ród dwóch pozostaªych o±rodków. Poda¢ macierz przej±cia odpowied-
niego ªa«cucha Markowa, obliczy¢ prawdopodobie«stwa znalezienia si¦ w poszczególnych stanach
w chwili n i ich granice przy n→∞.



7. Wykaza¢, »e je»eli P jest macierz¡ stochastyczn¡, to P n te» jest macierz¡ stochastyczn¡.

8. �a«cuch Markowa o dwu stanach S = {0, 1}, ma macierz przej±cia

P =

(
p00 p01
p10 p11

)
. Pokaza¢, »e je±li p00 6= 1 lub p11 6= 1, to

P (n) =
1

2− p00 − p11

(
1− p11 1− p00
1− p11 1− p00

)
+

(p00 + p11 − 1)n

2− p00 − p11

(
1− p00 −(1− p00)
−(1− p11) 1− p11

)
.

9. Niech Xn b¦dzie bª¡dzeniem przypadkowym na prostej, X0 = 0. Znale¹¢ macierz przej±cia dla
Yn = |Xn|.

10. Mamy trzy urny U1, U2, U3 z kulami. W urnie Ui jest ki kul biaªych i li kul czarnych (i = 1, 2, 3).
w etapie pierwszym wybieramy kul¦ z urny U1. Je»eli wybierzemy kul¦ biaª¡, to w etapie
drugim wybieramy kul¦ z urny U2, a je»eli czarn¡ to z urny U3. W ka»dym kolejnym r-tym
etapie wybieramy kul¦ z urny U2, gdy w poprzednim (r− 1)-szym etapie wybrali±my kul¦ biaª¡,
i z urny U3, gdy wybrali±my kul¦ czarn¡. Wyznaczy¢ rozkªad X3, gdzie Xn zmienna losowa
przyjmuj¡ca warto±ci równe numerowi urny, z której losujemy n-tym etapie.

11. Niech S = {1, 2, 3, 4}. Przeprowadzi¢ klasy�kacj¦ stanów ªa«cucha Markowa o macierzy przej±cia
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12. Udowodni¢, »e ªa«cuch Markowa jest nieprzywiedlny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór stanów S

nie ma wªa±ciwych podzbiorów zamkni¦tych.


