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lista 7

1. Z odcinka [0, 1] wybieramy losowo punkt M . Zmienna losowa X przyjmuje warto±ci równe dªugo±ci odcinka 0M .
Obliczy¢ warunkow¡ warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej X wiedz¡c, »e

a) M ∈ (0, 13 )

b) M /∈ ( 1
3 ,

1
2 )

2. Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ liczby rzutów monet¡ a» do otrzymania n orªów pod rz¡d.

3. Z urny zawieraj¡cej bardz¡ du»¡ ilo±¢ biaªych i czarnych kul zmieszanych w równych ilo±ciach wyci¡gamy kolejno
10 kul. Kule wyci¡gni¦te do pierwszego pojawienia si¦ kuli czarnej zwracamy do urny; pierwsz¡ wyci¡gni¦t¡ kul¦
czarn¡ i wszystkie nast¦pne wkªadamy do drugiej pocz¡tkowo pustej urny. Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ ilo±ci
biaªych i czarnych kul w drugiej urnie.

4. Niech X b¦dzie liczb¡ orªów otrzymanych przy dwukrotnym rzucie monet¡, A - zdarzeniem polegaj¡cym na
wypadni¦ciu orªa w pierwszym rzucie. Obliczy¢ E(X|F) gdzie F = σ(A).

5. �¡czny rozkªad zmiennych losowych dany jest tabelk¡

X = 1 X = 3

Y = 0 0, 2 0, 3
Y = 2 0, 4

Uzupeªni¢ tabelk¦, znale¹¢ E(X|σ(Y )).

6. Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ liczby prób w schemacie Bernoulliego przeprowadzanych a» do monetu uzyskania
kolejno:

a) sukcesu i pora»ki;

b) dwóch sukcesów i pora»ki.

7. Rzucamy 10 razy symetryczn¡ monet¡. Niech X oznacza ª¡czn¡ liczb¦ orªów, za± Y liczb¦ orªów w pierwszych
czterech rzutach. Znale¹¢ E(X|Y ).

8. Znale¹¢ rozkªad warunkowy X pod warunkiem X + Y = t, je±li X i Y s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o
tym samym rozkªadzie

a) wykªadniczym z parametrem λ;

b) Poissona z parametrem λ;

c) N (0, σ).

9. Niech (X,Y ) ma rozkªad o g¦sto±ci

f(x, y) = 8xy1{x>0,y>0,x2+y2<1}(x, y).

Znale¹¢ E(Y |X = 1
2 ).

10. Dana jst g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa ukªadu zmiennych losowych nieujemnych

f(x, y) = kxyexp(−(x2 + y2)) (x ≥ 0, y ≥ 0).

Wyznaczy¢ k, f(x|y), f(y|x).

11. Dana jest g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa ukªadu dwóch zmiennych losowych

f(x, y) = kexp(−4x2 − 6xy − 9y2)

Wyznaczy¢ staª¡ k oraz g¦sto±ci warunkowe f(x|y), f(y|x).



12. Wspóªrz¦dne prostok¡tne X,Y, Z punktu losowego w przestrzeni maj¡ rozkªad normalny

f(x, y, z) =
1

(2π)
3
2 abc

exp[−1

2
(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
)]

Wyznaczy¢

a) g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa wspóªrz¦dnych sferycznych tego punktu (R,Θ,Φ), je±li x = r cos θ cosϕ, y =
r cos θ sinϕ, z = sin θ

b) g¦sto±ci warunkowe prawdopodobie«stwa f(r|θ, ϕ) oraz f(ϕ|r, θ)

13. Ukªad zmiennych losowych (X,Y ) ma rozkªad jednostajny wewn¡trz kwadratu o boku a. Przek¡tne kwadratu
pokrywaj¡ si¦ z osiami wspóªrz¦dnych. Wyznaczy¢:

a) g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa ukªadu (X,Y );

b) g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa ka»dej ze wspóªrz¦dnych prostok¡tnych;

c) g¦sto±ci warunkowe prawdopodobie«stwa;

14. Ukªad zmiennych losowych (X,Y, Z) ma jednostajny rozkªad prawdopodobie«stwa wewn¡trz kuli o promieniu
R. Wyznaczy¢ dla punktów le»¡cych wewn¡trz kuli g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa wspóªrz¦dnej prostok¡tnej Z i
warunkow¡ g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa f(x, y|z).

15. Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi i niech Z = X − Y . Znale¹¢ P (|Z| < 1| X = 1), FZ|Y (0|1)
je±li X i Y maj¡ ten sam rozkªad jednostajny na przedziale (0, 2).

16. Wektor losowy (X,Y, Z) ma rozkªad o g¦sto±ci

f(x, y, z) =
1

12
xy2z3exp[−(x+ y + z)] (x > 0, y > 0, z > 0)

Obliczy¢ E(Z|X = z, Y = y).


