
procesy stochastyczne

I rok matematyki II-go stopnia

lista 7

Uwaga: O ile nie jest powiedziane inaczej rozwa»amy standardowy proces Wienera.

1. Niech X ∼ N(0, σ). Pokaza¢, »e

a) E(X2k+1) = 0 dla dowolnego k ∈ N ∪ {0},
b) E(X2k) = σ2(2k − 1)E(X2k−2) dla dowolnego k ∈ N,
c) E(X2k) = (2k − 1)!!σ2k dla dowolnego k ∈ N.

2. Udowodnij, »e dla dowolnej liczby p ≥ 1 proces Wienera jest procesem rz¦du p.

3. Wyznaczy¢ funkcj¦ kowariancji procesu Wienera.

4. Poda¢ przykªad procesu o funkcji kowariancji K(t, s) = min(t, s) nie b¦d¡cego stochastyczn¡
mody�kacj¡ procesu Wienera.

5. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb nieujemnych t i s takich, »e s ≤ t rozkªady zmiennych losowych
Wt −Ws i Wt−s s¡ identyczne.

6. Udowodnij, »e dla dowolnej liczby dodatniej c i dowolnej liczby nieujemnej t rozkªady zmiennych
Wct oraz

√
cWt s¡ identyczne.

7. Udowodnij, »e

a) proces Wienera (Wt)t≥0 jest (FW
t )-martyngaªem,

b) proces Wienera (Wt)t≥0 wzgl¦dem �ltracji (F)t ≥ 0 jest (Ft)-martyngaªem.

8. Dany jest proces Wienera (Wt)t≥0. Udowodnij, »e

a) (W 2
t )t≥0 jest (FW

t )-podmartyngaªem,

b) (W 2
t − t)t≥0 jest (FW

t )-martyngaªem.

9. (symetria). Niech
∀t≥0 Gt := −Wt.

Udowodni¢, »e proces (Gt)t≥0 jest procesem Wienera.

10. (skalowanie). Niech c b¦dzie ustalon¡ liczb¡ dodatni¡ i niech ponadto

∀t≥0 Zt :=
1

c
Wc2t.

Udowodni¢, »e proces (Zt)t≥0 jest procesem Wienera.


