
rachunek prawdopodobieństwa
matematyka magisterska III rok

lista 7 (zmienne losowe)

1. Czy można dobrać stałe a, b tak aby funkcja F (x) = a arctanx + b była dystrybuantą pewnego rozkładu ? Jeśli
tak, to je podać wraz z uzasadnieniem.

2. Wyznaczyć zbiór wszystkich trójek a, b i c, dla których funckja

F (t) =

 at2, t < 0,
bt+ c, 0 ≤ t < 2,
1, t ≥ 2

jest

a) dystrybuantą zmiennej losowej,

b) dystrybuantą zmiennej losowej o rozkładzie dyskretnym,

c) dystrybuantą zmiennej losowej o rozkładzie ciągłym.

3. Funkcja

F (x) =


0, x < −1,
1
4 , −1 ≤ x < 1,
1
2 , 1 ≤ x < 2,
7
8 , 2 ≤ x < 4,
1, x ≥ 4.

jest dystrybuantą pewnej zmiennej losowej X. Wtedy (odpowiedzieć tak lub nie):

a) P (X ≤ 2) > P (X > 2),

b) WX = {−1, 1, 2, 3},
c) P (X = 3) = 7

8 ,

d) P (X2 − 1 = 0) = 1
2 .

4. Dana jest gęstość określona wzorem

f(x) =
{

cosx x ∈ 〈0, π2 〉
0 x /∈ 〈0, π2 〉

.

Nie licząc całki podać ile wynosi prawdopodobieństwo w punkcie π
4 . Odpowiedź uzasadnij.

5. Dana jest funkcja

f(x) =
{
a(l2 − x2)−0,5 |x| < l
0 w p.p

.

Określić parametr a, tak aby funkcja była gęstością, obliczyć dystrybuantę i P ({0 ≤ X < 1}).

6. Czy można dobrać parametr a tak, aby podane funkcje były gęstościami pewnego rozkładu zmiennej losowej?
Odpowiedź uzasadnij. W przypadku odpowiedzi pozytywnej policzyć ich dystrybuanty.

a) f(x) =
{
ax dla x ∈ 〈0, 4〉
0 dla x /∈ 〈0, 4〉 ;

b) f(x) =
{
ax dla x ∈ 〈−1, 4〉
0 dla x /∈ 〈−1, 4〉 ;

c) f(x) =
{
ax2 dla x ∈ 〈0, 3〉
0 dla x /∈ 〈0, 3〉 ;

d) f(x) =
{

3
4x · (2− x) dla x ∈ 〈0, a〉
0 dla x /∈ 〈0, a〉 ;

7. Funkcje fi, i = 1, 2, 3 są gęstościami rozkładów jednostajnych na odcinkach (i− 1, i). Wtedy są gęstościami także
funkcje (odpowiedzieć tak lub nie):

a) f1 + f2 + f3,



b) f2 · f3,
c) |f3 − f1|,
d) 1

2f1 + 1
2f2,

e) max(f1, f2).

8. Zmienna losowa ma rozkład N(0,1). Oblicz prawdopodobieństwo

• P ({X > 0})
• P ({X > 2})
• P ({|X| < 1})
• P ({|X| > 1})
• P ({0 < X < 3})
• P ({−1 < X < 3})

9. Zmienna losowa ma rozkład N(1,2). Oblicz prawdopodobieństwo

• P ({|X| > 3})
• P ({X2 ≤ 3

4 +X})

10. Waga osoby w pewnej grupie osób opisana jest (w kg) rozkładem normalnym N(75,16).

a) Jakie jest prawdopodobieństwo, że losowo wybrana osoba waży więcej niż 83 kg?

b) Jakie jest prawdopodobieństwo, że losowo wybrana osoba waży nie więcej niż 79 kg?

c) Jaka jest frakcja osób mających wagę pomiędzy 71 a 80 kg?

d) Wyznaczyć wartość wagi której nie przekracza 80% badanej grupy.

11. Niech zmienna losowa X posiada rozkład równomierny na odcinku (a, b). Wyznaczyć rozkład zmiennej losowej
Y = AX +B,A,B ∈ R,A 6= 0.

12. X jest zmienną losową o rozkładzie jednostajnym na odcinku [0,1]. Znaleźć dystrybuantę i gęstość następujących
zmiennych losowych

• Y = aX + b gdzie a, b ∈ R ∧ a 6= 0;

• Y = 2X2 − 1;

• Y = − ln(1−X);

• Y = − lnX;

• Y = Xk, k ∈ N ;

13. X ma rozkład wykładniczy ze współczynnikiem λ > 0. Znaleźć gęstość rozkładu:

• Y = Xα, α > 0

• Y = X3;

• Y = 5X − 1;

• Y = 3X + 2;

14. X ma rozkład normalny N(0, 1). Jaki rozkład ma zmienna Y = aX + b gdzie a, b ∈ R, a > 0?

15. Zmienna losowa X ma gęstość f(x). Wyznaczyć gęstość zmiennej losowej Y = φ(X) przy założeniu, że odw-
zorowanie φ jest wzajemnie jednoznaczne i różniczkowalne.

16. Dystrybuanta F zmiennej losowej X jest funkcją ciągłą dla dowolnej liczby rzeczywistej. Czy stąd wynika, że
jej gęstość f jest również funkcją ciągłą ? W przypadku i odpowiedzi pozytywnej przeprowadzić dowód, zaś w
przypadku negatywnej podać kontrprzykład.

17. Niech F będzie dystrybuantą ciągłej zmiennej losowej X. Wyznaczyć rozkład zmiennej losowej Y = F (X), przy
założeniu, że istnieje funkcja odwrotna do y = F (x).



18. Dana jest zmienna losowa X ∈ N(0, 1). Określamy zmienną losową Y = X2. Wyznaczyć gęstość zmiennej losowej
Y .

19. Zmienna losowa ma rozkład równomierny na odcinku (−π2 ,
π
2 ). Wyznaczyć rozkład zmiennej losowej Y = cosX.

20. X jest zmienną losową o rozkładzie jednostajnym na odcinku [0,1]. Znaleźć dystrybuantę i gęstość następujących
zmiennych losowych Y = max{X, 1−X}, Y = min{X, 1−X}.

21. Zmienna losowa X ma rozkład geometryczny z parametrem p. Jaki rozkład ma zmienna losowa Y = (−1)X?

22. X ma rozkład wykładniczy ze współczynnikiem λ > 0. Znaleźć gęstość rozkładu:

• Y = {X}, gdzie {X} = X − [X] oznacza część ułamkową;

• Y (ω) = k2, gdy k ≤ X(ω) < k + 1, k = 0, 1, 2, . . .;

23. Zmienna losowa Y określona jest wzorem Y =
{√

X dla X ≥ 0√
−X dla X < 0

. Wyznaczyć gęstość zmiennej losowej Y jeśli

X ∈ N(0, 1).

24. Mówimy, że zmienna losowa X ma rozkład symetryczny, jeśli zmienna −X posiada ten sam rozkład. Wyrazić
własność symetryczności ciągłej zmiennej losowej za pomocą jej dystrybuanty oraz gęstości.


