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éwiczenia z rachunku prawdopodobienstwa
matematyka, IIT rok
lista 12

. Poda¢ przyklad ciaggu zmiennych losowych okreslonych na tej samej przestrzeni €, zbieznego wedtug rozktadu,

ktory nie jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa.

. Wykaza¢, ze jesli X, Xy, Xo,... sa zmiennymi losowymi, t.ze X, — X, gdzie P(X = ¢) =1, c € R, to

P
X, —c

. Udowodni¢, ze jesli X,, = X, a,b€ R, to aX, +b -5 aX +b.
. Udowodni¢, ze jesli X,, -2 X, Y, 250, to Xn +Y, - X.
. Udowodni¢, ze jesli X,, =2 X, YV, ¢, to X, + Y, - X +c.

. Podaé¢ przykitad zmiennych losowych X, ,Y,, XY tze X, Lo X oraz Y. L, Y, ale nieprawda, ze

X, 4+Y, 5 X+v.

. Udowodnié, ze jesli X,, -2 X, Y, =20, to X,Y, 0.
. Udowodni¢, ze jesli X,, -2 X, Y, 2 a, to X,Y, = aX.

. (owad i mréwki) Owad sktada jaja zgodnie z rozkladem Poissona z parametrem a. W nocy mréwki kradng mu

jaja: szansa, ze dane jajo zostanie ukradzione, wynosi q. Nastepnego dnia historia sie powtarza (liczba zlozonych
jaj ma ten sam rozklad, co poprzedniego dnia i jest niezalezna od przeszlosci), itd. Jaki jest rozklad graniczny
liczby jaj ocalonych przed mréwkami?

Niech X,, L, X, lim a, =a, a-punkt ciaglosci dystrybuanty Fx. Udowodnié¢, ze lim,, Fx, (a,) = F(a).

n—oo
Niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie U|0, 1] oraz Y;, = n-min(Xy,..., X,).

Czy istnieje taka zmienna losowa Y, ze Y, Loy

Udowodni¢, ze jesli {X,, : n € N} jest ciagiem zmiennych losowych, dla ktorego spelniony jest warunek: istnieje
skoniczona wariancja D?(X,,) dla n € N oraz lim D?(X,) = 0 (zwanym warunkiem Markowa), to ciag {X, —
n—oo

E(X,):n € N} jest zbiezny wedlug prawdopodobieristwa (stochastycznie) do zera.
Pokazaé, ze granica wedtug prawdopodobieristwa jest wyznaczona jednoznacznie.
Udowodnié, ze jezeli ciag zmiennych losowych /X, jest zbiezny w L2, to ciag X,, jest zbiezny w L'.

Jesli X, 2% X, to X,, & X.

n
X, ciag jednakowych zmiennych losowych. Zdefiniujmy Y,, = [] X;. Udowodni¢, ze jezeli Y, jest zbiezny z
j=1
prawdopodobienstwem 1 do stalej a, to a =0 lub a = 1.
Dany jest ciag zmiennych losowych przyjmujacych wartosci a > 0 na odcinku < 0, 2% >, 0 na odcinku (2%, 1>z

prawdopodobienstwami rownymi dtugosci odcinkéw. Wykazaé, ze tak okreslony cigg X,, zmiennych losowych jest
zbiezny wedlug prawdopodobienstwa.

Niech {X,, : n € N} bedzie ciagiem zmiennych losowych dla ktérych z prawdopodobienistwem 1 mamy |X,,| < ¢ <
oo. Dowiesé, ze X,, — 0 wedlug prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy lim FE(]|X,|) = 0.

Niech {X,, : n € N} bedzie ciagiem zmiennych losowych takich, ze P({w : X,,(w) = +1}) = 1. Wykazac, ze ciag
ten jest zbiezny z prawdopodobienstwem 1 i wedtug prawdopodobieristwa.

Niech {X,, : n € N} bedzie ciagiem zmiennych losowych takich, ze P({w : X, (w) = —n —4}) =

Xp(w)=n+4} = %H iPw: Xp(w)=-1}H) =1- %H. Wykazac, ze

7#47P({w :

e Wykazaé, ze X,, jest zbiezny wedlug prawdopodobienistwa.
o E(lim, o X,,) # lim, o, F(X,,).



