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Wste֒p

Jednymi z najważniejszych operatorów liniowych pojawiaja֒cych sie֒ w analizie, obok
operatorów różniczkowych i ca lkowych, sa֒ tak zwane operatory kompozycji, lub ogól-
niej ważone operatory kompozycji, czyli odpowiednio operatory postaci

Tf(x) = f(α(x)), f ∈ F (X), (1)

aTf(x) = a(x)f(α(x)), f ∈ F (X), (2)

gdzie F (X) jest przestrzenia֒ funkcji (lub też klas abstrakcji funkcji), α : X → X jest
odwzorowaniem, a a(x) jest funkcja֒ liczbowa֒. Operatory tego typu maja֒ zastosowa-
nie np. w teorii uk ladów dynamicznych, teorii równań funkcjonalno-różniczkowych,
analizie harmonicznej, teorii algebr operatorowych, czy też teorii reprezentacji.
Operatory kompozycji w teorii uk ladów dynamicznych stosowano już na pocza֒tku lat
30-tych ubieg lego wieku [Koo31]. Podej́scie to okaza lo sie֒ bardzo owocne i obecnie roli
operatorów (1) w teorii ergodycznej [Hal60], [Wal82], [FKS87], czy też we wspó lcze-
snej teorii chaosu [LM94] nie sposób przecenić. W kontekście dynamicznym operatory
(1) rozważane sa֒ najcze֒ściej na przestrzeniach Lp, 1 ¬ p < ∞, i wtedy, jeśli tylko
odwzorowanie α zachowuje miare֒, sa֒ one izometriami.
Bardziej ogólne, ważone operatory z lożeń (2) przejawiaja֒ niemal wszystkie zasadni-
cze w lasności operatorów ograniczonych na przestrzeniach Banacha. W szczególno-
ści, w teorii operatorów stanowia֒ one niewyczerpane źród lo przyk ladów oraz kontr-
przyk ladów; wymienić tu można np. konstrukcje֒ Kakutaniego obrazuja֒ca֒ zjawisko
niecia֒g lości promienia spektralnego [Hal82, Problem 104], które w przypadku ope-
ratorów postaci (2) jest ca lkowicie naturalne, a nawet dość typowe [AL94, Podroz-
dzia l 1.6]. Pocza֒wszy od prac J. Von Neumanna sta lo sie֒ również jasne, że ważne
i ciekawe struktury tworza֒ algebry generowane przez operatory postaci (2). W teo-
rii C∗- oraz W ∗-algebr takie algebry pe lnia֒ cze֒sto role֒ obiektów bazowych [Sak71],
[BD75] i reprezentuja֒ sie֒ jako algebry uniwersalne typu iloczyn krzyżowy (ang. cros-
sed product)[O’Don75], [Ped79], [Tom87] lub algebry typu Toeplitza [MS98]. Różnymi
zagadnieniami zwia֒zanymi z analiza֒ spektralna֒ operatorów kompozycji oraz ważo-
nych operatorów kompozycji zajmowa lo sie֒ wielu autorów, m. in. S. K. Parrott, Yu.
I. Karlovich, A.K. Kitover, H. Kamowitz, V. G. H. Kravchenko, K. Petersen, E. A.
Nordgren, A. L. Shields W. C. Ridge, R. K. Singh, A. Kumar, H. Takagi, J. W. Carle-
son, J. H. Shapiro, C. Cowen, R. Aron, M. Lindström, G. Gunatillake, Y. Latushkin,
V. M. Gundlach, A. M. Stepin, A. B. Antonevich oraz A. V. Lebedev. Mimo iż takie
badania obecnie sa֒ daleko posunie֒te, to teoria operatorów postaci (1) i (2) jest nadal
rozwijana i zawiera jeszcze wiele ciekawych nierozwia֒zanych problemów. Co wie֒cej,
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tak jak teoria spektralna operatorów (1) jest już klasyczna֒ cze֒ścia֒ teorii uk ladów dy-
namicznych, tak w świetle ostatnich wyników [ABL05’] staje sie֒ coraz bardziej jasne,
że analiza spektralna operatorów (2) również odgrywa ważna֒ role֒ w ogólnej analizie
takich obiektów zwia֒zanych z uk ladami dynamicznymi, jak np. miary ergodyczne,
entropia, czy zasady wariacyjne.

W niniejszej rozprawie poda֒żać be֒dziemy linia֒ badań zainicjowana֒ w latach 70-
tych ubieg lego wieku przez A. B. Antonevicha i A. V. Lebedeva, bazuja֒ca֒ na teorii
C∗-algebr generowanych przez uk lady dynamiczne [AL94], [Ant96], [ABL05’]. Aby wy-
jaśnić idee֒ tego podej́scia rozważmy algebre֒ A operatorów mnożenia na przestrzeni
F (X) i potraktujmy operator aT jako z lożenie elementu a ∈ A z operatorem kompo-
zycji T . Jeśli odwzorowanie α jest odwracalne i operator kompozycji z odwzorowaniem
α−1 jest na F (X) poprawnie określony, to jest on operatorem odwrotnym do T . Wtedy
dla każdego a ∈ A operator TaT−1 ∈ A jest operatorem mnożenia przez funkcje֒

(TaT−1)(x) = a(α(x)).

Zatem sprze֒żenie operatorem T elementów algebry A przenosi dynamike֒ ze zbioru
X na algebre֒ A, co pozwala na badanie operatorów aT niezależne od przestrzeni na
której dzia laja֒ oraz umożliwia stosowanie zaawansowanego aparatu algebr operatoro-
wych. Punktem wyj́scia monografii [AL94] jest naste֒puja֒ca

Definicja 0.1. (Antonevich, Lebedev, [AL94, 3.1]) Jeśli A jest przemienna֒ algebra֒
Banacha operatorów dzia laja֒cych na przestrzeni Banacha E i T : E → E jest odwra-
calna֒ izometria֒ taka֒, że

TAT−1 = A, (3)

to każdy operator postaci aT , a ∈ A, nazywać be֒dziemy abstrakcyjnym ważonym
operatorem przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A.

W przypadku, gdy E = H jest przestrzenia֒ Hilberta i A jest algebra֒ samosprze֒-
żona֒, czyli C∗-algebra֒, opis widma σ(aT ) abstrakcyjnego ważonego operatora prze-
sunie֒cia aT można otrzymać w naste֒puja֒cy sposób. Po pierwsze, T jest operatorem
unitarnym i równość (3) jest równoważna inkluzjom

TAT ∗ ⊂ A, T ∗AT ⊂ A. (4)

Po drugie, operacja sprze֒żenia operatorem T zadaje na A automorfizm δ : A → A:

δ(a) := TaT ∗, a ∈ A. (5)

Na mocy twierdzenia Gelfanda-Naimarka C∗-algebra A jest izomorficzna z algebra֒
C(X) funkcji cia֒g lych na zwartej przestrzeni Hausdorffa X zwanej przestrzenia֒ ide-
a lów maksymalnych, lub krócej widmem algebry A. Przy utożsamieniu A = C(X)
automorfizm δ przyjmuje postać operatora kompozycji:

δ(a)(x) = a(α(x)), x ∈ X, a ∈ C(X),

gdzie α : X → X jest homeomorfizmem.
Jednym z pierwszych ogólnych rezultatów dotycza֒cych widma operatora aT , a ∈
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A, jest formu la na promień spektralny wykazana niezależnie przez A. V. Lebedeva
[Leb79] i A. K. Kitovera [Kit79], a zaproponowana przez A.V. Antonevicha [Ant75].
Mianowicie, zachodzi wzór

r(aT ) = max
µ∈Erg(X,α)

exp
∫

X
ln |a(x)| dµ, (6)

gdzie Erg(X,α) jest zbiorem wszystkich regularnych, borelowskich, probabilistycz-
nych, niezmienniczych oraz ergodycznych ze wzgle֒du na α miar na X. Formu ly po-
wyższego typu w teorii uk ladów dynamicznych zwane sa֒ zasadami wariacyjnymi i
wyrażaja֒ np. zwia֒zki entropii topologicznej i císnienia topologicznego z entropia֒ me-
tryczna֒ [Wal82].
Kolejnym ważnym krokiem jest zastosowanie pewnych twierdzeń z teorii C∗-algebr
generowanych przez uk lady dynamiczne. Z ich pomoca֒ [AL94, Wn. 13.6], [Ant96, Tw.
8.1] otrzymujemy, że jeśli odwzorowanie α jest topologicznie wolne, czyli gdy dla każ-
dego n ∈ N zbiór Fn = {x ∈ X : αn(x) = x} ma puste wne֒trze, to widmo σ(aT ) jest
niezmiennicze ze wzgle֒du na obroty wokó l zera. Innymi s lowy każda spójna sk ladowa
widma σ(aT ) jest pierścieniem lub ko lem o środku w zerze.
Stosuja֒c naste֒pnie poje֒cie rzutu Riesza można dokonać podzia lu przestrzeni X na
α-niezmiennicze, domknie֒te zbiory tak, aby każdemu zbiorowi ω ⊂ X z podzia lu od-
powiada la spójna sk ladowa R = {z ∈ C : r− ¬ |z| ¬ r+} widma σ(aT ), a promienie
r± dane by ly przez odpowiednie formu ly wariacyjne typu (6) na zbiorze ω:

r− = min
µ∈Erg(ω,α)

exp
∫

ω
ln |a(x)| dµ, r+ = max

µ∈Erg(ω,α)
exp

∫

ω
ln |a(x)| dµ. (7)

W ten sposób, w sytuacji, gdy T jest operatorem unitarnym i spe lnione sa֒ relacje
(4), uzyskujemy pe lny opis widma σ(aT ) za pomoca֒ odwracalnego uk ladu dynamicz-
nego (X,α) – α jest tutaj homeomorfizmem. Ponadto powyższe rezultaty w znacznym
stopniu przenosza֒ sie֒ na przypadek operatorów w przestrzeni Banacha, por. [AL94],
[Ant96].

Motywacja֒ niniejszej rozprawy jest myśl, by

przeprowadzić analize֒ spektralna֒ operatorów spe lniaja֒cych s labsze warunki,
niż te wyste֒puja֒ce w Definicji 0.1, gdyż w obecnej formie wykluczaja֒ one
wiele naturalnych i ciekawych przyk ladów.

Jeden z takich przyk ladów dostarcza klasyczny operator przesunie֒cia.

Przyk lad 0.2. (Jednostronny operator przesunie֒cia) Niech H = ℓ2(N), A ⊂
L(H) be֒dzie algebra֒ operatorów mnożenia przez cia֒gi ograniczone i niech T be֒dzie
jednostronnym operatorem przesunie֒cia:

T (x(1), x(2), x(3)...) = (x(2), x(3), ...).

Wtedy dla a ∈ A operator aT jest klasycznym ważonym operatorem przesunie֒cia,
por. [Hal82]. Nietrudno jest spostrzec, że w tym przypadku spe lnione sa֒ obie inkluzje
(4), jednakże operator aT nie jest abstrakcyjnym ważonym operatorem przesunie֒cia w
sensie Definicji 0.1, gdyż T nie jest operatorem unitarnym, T nie jest nawet izometria֒,
T jest

”
zaledwie” cze֒ściowa֒ izometria֒.
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Ogólnie jeśli, tak jak w powyższym przyk ladzie, T jest cze֒ściowa֒ izometria֒ spe l-
niaja֒ca֒ relacje (4), to odwzorowanie δ : A → A dane wzorem (5) jest cze֒ściowym
automorfizmem algebryA, który indukuje na X cze֒ściowy homeomorfizm α, tj. home-
omorfizm pomie֒dzy domknie֒to-otwartymi podzbiorami przestrzeni X, [Kwa05’, Stw.
1.7]. W tej sytuacji okazuje sie֒, że dokonuja֒c pewnych stosunkowo niewielkich zmian,
zarówno w dowodach jak i w tezie, opis widma σ(aT ) za pomoca֒ cze֒ściowego uk ladu
dynamicznego (X,α) (analogiczny do tego przedstawionego powyżej) jest także moż-
liwy. Znacznie trudniej przedstawia sie֒ sytuacja, gdy odwzorowanie α zadane przez
operacje֒ sprze֒żenia (5) jest nieodwracalne, co ma miejsce, gdy nie zachodza֒ obie
inkluzje (4).

Przyk lad 0.3. (Operator generuja֒cy odwzorowanie z2, [Kwa05’, Prz. 2.12])
Niech H = L2(R). Rozważmy operator unitarny T ∈ L(H) be֒da֒cy unormowanym
operatorem kompozycji z funkcja֒ γ(x) = 2t, t ∈ R, to znaczy

(Tf)(t) =
√
2 f(2t), (T ∗f)(t) =

1√
2
f
(
t

2

)
.

Niech A ⊂ L(H) sk lada sie֒ operatorów mnożenia przez cia֒g le funkcje okresowe o
okresie 1. Mamy wtedy naturalny izomorfizm

A ∼= C(S1),

gdzie S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Dla dowolnego elementu a ∈ A

TaT ∗ - jest operatorem mnożenia przez funkcje֒ a(2t) o okresie 1
2
,

T ∗aT - jest operatorem mnożenia przez funkcje֒ a
(
t

2

)
o okresie 2.

Zatem zachodzi tylko pierwsza z inkluzji (4):

TAT ∗ ⊂ A, T ∗AT * A.

Ponadto utożsamiaja֒c A z C(S1) odwzorowanie δ : A → A dane wzorem (5) przyj-
muje postać

δ(a)(z) = a(α(z)), z ∈ S1,
gdzie α(z) = z2, z ∈ S1, jest odwzorowaniem nieodwracalnym. W szczególności, mimo
iż T jest operatorem unitarnym, to wed lug Definicji 0.1 operator aT , a ∈ A, nie jest
abstrakcyjnym ważonym operatorem przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A.

Z teoretycznego punktu widzenia wyj́sciem z sytuacji przedstawionej w powyższym
przyk ladzie jest przej́scie do wie֒kszej C∗-algebry

B := C∗(
⋃

n∈N

T ∗nAT n) (8)

generowanej przez
⋃
n∈N T

∗nAT n. Wtedy A ⊂ B i można pokazać [LO04, Stw. 4.1],
że B jest przemienna֒ C∗-algebra֒ spe lniaja֒ca֒ obie inkluzje

TBT ∗ ⊂ B, T ∗BT ⊂ B.
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Zatem jeśli T jest operatorem unitarnym spe lniaja֒cym jedynie pierwsza֒ z inkluzji (4),
to operator aT , a ∈ A, jest abstrakcyjnym ważonym operatorem przesunie֒cia w sensie
Definicji 0.1, lecz trzeba rozpatrywać go jako operator z waga֒ w innej algebrze, np. w
algebrze B danej wzorem (8). W szczególności oznacza to, że teoretycznie jesteśmy w
stanie opisać widmo operatora aT w terminach uk ladu dynamicznego (X̃, α̃), gdzie
B ∼= C(X̃) i α̃ jest homeomorfizmem takim, że δ(a) = a ◦ α̃, a ∈ C(X̃). W praktyce
potrzebujemy jeszcze jednak odpowiedzieć na naste֒puja֒ce pytania:

Jak prezentuje sie֒ uk lad dynamiczny (X̃, α̃)? Jaki jest zwia֒zek mie֒dzy
odwracalnym uk ladem dynamicznym (X̃, α̃), a wyj́sciowym uk ladem nie-
odwracalnym (X,α)?

Jak pokażemy w obecnej pracy (podrozdzia l 3.2) dla obiektów rozpatrywanych w
Przyk ladzie 0.3 uk lad (X̃, α̃) można utożsamić z tak zwanym Solenoidem Smale’a,
topologicznie skomplikowanym tworem be֒da֒cym hiperbolicznym atraktorem. W ogól-
nym kontekście cze֒ściowych izometrii na przestrzeni Hilberta autorowi oraz jego pro-
motorowi uda lo sie֒ opisać uk lad rozszerzony (X̃, α̃) za pomoca֒ wyj́sciowego uk ladu
(X,α) w [KL03], [KL08], patrz też [Kwa05’], [Kwa05”], [Kwa07] (wyniki te uogólnimy
w rozdziale 1 obecnej rozprawy). Okaza lo sie֒, że uk lad (X̃, α̃) zawiera jako poduk lad
granice֒ odwrotna֒ lim←−−(X,α), na której α̃ jest homeomorfizmem indukowanym przez

α (por. Definicja 1.24). Pośrednio rezultat ten rzuca pewne świat lo na nature֒ uk ladu
(X̃, α̃), gdyż

1) pocza֒wszy od prac R. F. Williams’a za powszechny uznaje sie֒ pogla֒d, że hi-
perboliczne atraktory posiadaja֒ strukture֒ granic odwrotnych [Wil67], [Wil70],
[Yi01], [BS03], [Dev89] – do najbardziej znanych należa֒ Solenoidy oraz podkowy
Smale’a;

2) granice odwrotne stanowia֒ nieocenione narze֒dzie w teorii continuów s luża֒ce m.
in. do konstrukcji i badania continuuów nierozk ladalnych [Nad92], np. conit-
nuum Brouwera-Janiszewskiego-Knastera, czy pseudo luku Knastera [Hen64];

3) stosunkowo niedawno [AP98] pokazano, że uk lady dynamiczne zwia֒zane z kla-
sycznymi kafelkowaniami (zwanymi też tesselacjami, parkietażami, posadzko-
waniami lub mozaikowaniami) – ang. tilings, takimi jak kafelkowania Penrose’a,
Ammanna, Fibonnaciego, czy Morse’a, sa֒ również uk ladami typu ( lim←−−(X,α), α̃).

Z uwag tych wynika, że przestrzeń X̃ charakteryzuje sie֒ wysoce skomplikowana֒ topo-
logia֒, a co za tym idzie opis widma operatora aT za pomoca֒ uk ladu (X̃, α̃) w praktyce
może być ma lo realny. Tym samym naturalne i ważne staja֒ sie֒ kolejne pytania:

Czy możliwy jest opis widma operatora aT w terminach wyj́sciowego nie-
odwracalnego uk ladu dynamicznego (X,α)? Jeśli, tak to jakie obiekty i
konstrukcje w nim wyste֒puja֒? Jaki jest zwia֒zek takiego opisu z opisem w
terminach odwracalnego uk ladu rozszerzonego (X̃, α̃)?

Mówia֒c zwie֒źle przedstawienie odpowiedzi na powyżej wymienione pytania jest celem
i g lównym rezultatem niniejszej rozprawy.
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Punktem wyj́scia naszych rozważań be֒dzie uogólnienie Definicji 0.1, które w kon-
tekście endomorfizmów C∗-algebr jest ca lkowicie naturalne i na przestrzeni Hilberta
przyjmuje naste֒puja֒ca֒ postać.

Definicja 0.4. Niech H be֒dzie przestrzenia֒ Hilberta, A ⊂ L(H) przemienna֒ algebra֒
Banacha zawieraja֒ca֒ operator identycznościowy, i niech T : H → H be֒dzie cze֒ściowa֒
izometria֒ taka֒, że

TAT ∗ ⊂ A, (9)

T ∗T ∈ A′, (10)

gdzie A′ jest komutantem algebry A ⊂ L(H). Każdy operator postaci aT , a ∈ A,
nazywać be֒dziemy (abstrakcyjnym) ważonym operatorem przesunie֒cia z waga֒ w al-
gebrze A.

Gdy T jest izometria֒ warunek (10) jest spe lniony trywialnie, natomiast w ogól-
ności zapewnia on multiplikatywność odwzorowania δ(·) = T (·)T ∗ na algebrze A.
Przy za lożeniach Definicji 0.4 odwzorowanie δ : A → A dane wzorem (5) jest endo-
morfizmem, a co wie֒cej, można wykazać [Kwa07, Tw. 3.7], że dowolny endomorfizm
C∗-algebry z jednościa֒ reprezentuje sie֒ w takiej postaci. Warto również podkreślić, że
poje֒cie cze֒ściowej izometrii jest tu nieuniknione. Mianowicie, jeśli T jest dowolnym
operatorem takim, że δ(·) = T (·)T ∗ jest endomorfizmem algebry A, 1 ∈ A, to

TT ∗ = δ(1) = δ(12) = (δ(1))2 = (TT ∗)2,

czyli TT ∗ jest rzutem ortogonalnym, ska֒d T jest cze֒ściowa֒ izometria֒ (por. [Hal82,
Problem 98]).

Przypomnijmy, iż Definicja 0.1 obejmuje operatory i algebry na przestrzeniach
Banacha. Zatem aby mówić o jej uogólnieniu, w ścis lym znaczeniu tego s lowa, w roz-
dziale 1, Definicje֒ 0.4 przeniesiemy na grunt przestrzeni Banacha. Skorzystamy tu z
definicji cze֒ściowej izometrii w przestrzeni Banacha, która֒ wprowadzi l M. Mbekhta
[Mbe04]. Wszystkie rozważania prowadzić be֒dziemy przy możliwie ogólnych za loże-
niach i wiele otrzymanych rezultatów dotyczyć be֒dzie operatorów w dowolnych prze-
strzeniach Banacha. Pe lny opis widma otrzymamy jednakże tylko w przypadku ope-
ratorów dzia laja֒cych w przestrzeniach Hilberta oraz w przestrzeniach Lp, 1 ¬ p ¬ ∞,
i w przyk ladach skupimy sie֒ w laśnie na takich operatorach.
Wspomnijmy także, że poza operatorami spe lniaja֒cymi warunki Definicji 0.1 widmo
ważonych operatorów kompozycji zosta lo zbadane g lównie w przypadku operatorów
zwartych [Tak92], [Kam79],[Kam81], [Gun07]. Natomiast typowym dla rozpatrywa-
nych przez nas operatorów zjawiskiem jest koincydencja widma z widmem Fredholma
(widmem istotnym), co oznacza, że operatory te, o ile nie sa֒ quasi-nilpotentne, nie sa֒
operatorami zwartymi.

Struktura oraz krótki opis pracy. Zależność miedzy rozdzia lami obrazuje dia-

gram na Rysunku 1, gdzie strza lka cia֒g la A B oznacza, że rozdzia l B zależy w
istotny sposób od rozdzia lu A. Zatem aby w pe lni zrozumieć treść rozdzia lu B należy

uprzednio zapoznać sie֒ z treścia֒ rozdzia lu A. Strza lka przerywana A B oznacza,
że materia l zawarty w rozdziale B korzysta z materia lu zawartego w rozdziale A, lecz
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1

2 3 4 Uzup. 7

6 5 8

9

Rysunek 1: Diagram pracy.

dla ogólnego zrozumienia treści rozdzia lu B czytanie rozdzia lu A nie jest bezwzgle֒dnie
konieczne. Przyjmujemy tu także, że obie te relacje sa֒ tranzytywne.

W rozdziale 1 omówimy podstawowe w lasności odwzorowań dualnych do endo-
morfizmów przemiennych algebr Banacha. Przywo lamy definicje֒ cze֒ściowej izometrii
na przestrzeni Banacha [Mbe04] i pokażemy, że odpowiedniki warunków (9), (10)
zapewniaja֒, że taki operator generuje endomorfizm algebry Banacha A. Naste֒pnie,
uogólniaja֒c g lówny rezultat z [KL03], [KL08], opiszemy w je֒zyku dualnych uk ladów
dynamicznych algebraiczno-operatorowa֒ procedure֒ rozszerzenia endomorfizmu alge-
bry A do cze֒ściowego automorfizmu algebry Banacha B. Ten czysto-topologiczny opis
be֒dziemy interpretować jako metode֒ rozszerzenia dowolnego (niekoniecznie odwracal-
nego) cze֒ściowego uk ladu dynamicznego (X,α) do uk ladu odwracalnego (X̃, α̃).

W rozdziale 2 otrzymana֒ w rozdziale pierwszym metode֒ rozszerzenia uk ladów
dynamicznych zobrazujemy na najbardziej popularnym przyk ladzie odwzorowań nie-
odwracalnych, jakimi sa֒ odwzorowania logistyczne αλ(x) = 4λx(1 − x), λ ∈ (0, 1].
Mie֒dzy innymi omówimy tu wp lyw na strukture֒ uk ladów rozszerzonych (X̃λ, α̃λ),
λ ∈ (0, 1], takich zjawisk jak bifurkacje, czy chaos i zobaczymy, że przestrzeń X̃λ
zawiera wiele ważnych continuów nierozk ladalnych.

Rozdzia l 3 zawiera szereg kolejnych przyk ladów rozszerzeń klasycznych nieodwra-
calnych uk ladów dynamicznych. Pojawia֒ sie֒ tu solenoidy, podkowy Smale’a, atraktor
Plykina, a także uk lad zwia֒zany z kafelkowaniami Fibonacciego. Ponadto przedsta-
wimy tu ogólna֒ konstrukcje֒ cze֒ściowych izometrii w przestrzeniach Lp, 1 ¬ p ¬ ∞,
generuja֒cych na widmach algebr operatorowych dowolne jednowymiarowe uk lady dy-
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namiczne oraz niektóre uk lady symboliczne. Wszystkie te operatory spe lniaja֒ warunki
pewnej technicznej definicji, obiekty której be֒dziemy nazywać konkretnymi ważonymi
operatorami przesunie֒cia. Widmo takich operatorów zostanie opisane w rozdziale 9.

W rozdziale 4 uogólnimy formu le֒ wariacyjna֒ (6) tak, by wyraża la promień spek-
tralny abstrakcyjnych ważonych operatorów przesunie֒cia rozumianych w naszym, no-
wym, szerszym sensie. Zostana֒ tu omówione poszczególne zasady wariacyjne odpo-
wiadaja֒ce operatorom generuja֒cym uk lady symboliczne, odwzorowania logistyczne,
ekspansywne endomorfizmy okre֒gu, homeomorfizmy okre֒gu oraz przesunie֒cia na to-
rusie. Pojawia֒ sie֒ tu m. in. przyk lady miar ergodycznych na solenoidach, podkowie
Smale’a i B-J-K continuum.

W rozdziale 5 opiszemy zbiór |σ(aT )| sk ladaja֒cy sie z modu lów wartości spektral-
nych operatora aT . Za pomoca֒ rzutów Riesza skonstruujemy bijekcje֒ pomie֒dzy spój-
nymi sk ladowymi zbioru |σ(aT )|, a domknie֒tymi, α-niezmienniczymi podzbiorami X.
Przy tej odpowiedniości końce spójnej sk ladowej [r−, r+] ⊂ |σ(aT )| be֒da֒ dane przez
formu ly wariacyjne typu (7) na przyporza֒dkowanym tej sk ladowej podzbiorze ω ⊂ X.

W rozdziale 6 otrzymamy pe lny opis widma operatora aT dzia laja֒cego w prze-
strzeni Hilberta. W tym celu przedstawimy definicje֒ topologicznej wolności, wprowa-
dzona֒ przez autora w [Kwa05’] i obejmuja֒ca֒ dowolne (niekoniecznie odwracalne) cze֒-
ściowe uk lady dynamiczne (X,α). Przy za lożeniu topologicznej wolności sformu lujemy
tak zwane Twierdzenie o Izomorfizmie [Kwa05’], które determinuje reprezentacje, a
tym samym i strukture֒ C∗-algebry C∗(A, T ) generowanej przez A i T . Twierdzenie
to implikuje m. in. niezmienniczość widma σ(aT ) ze wzgle֒du na obroty wokó l zera i
wyjaśnia zjawisko koincydencji widma σ(aT ) z widmem istotnym σess(aT ). W szcze-
gólności, ko lowa symetria zbioru σ(aT ) oraz otrzymany w rozdziale 5 opis zbioru
|σ(aT )| automatycznie dadza֒ nam pe lny opis widma σ(aT ) (w przypadku, gdy aT
dzia la w przestrzeni Hilberta).

Wyniki i metody zaprezentowane w rozdzia lach 1 - 6 nie wystarcza֒, by w pe lni
opisać widmo ważonych operatorów przesunie֒cia w przestrzeniach Banacha. Dlatego
w rozdzia lach 7, 8 opracujemy nieco inny kierunek badań, który m. in. ujawni zwia֒-
zek mie֒dzy w lasnościami spektralnymi ważonych operatorów kompozycji w przestrze-
niach Lp oraz przestrzeniach Hilberta. Umożliwi to ca lkowity opis widma konkretnych
ważonych operatorów przesunie֒cia w przestrzeniach Lp w rozdziale 9.

W rozdziale 7, pozostaja֒c w kontekście operatów dzia laja֒cych w przestrzeniach
Hilberta, wykażemy ogólne twierdzenia dotycza֒ce odwracalności operatorów należa֒-
cych do C∗-algebry C∗(A, T ). Dzie֒ki opisowi dostatecznej rodziny reprezentacji alge-
bry C∗(A, T ) pokażemy, że odwracalność b ∈ C∗(A, T ) jest równoważna odwracal-
ności pewnych prostszych operatorów dzia laja֒cych w przestrzeniach ℓ2, zwia֒zanych
orbitami rozszerzonego uk ladu dynamicznego (X̃, α̃). W literaturze takie podej́scie do
badania odwracalności nazywane jest dyskretyzacja֒. Poza tym wykażemy tu pewne
uogólnienia twierdzenia Wienera, które dostarcza֒ nam ważnych informacji na temat
postaci operatorów odwrotnych do odwracalnych elementów algebry C∗(A, T ).

W rozdziale 8, korzystaja֒c z twierdzeń rozdzia lu 7, pokażemy, że odwracalność
elementów algebr generowanych przez konkretne ważone operatory przesunie֒cia aTp
na przestrzeniach Lp, 1 ¬ p ¬ ∞, nie zależy od wyboru p ∈ [1,∞]. W szczegól-
ności oznacza to, że analiza spektralna takich operatorów sprowadza sie֒ do analizy
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operatorów na przestrzeni Hilberta L2.
W rozdziale 9, jako wniosek z rezultatów rozdzia lu 6 i 8, otrzymamy pe lny opis

widma konkretnych ważonych operatorów przesunie֒cia dzia laja֒cych w przestrzeniach
Lp, 1 ¬ p ¬ ∞, zwia֒zanych z uk ladami topologicznie wolnymi. Widmo takich ope-
ratorów charakteryzuje sie֒ symetria֒ ko lowa֒, której środek znajduje sie֒ w zerze. Do-
bieraja֒c odpowiednie wagi a do operatora przesunie֒cia T z Przyk ladu 0.3 pokażemy,
że dowolny zwarty podzbiór C o wyżej wspomnianej symetrii jest widem ważonego
operatora przesunie֒cia aT . σ(aT ).

W uzupe lnieniach zebrane sa֒ pewne wyniki (lub ich niewielkie modyfikacje) z prac
[Kwa05’], [KL07’], [KL07”], którymi pos lugujemy sie֒ w rozdzia lach 5, 6, 7. Przedsta-
wiamy tu najważniejsze fakty dotycza֒ce uniwersalnej C∗-algebry C∗(X,α;Y ) be֒da֒cej
uogólnieniem algebry kowariancji C∗(X,α) zbadanej i skonstruowanej w [Kwa05’].

Wszystkie rysunki w przed lożonej pracy, oprócz Rysunku 3.16 (b) sporza֒dzonego
przez żone֒ autora, wykonane zosta ly przez autora. Animowane wersje niektórych z
nich zamieszczone sa֒ na stronie

http://math.uwb.edu.pl/∼zaf/kwasniewski/panopticum.html

Uzyskane wyniki stanowia֒ cze֒ść w lasnego projektu badawczego pt.
”
Algebry opera-

torowe generowane przez uk lady dynamiczne: spektralne, asymptotyczne i entropijne
charakterystyki”, N N201 382634.

Autor chcia lby wyrazić podzie֒kowania profesorowi A. V. Lebedevowi za zainspi-
rowanie tematyka֒, cenne wskazówki, rady i sugestie oraz żonie za cierpliwość i wyro-
zumia lość.

Bia lystok, Kwiecień 2008





Przyje֒te konwencje i oznaczenia

Przyjmujemy standardowe oznaczenia na zbiory liczbowe, przy czym 0 traktujemy
jako liczbe֒ naturalna֒: N = {0, 1, 2, ...}, a zbiory liczb dodatnich oznaczamy za pomoca֒
symbolu

”
+”, i tak np. N+ = N \ {0}, R+ = (0,+∞). Wszystkie przestrzenie oraz

algebry Banacha (z wyja֒tkiem przestrzeni ℓ∞
R
(N) w Przyk ladzie 4.13) rozpatrujemy

nad cia lem liczb zespolonych. Wszystkie rozważane algebry posiadaja֒ jedynke֒, a dla
algebr operatorów jedynka֒ ta֒ jest operator identycznościowy. Mówia֒c o homomor-
fizmach (endomorfizmach, monomorfizmach, automorfizmach itp.) algebr Banacha
mamy zawsze na myśli (odpowiednie) odwzorowania liniowe i multiplikatywne. Nato-
miast przez idea l algebry Banacha be֒dziemy rozumieć domknie֒ty idea l dwustronny.

Poniżej przedstawiamy spis najważniejszych oznaczeń. Symbole sa֒ pogrupowane
w zależności od kontekstu (jeden symbol może wyste֒pować w dwu różnych kontek-
stach). Obok symbolu znajduje sie krótka definicja oraz (ewentualnie) numery stron,
na których dany obiekt zosta l zdefiniowany lub odgrywa kluczowa֒ role֒.

Przestrzenie Banacha

E - przestrzeń Banacha
H - przestrzeń Hilberta
Lpµ(Ω) - przestrzeń (klas abstrakcji) zespolonych funkcji na Ω, µ-ca lkowalnych

w p-tej pote֒dze
L∞µ (Ω) - przestrzeń (klas abstrakcji) zespolonych funkcji na Ω, µ-istotnie

ograniczonych
Lp(Ω) - przestrzeń Lpµ(Ω), gdzie Ω ⊂ Rn, µ jest n-wymiarowa֒ miara֒ Lebesgue’a

ℓp(N) - przestrzeń Lpµ(N), gdzie µ jest miara֒ licza֒ca֒, 6

ℓp(Z) - przestrzeń Lpµ(Z), gdzie µ jest miara֒ licza֒ca֒, 139

ℓp(N) - przestrzeń Lpµ({1, ..., N}), gdzie µ jest miara֒ licza֒ca֒, 129, 142

c0(N) - przestrzeń jednostronnych cia֒gów zbieżnych do zera, 6
c0(Z) - przestrzeń dwustronnych cia֒gów, dwustronnie zbieżnych do zera, 139
span{K} - przestrzeń Banacha rozpie֒ta przez zbiór K, 12
span{K} - przestrzeń liniowa rozpie֒ta przez zbiór K, 50

Operatory na przestrzeniach Banacha

L(E) - przestrzeń ograniczonych operatorów liniowych na E
S, T - wzajemnie sprze֒żone cze֒ściowe izometrie w przestrzeni Banacha, 5
Sp, Tp - wzajemnie sprze֒żone cze֒ściowe izometrie w przestrzeni Lpµ(Ω), 50

SN, TN - standardowe jednostronne operatory przesunie֒cia, 6
SN , TN -

”
ście֒te” operatory przesunie֒cia w przestrzeni N -wymiarowej, 129

xv
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TZ - standardowy, odwracalny operator lewostronnego przesunie֒cia, 139
aT - abstrakcyjny operator przesunie֒cia, 10
aTp - konkretny operator przesunie֒cia w przestrzeni Lpµ(Ω), 48

δ, δ∗ - wzajemnie sprze֒żone cze֒ściowe izometrie na L(E) zadane przez wza-
jemnie sprze֒żone cze֒ściowe izometrie T , S na E, 7

Sλ, Tλ - wzajemnie sprze֒żone cze֒ściowe izometrie zwia֒zane z odwzorowaniem
logistycznym αλ, 26, 27

Spektra operatorów

σ(aT ) - widmo operatora aT
|σ(aT )| - zbiór modu lów wartości spektralnych operatora σ(aT ), 101
σess(aT ) - widmo istotne operatora aT , 119
r(aT ) - promień spektralny operatora aT , 81

Algebry Banacha

A - przemienna algebra Banacha z jedynka֒, 1
B - przemienna algebra Banacha be֒da֒ca rozszerzeniem algebry A, 12
A+ - algebra Banacha generowana przez A i rzut ST , 14
M⊥ - anihilator podzbioru M ⊂ A, 4
M ′ - komutant podzbioru M ⊂ L(E), 7
L(E) - algebra operatorów ograniczonych na przestrzeni Banacha E
C(X) - algebra cia֒g lych funkcji zespolonych na przestrzeni zwartej X, 2
CY (X) - idea l w C(X) sk ladaja֒cy sie֒ z funkcji znikaja֒cych na Y ⊂ X, 22
C(X,D) - algebra cia֒g lych funkcji na X o wartościach w algebrze D, 136
C∗(K,A) - C∗-algebra generowana przez zbiór operatorów K i operator A, 115
C∗(X,α;Y ) - C∗-algebra kowariancji uk ladu (X,α) wzgle֒dem Y ⊂ X, 128, 161
D(N) - algebra operatorów mnożenia przez cia֒gi jednostronne, 140
D(Z) - algebra operatorów mnożenia przez cia֒gi dwustronne, 140
Ahol - algebra funkcji holomorficznych we wne֒trzu ko la D2, 20
Bλ - algebra Banacha zwia֒zana z odwzorowaniem logistycznym αλ, 27
Bα - algebra Banacha zwia֒zana z homeomorfizmem okre֒gu α, 74

Uk lady dynamiczne na algebrach Banacha

δ - (odpowiednio) endomorfizm algebry A, 2; jego przed lużenie do endomorfiz-
mu algebry A+, 14; przed lużenie obu tych endomorfizmów do cze֒ściowego
automorfizmu algebry B, 12

δ∗ - cze֒ściowy automorfizm algebry B, be֒da֒cy uogólniona֒ odwrotnościa֒ δ, 12, 4
I - ja֒dro endomorfizmu δ : A → A, 3, 14
J - idea l algebry A leża֒cy w anihilatorze I wyznaczony przez rzut ST , 14

Cze֒ściowe uk lady dynamiczne

(X,α) - cze֒ściowy uk lad dynamiczny dualny do endomorfizmu δ : A → A, 3
(X+, α+) - cze֒ściowy uk lad dynamiczny dualny do endomorfizmu δ na algebrze

A+, 15

(X̃, α̃) - cze֒ściowy uk lad dynamiczny dualny do cze֒ściowego automorfizmu δ
na algebrze B, 16, 21

Φ - rzut uk ladu rozszerzonego (X̃, α̃) na uk lad (X,α), 21
∆n,∆−n - dziedzina, przeciwdziedzina cze֒ściowego odwzorowania αn, 3
∆±∞,∆∞ - przekroje cia֒gów {∆n}n∈N, {∆−n}n∈N i {∆n}n∈Z, 83
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∆̃n - dziedzina cze֒ściowego homeomorfizmu α̃n, n ∈ Z, 85

∆̃±∞, ∆̃∞ - przekroje cia֒gów {∆̃n}n∈N, {∆̃−n}n∈N i {∆̃n}n∈Z, 85, 129
Inv(X,α) - sympleks unormowanych, α-niezmienniczych miar na X, 83
Erg(X,α) - podzbiór Inv(X,α) sk ladaja֒cy sie֒ z miar α-ergodycznych, 83

(X̃λ, α̃λ) - naturalne rozszerzenie odwzorowania logistycznego αλ, 28

Klasyczne uk lady dynamiczne

αλ - odwzorowaniem logistyczne na odcinku [0, 1] z parametrem λ, 25
αT - odwzorowanie trójka֒tne, 31
Θτ - obrót okre֒gu o ka֒t 2πτ , 74
τ(α) - liczba obrotu homeomorfizmu okre֒gu α, 73
(ΣA, σA) - (topologiczne) jednostronne przesunie֒cie Markowa, 64
(ΣA, σA) - (topologiczne) dwustronne przesunie֒cie Markowa, 64
(ΣN , σN ) - pe lne, jednostronne przesunie֒cie Markowa, 67
(ΣN , σN ) - pe lne, dwustronne przesunie֒cie Markowa, 67

Przestrzenie topologiczne

X,X+, X̃ - widmo (odpowiednio) algebry A, 1; algebry A+, 15; algebry B, 16
lim←−−(X,α) - granica odwrotna zwia֒zana z uk ladem (X,α), 13

XN , X∞ - podprzestrzenie przestrzeni rozszerzonej X̃, 16
hull(M) - domknie֒ty podzbiór X, be֒da֒cy otoczka֒ zbioru M ⊂ A, 74
Y1 ⊔ Y2 - suma prosta przestrzeni topologicznych Y1, Y2, 15

X̃α - widmo algebry Bα zwia֒zanej z homeomorfizmem okre֒gu α, 74
S1 - okra֒g jednostkowy, vi
Td - d-wymiarowy torus, 77
D2 - ko lo jednostkowe, 53
C - zbiór Cantora, 93
S - N -adyczny solenoid, 54
β(N) - uzwarcenie Čecha-Stone’a przestrzeni dyskretnej N, 7

N - jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni dyskretnej N, 70

Obiekty zwia֒zane z konkretnymi operatorami przesunie֒cia z waga֒

ϕ - odwzorowanie mierzalne zadaja֒ce reprezentacje֒ algebry C(X), 48, 50
essϕ(ω) - obraz istotny zbioru ω przy odwzorowaniu ϕ, 48
γ - różnowartościowe odwzorowanie mierzalne zadaja֒ce cze֒ściowe izome-

trie Tp, Sp, 48, 50, 56
dµ◦γ
dµ

- pochodna Radona-Nikodyma miary ω 7→ µ(γ−1(ω)) wzgle֒dem µ, 48

B(X) - σ-algebra borelowskich podzbiorów przestrzeni X, 48

{t} - cze֒ść u lamkowa liczby t (jednoelementowy podzbiór sk ladaja֒cy sie֒ z t
oznaczamy mniejszymi wa֒sami {t}), 31

γλ - różnowartościowe odwzorowanie prostej R, zwia֒zane z odwzorowaniem
logistycznym αλ, 26





Rozdzia l 1

Abstrakcyjne operatory
przesunie֒cia z waga֒ oraz
algebraiczno-operatorowa metoda
rozszerzania uk ladów
dynamicznych

W niniejszym rozdziale przeniesiemy Definicje֒ 0.4 oraz obiekty z nia֒ zwia֒zane na grunt
przestrzeni Banacha. Omówimy pokrótce odwzorowania dualne do endomorfizmów
przemiennych algebr Banacha, które traktować be֒dziemy jako cze֒ściowe odwzorowa-
nia przestrzeni idea lów maksymalnych. Naste֒pnie, w podrozdziale 1.2, pos luguja֒c sie֒
ważnymi z punktu widzenia naszych badań operatorami cze֒ściowej izometrii w prze-
strzeniach Banacha [Mbe04], wyznaczymy warunki potrzebne na to, by operatory te
generowa ly endomorfizmy algebr Banacha. Otrzymane warunki pos luża֒ do zdefinio-
wana abstrakcyjnych ważonych operatorów przesunie֒cia na przestrzeniach Banacha,
Definicja 1.19.
Prezentacja wszystkich faktów ukierunkowana be֒dzie na opis uk ladu rozszerzonego
zawarty w Twierdzeniu 1.28, be֒da֒cy uogólnieniem rezultatów z [KL03], [KL08] na
dowolne algebry Banacha. Wynik ten stanowi  la֒cznik mie֒dzy Definicjami 0.1 oraz
1.19 i w obecnej rozprawie be֒dzie jednym z g lównych narze֒dzi badania ważonych
operatorów przesunie֒cia oraz algebr przez nie generowanych.

1.1 Endomorfizmy algebr Banacha i odwzorowania

cze֒ściowe

W ca lej rozprawie A be֒dzie oznaczać przemienna֒ algebre֒ Banacha z jedynka֒. Przy-
pomnijmy, że przestrzeń X niezerowych liniowo-multiplikatywnych funkcjona lów na
A wraz z ∗-s laba֒ topologia֒ odziedziczona֒ z przestrzeni dualnej A∗ jest zwarta֒ prze-
strzenia֒ Hausdorffa zwana֒ przestrzenia֒ idea lów maksymalnych A, lub krócej (topo-
logicznym) widmem algebry A. Przyjmiemy standardowe oznaczenie na transformate֒

1
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Gelfanda:
A ∋ a→ â ∈ C(X),

â(x) := x(a),

gdzie C(X) jest algebra֒ wszystkich zespolonych funkcji cia֒g lych na X.
Przywo lajmy definicje klas algebr Banacha, które be֒dziemy rozważać w obecnym
rozdziale, por. [Żel].

Definicja 1.1. Przemienna֒ algebre֒ Banacha A be֒dziemy nazywać

1) algebra֒ pó lprosta֒, jeśli jeśli transformata Gelfanda jest odwzorowaniem różno-
wartościowym,

2) algebra֒ regularna֒, jeśli A jest algebra֒ pó lprosta֒ oraz dla każdego punktu x
przestrzeni idea lów maksymalnych X nienależa֒cego do domknie֒tego podzbioru
F ⊂ X istnieje element a ∈ A, taki, że

â(x) 6= 0, â(F ) = 0.

Jeśli δ : A → A jest endomorfizmem algebry Banacha A, to dla każdego x ∈ X
funkcjona l x ◦ δ jest liniowo-multiplikatywny. Zatem operator dualny do δ zadaje na
X odwzorowanie α przyjmuja֒ce wartości w zbiorze X ∪ {0} (funkcjona l x ◦ δ w ogól-
ności może być zerowy). Restrykcja takiego odwzorowania do podzbioru ∆ = α−1(X)
nie wyprowadza już poza zbiór X i może być traktowana jako cze֒ściowe odwzoro-
wanie X. W rzeczywistości mamy naste֒puja֒ca֒, znana֒, charakterystyke֒ rozważanego
odwzorowania.

Stwierdzenie 1.2. Dla każdego endomorfizmu δ : A → A istnieje i jest jednoznacznie
wyznaczone (wraz ze swoja֒ dziedzina֒) odwzorowanie cia֒g le α : ∆ → X zdefiniowane
na domknie֒to-otwartym podzbiorze ∆ ⊂ X, takie, że

δ̂(a)(x) =




â(α(x)), x ∈ ∆
0, x /∈ ∆ , a ∈ A. (1.1)

Ponadto, ∆ = X wtedy i tylko wtedy, gdy δ zachowuje jedynke֒ algebry A.

Dowód. Jednoznaczność odwzorowania α : ∆ → X wynika sta֒d, iż funkcje â,
a ∈ A, rozdzielaja֒ punkty przestrzeni X. Uzasadnienia wymaga cia֒g lość α, gdyż
nie zak ladalísmy cia֒g lości δ. Jeśli jednak A jest algebra֒ pó lprosta֒, to endomorfizm δ
automatycznie jest odwzorowaniem cia֒g lym, [Żel, Wn. 13.4]. W przypadku ogólnym,
widmo algebry ilorazowej A/Rad(A), gdzie Rad(A) := ⋂

x∈X ker x jest radyka lem
algebry A, można w naturalny sposób utożsamić z widmem X algebry A. Wtedy
odwzorowanie dualne do homomorfizmu δ̃ : A → A/Rad(A) danego wzorem

δ̃(a) := a+Rad(A), a ∈ A,

pokrywa sie֒ z odwzorowaniem dualnym do δ. Zatem cia֒g lość homomorfizmu δ̃, [Żel,

Tw. 13.2], implikuje cia֒g lość α. Pozosta la cze֒ść tezy jest jasna, bowiem δ̂(1) jest
funkcja֒ charakterystyczna֒ zbioru ∆, por. [Żel, 19]. �
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Definicja 1.3. Odwzorowanie α : ∆ → X spe lniaja֒ce (1.1) be֒dziemy nazywać cze֒-
ściowym odwzorowaniem X dualnym do endomorfizmu δ. Pare֒ (X,α) nazywać be֒-
dziemy cze֒ściowym uk ladem dynamicznym.

W odniesieniu do odwzorowań cze֒ściowych be֒dziemy używać naste֒puja֒cej notacji.
Dla n ∈ N, ∆n be֒dzie dziedzina֒, a ∆−n przeciwdziedzina֒ cze֒ściowego odwzorowania
αn. Dok ladniej, zbiory ∆n dane sa֒ formu la֒ indukcyjna֒

∆n := α
−1(∆n−1), n > 0, ∆0 = X,

i sa֒ domknie֒to-otwarte. Natomiast zbiory ∆−n := αn(∆n) sa֒ na ogó l jedynie do-
mknie֒te. Dla dowolnych n,m ∈ N mamy

αn : ∆n → ∆−n,

αn(αm(x)) = αn+m(x), x ∈ ∆n+m.
Nietrudno spostrzec, że jeśli α jest cze֒ściowym odwzorowaniem dualnym do pewnego
endomorfizmu δ, to αn jest po prostu odwzorowaniem dualnym do endomorfizmu δn.
Aby dok ladniej naświetlić zwia֒zek mie֒dzy w lasnościami endomorfizmu δ i cze֒ścio-
wego odwzorowania α przypomnijmy, iż otoczka֒ podzbioru M algebry A nazywamy
podzbiór hull(M) widma X dany wzorem

hull(M) = {x ∈ X : M ⊂ kerx} = {x ∈ X : M̂(x) = 0}.

W szczególności zachodzi równość X \∆1 = hull({δ(1)}).

Stwierdzenie 1.4. Niech I be֒dzie ja֒drem endomorfizmu δ : A → A. Wtedy zachodzi
inkluzja ∆−1 ⊂ hull(I), a przy za lożeniu, że A jest algebra֒ regularna֒ zachodzi równość
∆−1 = hull(I) oraz

i) ∆−1 jest zbiorem otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy I posiada jedynke֒,

ii) ∆−1 = X wtedy i tylko wtedy, gdy δ jest monomorfizmem.

Dowód. Jeśli y ∈ ∆−1, to y = α(x) dla pewnego x ∈ ∆1, a sta֒d dla a ∈ I
mamy y(a) = α(x)(a) = x(δ(a)) = 0, co dowodzi inkluzji ∆−1 ⊂ hull(I). Natomiast,
zak ladaja֒c, że A jest algebra֒ regularna֒, dla dowolnego y /∈ ∆−1 istnieje a ∈ A takie,
że

â(y) 6= 0, â(∆−1) = 0.

Powyższe relacje, różnowartościowość transformaty Gelfanda oraz Stwierdzenie 1.2
implikuja֒, że a ∈ I oraz y(a) 6= 0. Sta֒d y /∈ hull(I), co dowodzi inkluzji∆−1 ⊃ hull(I).
i) Jeśli I posiada jedynke֒ e, to ∆−1 = {x ∈ X : ê(x) = 0}, a zatem jest to zbiór
domknie֒to-otwarty, por. [Żel, 19]. Na odwrót, jeśli ∆−1 jest zbiorem domknie֒to-
otwartym, to istnieje idempotent e ∈ A taki, że ê jest funkcja֒ charakterystyczna֒
zbioru ∆−1, [Żel, Tw. 19.2]. Ze wzoru (1.1) oraz różnowartościowości transformaty
Gelfanda wynika, że e jest jedynka֒ w I.
ii) Jeśli ∆−1 = X i a ∈ I, to dla każdego y ∈ X istnieje x ∈ ∆1 taki, że y = α(x), a

sta֒d â(y) = â(α(x)) = δ̂(a)(x) = 0. Zatem a = 0 i ja֒dro δ jest trywialne. Na odwrót
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jeśli δ jest monomorfizmem, to dla każdego y ∈ X wzór y ◦ δ−1 definiuje niezerowy
liniowo-multiplikatywny funkcjona l na δ(A). Sta֒d, że δ(A) ∼= A jest algebra֒ regu-
larna֒ y ◦ δ−1 przed luża sie֒ do pewnego elementu x ∈ X, [Żel, Tw. 2.16, Tw. 15.7].
Oczywíscie mamy y = x ◦ δ = α(x), a zatem x ∈ ∆−1. �

W teorii C∗-algebr cze֒ściowym automorfizmem algebry nazywa sie֒ izomorfizm
pomie֒dzy jej dwoma idea lami [Exel94], [ELQ02]. Do naszych celów wygodniejsza
jednak be֒dzie naste֒puja֒ca

Definicja 1.5. Cze֒ściowym automorfizmem nazywać be֒dziemy endomorfizm algebry
Banacha A, 1 ∈ A, którego ja֒dro oraz obraz sa֒ sk ladnikami prostymi algebry A.

Jeśli δ jest cze֒ściowym automorfizmem A, to algebra A rozk lada sie֒ na dwie sumy
proste idea lów

A = ker δ ⊕ (ker δ)⊥, A = δ(A)⊕ δ(A)⊥

gdzie dla podzbioru M ⊂ A przyjmujemy oznaczenie

M⊥ := {a ∈ A : aM = {0}};
M⊥ jest domknie֒tym dwustronnym idea lem w A zwanym anihilatorem zbioru M .
Oczywíscie δ : (ker δ)⊥ → δ(A) jest izomorfizmem pomie֒dzy dwoma idea lami w A.

Stwierdzenie 1.6. Jeśli δ : A → A jest cze֒ściowym automorfizmem, to istnieje
dok ladnie jeden cze֒ściowy automorfizm δ∗ : A → A be֒da֒cy uogólniona֒ odwrotnościa֒
δ, tj. spe lniaja֒cy relacje

δ = δ δ∗ δ, δ∗ = δ∗ δ δ∗. (1.2)

Ponadto wtedy (ker δ∗)
⊥ = δ(A) = δ(1)A oraz (ker δ)⊥ = δ∗(A) = δ∗(1)A.

Dowód. Nietrudno spostrzec, że wzór

δ∗(a) := δ
−1(a1), dla a = a1 ⊕ a2 ∈ δ(A)⊕ δ(A)⊥, (1.3)

gdzie δ−1 jest odwrotnościa֒ izomorfizmu δ : (ker δ)⊥ → δ(A), zadaje ża֒dany cze֒ściowy
automorfizm δ∗. Na odwrót, niech δ∗ be֒dzie cze֒ściowym automorfizmem spe lniaja֒cym
relacje (1.2). Z relacji δ = δ δ∗ δ wynika, że ker δ∗ ∩ δ(A) = {0}. Oznaczaja֒c przez
Q jedynke֒ w ker δ∗ mamy zatem Q · δ(1) = 0, lub równoważnie δ(1) = (1 − Q)δ(1),
ska֒d δ(A) = δ(1)A ⊂ (1 − Q)A = (ker δ∗)⊥. Z relacji δ∗ = δ∗ δ δ∗ natomiast wynika,
że δ∗(δ(A)) = δ∗(A), czyli (ker δ∗)⊥ ⊂ δ(A), co wraz z poprzednia֒ inkluzja֒ daje
równość (ker δ∗)

⊥ = δ(A). Na mocy symetrii za lożeń otrzymujemy także równość
(ker δ)⊥ = δ∗(A), co wraz z relacjami (1.2) implikuje, że δ∗ jest postaci (1.3). �

Sta֒d, por. [Żel, 19.2], natychmiast otrzymujemy

Stwierdzenie 1.7. Jeśli δ jest cze֒ściowym automorfizmem przemiennej algebry Ba-
nacha A, to cze֒ściowe odwzorowanie α : ∆1 → ∆−1 dualne do δ jest homeomorfizmem
pomie֒dzy dwoma domknie֒to-otwartymi podzbiorami ∆±1 ⊂ X i α−1 : ∆−1 → ∆1 jest
odwzorowaniem dualnym do cze֒ściowego automorfizmu δ∗ spe lniaja֒cego (1.2):

δ̂∗(a)(x) =




â(α−1(x)), x ∈ ∆−1,
0, x /∈ ∆−1,

x ∈ X, a ∈ A.

Definicja 1.8. Homeomorfizm pomie֒dzy domknie֒to-otwartymi zbiorami przestrzeni
X nazywać be֒dziemy cze֒ściowym homeomorfizmem X.
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1.2 Cze֒ściowe izometrie na przestrzeniach Bana-

cha jako operatory generuja֒ce endomorfizmy

algebr Banacha

Przypomnijmy (patrz na przyk lad [Hal82, Problem 98]), iż operator T ∈ L(H) na
przestrzeni Hilberta H nazywamy cze֒ściowa֒ izometria֒, gdy na ortogonalnym dope l-
nieniu swojego ja֒dra jest on izometria֒. Wtedy przestrzeń Hi = (kerT )

⊥ nazywamy
przestrzenia֒ inicjalna֒, a przestrzeń Hf = THi przestrzenia֒ finalna֒ cze֒ściowej izome-
trii T . Ponadto cze֒ściowa izometria posiada naste֒puja֒ce czysto algebraiczne charak-
terystyki pozwalaja֒ce przenieść to poje֒cie na grunt algebr z inwolucja֒. Mianowicie T
jest cze֒ściowa֒ izometria֒ wtedy i tylko wtedy, gdy spe lniony jest jeden z równoważnych
warunków

i) T ∗T jest rzutem ortogonalnym (na przestrzeń inicjalna֒),

ii) TT ∗ jest rzutem ortogonalnym (na przestrzeń finalna֒),

iii) TT ∗T = T ,

iv) T ∗TT ∗ = T ∗.

Co wie֒cej mamy naste֒puja֒ca֒ charakterystyke֒ [Mbe04, 3.1, 3.3], która jest przyczyn-
kiem do wprowadzenia definicji cze֒ściowej izometrii na przestrzeniach Banacha.

Twierdzenie 1.9. Niech H be֒dzie przestrzenia֒ Hilberta i niech T ∈ L(H). Naste֒pu-
ja֒ce warunki sa֒ równoważne

i) T jest cze֒ściowa֒ izometria֒,

ii) T jest kontrakcja֒ oraz istnieje kontrakcja S ∈ L(H) be֒da֒ca uogólniona֒ odwrot-
nościa֒ T , tj. taka, że

TST = T, STS = S.

Ponadto jeśli zachodzi i) oraz ii), to S = T ∗.

W świetle powyższego twierdzenia naturalna jest poniższa

Definicja 1.10 ([Mbe04]). Niech T be֒dzie kontrakcja֒ na przestrzeni Banacha E. Jeśli
istnieje kontrakcja S ∈ L(E) taka, że

TST = T, STS = S, (1.4)

to operator T be֒dziemy nazywać cze֒ściowa֒ izometria֒, a kontrakcje T i S spe lniaja֒ce
(1.4) be֒dziemy nazywać wzajemnie sprze֒żonymi izometriami cze֒ściowymi .

Uwaga 1.11. i) Jeśli E jest przestrzenia֒ Hilberta, to wprowadzone powyżej poje֒-
cia cze֒ściowej izometrii oraz sprze֒żenia pokrywaja֒ sie֒ z klasycznymi terminami.

ii) Cze֒ściowa izometria na przestrzeni Banacha może być sprze֒żona z dwoma róż-
nymi cze֒ściowymi izometriami, patrz Przyk lad 1.13.
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iii) Nie każda izometria na przestrzeni Banacha jest cze֒ściowa֒ izometria֒. Przy czym
istnieja֒ przestrzenie Banacha, nie be֒da֒ce przestrzeniami Hilberta, dla których
każda izometria jest cze֒ściowa֒ izometria֒. Do takich przestrzeni należa֒ na przy-
k lad przestrzenie typu Lp, 1 ¬ p <∞, porównaj [Mbe04].

Interpretacja geometryczna cze֒ściowej izometrii w przestrzeni Banacha jest moż-
liwa i wyjaśnia ona niejednoznaczność sprze֒żenia tychże operatorów. Aby to unaocznić
przytoczymy tu nieco rozszerzona֒ wersje֒ [Mbe04, Stw. 4.2], a naste֒nie zobrazujemy
to twierdzenie na przyk ladzie.

Twierdzenie 1.12. Niech T ∈ L(E). Naste֒puja֒ce warunki sa֒ równoważne

i) T jest cze֒ściowa֒ izometria֒,

ii) a) ja֒dro kerT operatora T posiada dope lnienie M takie, że T na M jest izo-
metria֒,

b) istnieje rzut P ∈ L(E) be֒da֒cy kontrakcja֒ na obraz operatora T .

Jeśli warunki i), ii) sa֒ spe lnione to relacje

STE =M, TS = P

ustalaja֒ wzajemnie jednoznaczna֒ odpowiedniość pomie֒dzy cze֒ściowymi izometriami S
sprze֒żonymi z T oraz parami (M,P ), gdzie M jest dope lnieniem kerT a P jest rzutem
na TE spe lniaja֒cymi ii).

Przyk lad 1.13. Rozpatrzmy klasyczny, jednostronny operator przesunie֒cia TN dzia-
 laja֒cy w przestrzeni E = ℓp(N), p ∈ [1,∞] lub E = c0(N):

TN(x(1), x(2), x(3)...) = (x(2), x(3), ...).

Oczywíscie TN jest cze֒ściowa֒ izometria֒ w sensie Definicji 1.10. Jedynym rzutem na
TNE = E jest operator identycznościowy oraz gdy p < ∞ jedynym dope lnieniem
podprzestrzeni kerTN na którym operator TN jest izometria֒ jest podprzestrzeń

M = {x ∈ E : x(1) = 0}.

Zatem, gdy E = ℓp(N) dla p < ∞ jedyna֒ cze֒ściowa֒ izometria֒ sprze֒żona֒ z TN jest
operator prawostronnego przesunie֒cia

SN(x(1), x(2), ...) = (0, x(1), x(2), ...).

W pozosta lych przypadkach, gdy E = ℓ∞(N) lub E = c0(N), sytuacja sie֒ zmienia i
dope lnienia ja֒dra TN na których TN jest izometria֒ można poindeksować elementami
kuli jednostkowej przestrzeni dualnej E∗:

Mf = {x ∈ l∞(N) : x(1) = f(x(2), x(3), ...)}, f ∈ E∗, ‖f‖ ¬ 1.

Zatem wszystkie cze֒ściowe izometrie sprze֒żone z T : E → E sa֒ postaci

Sfx = (f(x), x(1), x(2), ...), f ∈ E∗, ‖f‖ ¬ 1,
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i jeśli E = c0(N), to jest ich tyle co cia֒gów absolutnie sumowalnych do jedynki,
czyli tyle co unormowanych σ-addytywnych miar na N. Natomiast, jeśli E = ℓ∞(N),
to jest ich tyle co unormowanych miar Radona na uzwarceniu Čecha-Stone’a β(N)
przestrzeni dyskretnej N, czyli tyle co unormowanych miar skończenie addytywnych
na N.

Ustalmy wzajemnie sprze֒żone cze֒ściowe izometrie T , S ∈ L(E) dzia laja֒ce na
przestrzeni Banacha E. W naturalny sposób zadaja֒ one na L(E) dwa kolejne odwzo-
rowania

δ(a) = TaS, (1.5)

δ∗(a) = SaT, (1.6)

gdzie a ∈ L(E). Bezpośredni rachunek daje nam

Stwierdzenie 1.14. Odwzorowania δ, δ∗ : L(E)→ L(E) sa֒ wzajemnie sprze֒żonymi
cze֒ściowymi izometriami na przestrzeni Banacha L(E).

W naste֒puja֒cym stwierdzeniu przedstawione sa֒ warunki zapewniaja֒ce multiplika-
tywność δ na podzbiorach L(E), por. [LO04]. Przez M ′ oznaczamy komutant zbioru
M ⊂ L(E), czyli M ′ := {a ∈ L(E) : ba = ab dla każdego b ∈M}.

Stwierdzenie 1.15. Niech M ⊂ L(E). Naste֒puja֒ce warunki sa֒ równoważne

i) ST ∈M ′,

ii) Ta = δ(a)T oraz aS = Sδ(a) dla każdego a ∈M .

Jeśli E jest przestrzenia֒ Hilberta, a M jest zbiorem samosprze֒żonym, to powyższe
warunki równoważne sa֒ naste֒puja֒cemu

iii) Ta = δ(a)T dla każdego a ∈M

Ponadto, jeśli któryś z powyższych warunków jest spe lniony, to

δ(ab) = δ(a)δ(b), a, b ∈M.

Dowód. i)⇒ii) dla a ∈M mamy

Ta = TSTa = TaST = δ(a)T, aS = aSTS = STaS = Sδ(a).

ii)⇒i) dla a ∈M mamy

STa = Sδ(a)T = aST.

Implikacja ii)⇒ iii) jest oczywista.
Zak ladaja֒c że E jest przestrzenia֒ Hilberta otrzymujemy, iż S = T ∗ i odwzorowanie
δ zachowuje inwolucje. Jeśli dodatkowo M = M∗, to warunek iii) implikuje, że dla
a ∈M mamy

aS = aT ∗ = (Ta∗)∗ = (δ(a∗)T )∗ = (δ(a)∗T )∗ = T ∗δ(a) = Sδ(a),
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co dowodzi iii)⇒ii).
By zakończyć dowód zauważmy, że z definicji cze֒ściowej izometrii oraz podpunktu i),
dla a, b ∈M , mamy

δ(ab) = TabS = TSTabS = TaSTbT = δ(a)δ(b).

�

Sta֒d oraz ze Stwierdzeń 1.2 oraz 1.4 otrzymujemy

Twierdzenie 1.16. Niech A ⊂ L(E) be֒dzie przemienna algebra֒ Banacha zawieraja֒ca֒
operator identycznościowy oraz taka֒, że

TAS ⊂ A, ST ∈ A′. (1.7)

Wtedy odwzorowanie δ : A → A jest endomorfizmem algebry A i jeśli α jest cze֒ścio-
wym odwzorowaniem widma X algebry A, dualnym do endomorfizmu δ, to

i) T jest ko-izometria֒ (tj. TE = E) wtedy i tylko wtedy, gdy ∆1 = X.

Ponadto, gdy A jest algebra֒ regularna֒, to

ii) jeśli T jest izometria֒, to α : ∆1 → X jest suriekcja֒,

iii) jeśli T jest odwracalna֒ izometria֒, to ∆1 = X i α : X → X jest suriekcja֒.

Przy ustalonej algebrze A i cze֒ściowej izometrii T relacje (1.7) moga֒ być spe lnione
przez różne cze֒ściowe izometrie S sprze֒żone z T , por. Przyk lad 1.18, lecz co dla nas
ważne, endomorfizm δ : A → A nie zależy od wyboru takiego operatora.

Stwierdzenie 1.17. Niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒ Banacha, 1 ∈ A, i niech S1,
S2 ∈ L(E) be֒da֒ cze֒ściowymi izometriami sprze֒żonymi z T takimi, że

TASi ⊂ A, SiT ∈ A′, dla i = 1, 2.

Wtedy odwzorowania δi(·) = T (·)Si, i = 1, 2, obcie֒te do algebry A pokrywaja֒ sie֒, tj.
zadaja֒ ten sam endomorfizm δ : A → A. Dok ladniej endomorfizm ten jest jedno-
znacznie wyznaczony przez warunki

Ta = δ(a)T, a ∈ A, oraz δ(1) jest rzutem na obraz T. (1.8)

Jeśli ponadto E jest przestrzenia֒ Hilberta, a A algebra֒ samosprze֒żona֒, to każdy en-
domorfizm A spe lniaja֒cy (1.8) jest postaci δ(a) = TaT ∗, a ∈ A, gdzie T ∗T ∈ A′.

Dowód. W świetle Twierdzeń 1.12, 1.16 oba odwzorowania δi, i = 1, 2, sa֒ en-
domorfizmami A spe lniaja֒cymi warunki (1.8). Stosuja֒c (1.8) do endomorfizmów δi,
i = 1, 2, dla a ∈ A otrzymujemy

δ1(a)T = Ta = δ2(a)T,

ska֒d

δ1(a) = δ1(a)δ1(1) = δ2(a)δ1(1), δ2(a) = δ2(a)δ2(1) = δ1(a)δ2(1).
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W szczególności δ1(1) = δ2(1)δ1(1) = δ1(1)δ2(1) = δ2(1), a sta֒d

δ1(a) = δ2(a)δ1(1) = δ2(a)δ2(1) = δ2(a).

Jeśli E jest przestrzenia֒ Hilberta i A jest przemienna֒ C∗-algebra֒, to każdy endo-
morfizm δ : A → A jest automatycznie ∗-endomorfizmem i w szczególności δ(1) jest
rzutem ortogonalnym. Jeśli wie֒c δ spe lniaja֒ relacje (1.8), to dla a ∈ A mamy

TaT ∗ = δ(a)TT ∗ = δ(a)δ(1) = δ(1).

Natomiast relacja T ∗T ∈ A′ wynika ze Stwierdzenia 1.15. �

Przyk lad 1.18. Niech E = ℓ1(N) i rozważmy operator

Tx = (x(2)− x(1), x(3), x(4), ...).

Wtedy mamy naste֒puja֒ce dope lnienia ja֒dra operatora T , na których T jest izometria֒:

Mα = {x ∈ E : x(1) = −αx(2)}, α ∈ [0,∞), M∞ = {(x ∈ E : x(1) = 0},

a ponadto, T jest suriekcja֒. Zatem T jest cze֒ściowa֒ izometria֒, a każda cze֒ściowa
izometria z nia֒ sprze֒żona jest izometria֒, patrz Twierdzenie 1.12: Sa֒ to naste֒puja֒ce
operatory

Sαx =
( −1
1 + α

x(1),
α

1 + α
x(1), x(2), x(3), ...

)
, S∞x = (0, x(1), x(2), x(3), ...),

gdzie α ∈ [0,∞). Oczywíscie TSα = 1, α ∈ [0,∞], a zatem odwzorowania

δα(a) = TaSα, a ∈ L(E), α ∈ [0,∞],

zachowuja֒ jedynke֒ 1 ∈ L(E). Rozważmy dwie sytuacje:

i) Jeśli po lożymy A = {1λ : λ ∈ C}, to wszystkie pary operatorów (T, Sα),
α ∈ [0,∞], spe lniaja֒ relacje (1.10), (1.9) i wszystkie odwzorowania δα zadaja֒
na A endomorfizm identycznościowy.

ii) Jeśli A jest algebra֒ sk ladaja֒ca֒ sie֒ z operatorów mnożenia przez cia֒gi sta le po-
cza֒wszy od drugiej wspó lrze֒dnej, tj. cia֒gi postaci (a, b, b, b, ...), a, b ∈ C, to
wszystkie odwzorowania δα, α ∈ [0,∞], zachowuja֒ algebre֒ A, ale tylko ope-
ratory δ0 i δ∞ sa֒ multiplikatywne na A. Ponadto δ0 i δ∞ zadaja֒ na A różne
endomorfizmy

δ0(a, b, b, b, ...) = (a, b, b, b, ...), δ∞(a, b, b, b, ...) = (b, b, b, b, ...).

Sytuacja ta nie jest sprzeczna ze Stwierdzeniem 1.17, gdyż spośród par (T, Sα),
α ∈ [0,∞], tylko T i S∞ spe lniaja֒ relacje (1.10), (1.9).
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1.3 Operatory przesunie֒cia z waga֒ na przestrzeni

Banacha. Przed lużenie endomorfizmu do cze֒-

ściowego automorfizmu

Pos luguja֒c sie֒ relacjami z Twierdzenia 1.16 sformu lujemy teraz definicje֒ (abstrakcyj-
nego) operatora przesunie֒cia z waga֒, gdzie role֒ operatora przesunie֒cia be֒dzie odgry-
wa la cze֒ściowa izometria generuja֒ca endomorfizm na algebrze wag, a role֒ przesunie֒cia
odgrywać be֒dzie odwzorowanie do niego dualne. Określenie to jest naturalnym uogól-
nieniem Definicji 0.1 wprowadzonej przez A. B. Antonevicha i A. V. Lebedeva. Relacje
mie֒dzy obiema definicjami wyjaśnimy w Twierdzeniu 1.23.

Definicja 1.19 (Abstrakcyjne operatory przesunie֒cia z waga֒). Niech E be֒dzie
przestrzenia֒ Banacha i niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒ Banacha taka֒, że 1 ∈ A. Jeśli
T ∈ L(E) jest cze֒ściowa֒ izometria֒ sprze֒żona֒ z cze֒ściowa֒ izometria֒ S taka֒, że

TAS ⊂ A, (1.9)

ST ∈ A′, (1.10)

to każdy operator postaci

aT, a ∈ A,
be֒dziemy nazywać (abstrakcyjnym) operatorem przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A. Po-
nadto be֒dziemy mówić, że operator T generuje na A endomorfizm δ : A → A, gdzie
δ(·) = T (·)S, por. Twierdzenie 1.16, Stwierdzenie 1.17, a także, że operator T gene-
ruje na widmie X algebry A cze֒ściowe odwzorowanie α, gdzie α jest odwzorowaniem
dualnym do endomorfizmu δ : A → A.

Z relacji (1.9), Stwierdzenia 1.15 oraz przemienności algebry A wynika iż operator
δ∗(·) = S(·)T jest multiplikatywny na A. Zatem odwzorowanie δ∗ jest endomorfizmem
A wtedy i tylko wtedy, gdy ja֒ zachowuje, czyli gdy

SAT ⊂ A. (1.11)

Fundamentalna֒ dla niniejszej pracy uwaga֒ jest, iż niedogodność wynikaja֒ca֒ sta֒d,
że w Definicji 1.19 nie zak ladamy relacji (1.11) można zawsze usuna֒ć przechodza֒c
do wie֒kszej algebry. To znaczy, każdy operator przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A
zawsze można rozpatrywać jako operator przesunie֒cia z waga֒ w wie֒kszej algebrze,
na której oba odwzorowania δ oraz δ∗ sa֒ endomorfizmami (o tym mówi Twierdzenie
1.23, wykazane poniżej).

Przyk lad 1.20 (Klasyczne operatory przesunie֒cia z waga֒). Niech TN, SN be֒da֒
klasycznymi operatorami przesunie֒cia dzia laja֒cymi w przestrzeni E, patrz Przyk lad
1.13, i niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒ wszystkich operatorów mnożenia przez cia֒gi
ograniczone: A ∼= l∞(N). Wtedy TN i SN sa֒ wzajemnie sprze֒żonymi cze֒ściowymi
izometriami oraz

TNASN ⊂ A, SNATN ⊂ A.
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Zatem klasyczne jednostronne operatory przesunie֒cia waga֒ aTN, aSN, a ∈ A, sa֒ abs-
trakcyjnymi operatorami przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A. Jeśli zaś rozważymy po-
dalgebre֒ Aper(n) algebry A sk ladaja֒ca sie֒ operatorów mnożenia przez cia֒gi okresowe
o okresie n > 1, to nietrudno spostrzec, że

TNAper(n) SN ⊂ Aper(n), SN TN ∈ A′per(n)

oraz SNTN jest operatorem mnożenia przez cia֒g (0, 1, 1, 1, ...), czyli SNTN /∈ Aper(n) i
tym bardziej SNAper(n) TN * Aper(n). Sta֒d, dla a ∈ Aper(n), operator aTN jest abs-
trakcyjnym operatorem przesunie֒cia z waga֒ w algebrze Aper(n), a operator aSN już
nie.

Przejdziemy teraz do kanonicznej konstrukcji algebry B zawieraja֒cej algebre֒ A
(A ⊂ B), na której spe lnione sa֒ obie relacje (1.9), (1.11). Korzystać be֒dziemy z
naste֒puja֒cych w lasności rozważanych obiektów, por. [LO04, Stw. 3.6].

Stwierdzenie 1.21. Niech T i S be֒da֒ wzajemnie sprze֒żonymi cze֒ściowymi izome-
triami spe lniaja֒cymi warunki (1.9), (1.10) oraz niech δ i δ∗ be֒da֒ dane wzorami (1.5),
(1.6). Wtedy

i) dla każdego k = 1, 2, ...
SkT k ∈ A′,

ii) operatory T k oraz Sk, k = 1, 2, . . ., sa֒ cze֒ściowymi izometriami, a dok ladniej

T kSkT k = T k, SkT kSk = Sk, k = 1, 2, . . . , (1.12)

iii) rodziny {T kSk}k∈N = {δk(1)}k∈N oraz {SkT k}k∈N = {δk∗(1)}k∈N tworza֒ zste֒pu-
ja֒ce cia֒gi parami komutuja֒cych rzutów o normie nie wie֒kszej niż 1,

iv) dla każdego a, b ∈ A oraz n ­ k ­ 0 mamy

δn∗ (a)δ
k
∗(b) = δ

n
∗ (aδ

n−k(b)), δk∗(a)δ
n
∗ (b) = δ

n
∗ (δ
n−k(a)b).

Dowód. i). Korzystaja֒c ze Stwierdzenia 1.15, dla a ∈ A mamy

SkT ka = Skδk(a)T k = aSkT k

ii). Dowód jest indukcyjny. Ustalmy n > 1 i za lóżmy, że relacje (1.12) zachodza֒ dla
k < n. Wtedy

T nSnT n = T n−1(TS)(Sn−1T n−1)T = T n−1(Sn−1T n−1)(TS)T = T n

SnT nSn = Sn−1(ST )(T n−1Sn−1)S = Sn−1(T n−1Sn−1)(ST )S = Sn

iii). Wynika natychmiast z ii) oraz Twierdzenia 1.12 .
iv). Na mocy i), ii) mamy

δn∗ (a)δ
k
∗(b) = S

naT nSkbT k = SnaT n−k(T kSk)bT k = SnaT n−kbT k =
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= SnaT n−k(Sn−kT n−k)bT k = SnaT n−kbSn−kT n = δn∗ (aδ
n−k(b))

i analogicznie

δk∗(a)δ
n
∗ (b) = S

kaT kSnbT n = Ska(T kSk)Sn−kbT n = SkaSn−kbT n =

= Ska(Sn−kT n−k)Sn−kbT n = SnT n−kaSn−kbT n = δn∗ (δ
n−k(a)b).

�

Algebre֒ B, przy powyższych za lożeniach i oznaczeniach, zdefiniujemy jako do-
mknie֒cie zbioru elementów postaci

a0 + δ∗(a1) + ...+ δ
n
∗ (an), ai ∈ A, i = 1, ..., n, n ∈ N,

czyli innymi s lowy k ladziemy

B := span
{ ∞⋃

n=0

δn∗ (A)
}
= span

{ ∞⋃

n=0

SnAT n
}
, (1.13)

gdzie span{K} oznacza domknie֒ta֒ przestrzeń liniowa֒ rozpie֒ta֒ przez zbiórK. Ze wzoru
(1.13) i poniższego stwierdzenia wynika, że B jest najmniejsza֒ algebra֒ Banacha za-
wieraja֒ca֒ A, zachowywana֒ przez oba odwzorowania δ i δ∗, por. [LO04, Stw. 4.1].

Twierdzenie 1.22. Przestrzeń B jest przemienna֒ algebra֒ Banacha i oba odwzoro-
wania δ : B → B oraz δ∗ : B → B sa֒ cze֒ściowymi automorfizmami takimi, że

δ = δ δ∗ δ, δ∗ = δ∗ δ δ∗,

por. Definicja 1.5, Stwierdzenie 1.6. Jeśli ponadto, E jest przestrzenia֒ Hilberta i A
jest C∗-algebra֒, to B jest C∗-algebra֒, a δ i δ∗ sa֒ ∗-endomorfizmami.

Dowód. Zarówno fakt, że B jest algebra֒ jak i jej przemienność wynikaja֒  latwo z
podpunktu iv) Stwierdzenia 1.21. Rzeczywíscie, jeśli a, b ∈ A oraz n ­ k ­ 0, to po
pierwsze δn∗ (a)δ

k
∗(b) = δ

n
∗ (aδ

n−k(b)) ∈ B i δk∗(a)δ
n
∗ (b) = δ

n
∗ (δ
n−k(a)b) ∈ B, a po drugie

δn∗ (a)δ
k
∗(b) = δ

n
∗ (aδ

n−k(b)) = δn∗ (δ
n−k(b)a) = δk∗(b)δ

n
∗ (a)

i analogicznie δk∗(a)δ
n
∗ (b) = δ

n
∗ (b)δ

k
∗(a).

Jasne jest, że oba odwzorowania δ i δ∗ zachowuja֒ algebre֒ B. Sa֒ one na B multiplika-
tywne, gdyż TS, ST ∈ B ⊂ B′, patrz Stwierdzenie 1.15, a relacje δ = δ δ∗ δ, δ∗ = δ∗ δ δ∗
sprawdza sie֒ bezpośrednio, por.Stwierdzenie 1.14. Pozostaje nam jedynie wykazać, ze
δ i δ∗ sa֒ cze֒ściowymi automorfizmami.
Z jednej strony δ(B) ⊂ Bδ(1) i δ∗(B) ⊂ Bδ∗(1), a z drugiej, stosuja֒c Stwierdzenia 1.21
iv) do algebry B otrzymujemy, δ(δ∗(B)) = Bδ(1) i δ∗(δ(B)) = Bδ∗(1), ska֒d

δ(B) = Bδ(1), δ∗(B) = Bδ∗(1)

sa֒ sk ladnikami prostymi algebry B. Dalej zauważmy, że B(1 − δ(1)) zawiera sie֒ w
ja֒drze δ∗ : B → B, gdyż

δ∗
(
b(1− δ(1))

)
= δ∗(b)

(
δ∗(1)− δ∗(δ(1))

)
= δ∗(b)

(
δ∗(1)− δ∗(1)

)
= 0.
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Natomiast na Bδ(1) odwzorowanie δ∗ jest izomorfizmem, gdyż jeśli δ∗(bδ(1)), dla
pewnego b ∈ B, to sta֒d, że δ(B) = Bδ(1) istnieje element a ∈ B taki, że δ(a) = bδ(1),
a wtedy

bδ(1) = δ(a) = δ(δ∗(δ(a))) = δ(δ∗(bδ(1))) = 0.

Zatem ja֒drem δ∗ : B → B jest B(1 − δ(1)) i przez symetrie֒ ja֒drem δ : B → B
jest B(1 − δ∗(1)). Tym samym dowód pierwszej cze֒ści twierdzenia jest zakończony.
Pozosta la cze֒ść tezy jest jasna. �

Jako wniosek z powyższego twierdzenia oraz ze Stwierdzenia 1.7 otrzymujemy
rezultat wyjaśniaja֒cy zwia֒zek wprowadzonej przez nas Definicji 1.19 z Definicja֒ 0.1
wprowadzona֒ przez A. B. Antonevicha i A. V. Lebedeva.

Twierdzenie 1.23. Jeśli aT jest operatorem przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A oraz T
i S sa֒ wzajemnie sprze֒żonymi cze֒ściowymi izometriami spe lniaja֒cymi relacje (1.10)
i (1.9), to oba operatory aT i aS sa֒ operatorami przesunie֒cia z waga֒ w algebrze B
danej wzorem (1.13), a dok ladniej

TBS ⊂ B, SBT ⊂ B.
W szczególności operator T generuje na widmie X̃ algebry B cze֒ściowy homeomorfizm
α̃ : ∆̃1 → ∆̃−1, a operator S generuje homeomorfizm α̃−1 : ∆̃−1 → ∆̃1 do niego
odwrotny.

1.4 Spektralny opis uk ladu rozszerzonego (B, δ)
W poprzednim podrozdziale pokazalísmy (Twierdzenia 1.22, 1.23), że dowolny ope-
rator T generuja֒cy endomorfizm δ na algebrze A generuje cze֒ściowy automorfizm
na wie֒kszej algebrze B, tj. endomorfizm δ : A → A rozszerza sie֒ do cze֒ściowego
automorfizmu δ : B → B. W obecnym podrozdziale opiszemy cze֒ściowy uk lad dyna-
miczny (X̃, α̃) dualny do (B, δ) w terminach uk ladu (X,α) dualnego do (A, δ). Zanim
to nasta֒pi nadmieńmy trzy ważne fakty.

Po pierwsze, opis uk ladu (X̃, α̃), który otrzymamy wia֒że sie֒ z poje֒ciem granicy
odwrotnej (w kategorii przestrzeni topologicznych), dlatego też warto przywo lać tu
definicje֒ tej struktury.

Definicja 1.24. Jeśli α : X → X jest cia֒g lym odwzorowaniem przestrzeni topolo-
gicznej X, to granica֒ odwrotna֒ cia֒gu odwrotnego

X
α←− X

α←− X
α←− ...

nazywamy przestrzeń topologiczna֒ postaci

lim←−−(X,α) = {(x0, x1, ...) ∈
∏

n∈N

X : α(xn+1) = xn, n ∈ N}

rozpatrywana֒ z topologia֒ produktowa֒ odziedziczona֒ z przestrzeni
∏
n∈NX be֒da֒cej ilo-

czynem kartezjańskim przeliczalnej ilości kopii przestrzeniX. Na przestrzeni lim←−−(X,α)
mamy naturalnie określony homeomorfizm

α̃(x0, x1, ...) = (α(x0), x0, x1, ...), (x0, x1, ...) ∈ lim←−−(X,α),
zwany homeomorfizmem indukowanym przez odwzorowanie α : X → X.
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Po drugie, opis uk ladu (X̃, α̃) zależeć be֒dzie, w pewien dość subtelny sposób, od

”
po lożenia” rzutu ST wzgle֒dem algebry A. Pouczaja֒cym jest wie֒c zbadanie algebry

generowanej przez A oraz ST , co też uczynimy jako preludium do g lównego rezultatu
(Twierdzenie 1.28).

Po trzecie, czysto topologiczny opis uk ladu rozszerzonego (X̃, α̃) umożliwi nam  la-
twa֒ konstrukcje֒ operatorów generuja֒cych (w sensie Definicji 1.19) dowolnie wybrany
cze֒ściowy uk lad dynamiczny (Twierdzenie 1.34).

W niniejszym podrozdziale zak ladamy, że A oraz S, T spe lniaja֒ za lożenia Definicji
1.19; δ, δ∗ sa֒ dane przez (1.5), (1.6); B jest algebra֒ (1.13), por. Twierdzenie 1.22; X i
X̃ sa֒ przestrzeniami idea lów maksymalnych algebr A i B; α jest cze֒ściowym odwzoro-
waniem dualnym do endomorfizmu δ : A → A; α̃ jest cze֒ściowym homeomorfizmem
dualnym do cze֒ściowego automorfizmu δ : B → B, por. Twierdzenie 1.23.

1.4.1 Do la֒czenie do algebry A rzutu ST

Rozważmy algebre֒ Banacha A+ generowana֒ przez A oraz rzut ST na podprzestrzeń
inicjalna֒ cze֒ściowej izometrii T :

A+ = STA⊕ (1− ST )A. (1.14)

Algebra A+ jest przemienna: A ⊂ A+ ⊂ B. Odwzorowanie δ zachowuje A+ i zadaje
endomorfizm δ : A+ → A+, którego ja֒drem jest sk ladnik prosty (1− ST )A.

Stwierdzenie 1.25. Algebra A+ jest izomorficzna z suma֒ prosta֒ algebr ilorazowych
A/I ⊕A/J , gdzie

I = {a ∈ A : STa = 0} = (1− ST )A ∩A,

jest ja֒drem endomorfizmu δ : A → A, a

J = {a ∈ A : STa = a} = STA ∩A (1.15)

jest obustronnym domknie֒tym idea lem w A, zawartym w anihilatorze I⊥ ja֒dra I.
Izomorfizm A+ ∼= A/I ⊕A/J ustala przyporza֒dkowanie

STa+ (1− ST )b 7−→ a+ I ⊕ b+ J, a, b ∈ A,

przy którym endomorfizm δ : A+ → A+ przechodzi na odwzorowanie postaci a + I ⊕
b+ J 7−→ δ(a) + I ⊕ δ(a) + J .

Dowód. By wykazać, że I jest ja֒drem endomorfizmu δ : A → A zauważmy, że
jeśli a ∈ A oraz STa = 0, to δ(a) = TaS = T (STa)S = 0. Jeśli natomiast STa 6= 0,
to δ(a) 6= 0, ponieważ Sδ(a)T = STaST = STa 6= 0.
Pozosta la cze֒ść tezy jest prosta֒ konsekwencja֒ definicji idea lów I, J . W szczególności
I ∩ J = {0}, czyli J ⊂ I⊥. �

Stwierdzenie 1.25 mówi, że sk ladnik prosty STA ∼= A/I algebryA+ jest ca lkowicie
wyznaczony przez pare֒ (A, δ), gdyż I jest ja֒drem δ : A → A. Pozosta ly sk ladnik

(1− ST )A ∼= A/J
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zależy jednak w sposób istotny od reprezentacji endomorfizmu δ : A → A przez ge-
neruja֒ce go cze֒ściowe izometrie T , S. W pracy [KL07’] wykazano, że dla ustalonego
endomorfizmu δ : A → A, C∗-algebry A, idea l J dany wzorem (1.15) może być do-
wolnym idea lem w A zawartym w anihilatorze I⊥ idea lu I. Na poziomie spektralnym
oznacza to, że otoczka

Y = hull(J) = {x ∈ X : Ĵ(x) = 0} (1.16)

idea lu J danego przez (1.15) nie jest jednoznacznie wyznaczona przez pare֒ (X,α).

Stwierdzenie 1.26. Niech A be֒dzie algebra֒ regularna֒. Przy powyższych oznacze-
niach, Y jest domknie֒tym zbiorem zawieraja֒cym X \ ∆−1, a widmo X+ algebry A+
wyraża sie֒ jako naste֒puja֒ca (topologiczna) suma prosta

X+ = ∆−1 ⊔ Y

zbiorów ∆−1 oraz Y . Cze֒ściowe odwzorowanie α+ dualne do endomorfizmu δ : A+ →
A+ zdefiniowane jest na zbiorze

(∆−1 ∩∆1) ⊔ (Y ∩∆1)

i przyjmuja֒c wartości w pierwszym sk ladniku prostym X+ = ∆−1 ⊔ Y wyraża sie֒
wzorem

α+(x) = α(x), x ∈ (∆−1 ∩∆1) ⊔ (Y ∩∆1),
patrz Rysunek 1.4.1. W szczególności ST ∈ A, czyli A = A+, wtedy i tylko wtedy,
gdy Y = X \ ∆−1 i wtedy ∆−1 jest zbiorem domknie֒to-otwartym, por. Stwierdzenie
1.4.

Dowód. Na mocy Stwierdzenia 1.4, hull(I) = {x ∈ X : x(I) = 0} = ∆−1. Relacja
I ∩ J = {0} implikuje, że dla każdego x ∈ X mamy albo x(I) = 0, albo x(J) = 0.
Zatem X \ ∆−1 ⊂ Y . Wzór X+ = ∆−1 ⊔ Y oraz postać α+ wynika ze Stwierdzenia
1.25 oraz faktu, iż przestrzenie idea lów maksymalnych algebr ilorazowych A/I i A/J
można utożsamić z podzbiorami hull(I) i hull(J). �

X

(a)

∆1 ∆−1α

Y

(b)

∆−1α+

Rysunek 1.1: Cze֒ściowy uk lad dynamiczny (X,α) generowany przez T na A (a);
cze֒ściowy uk lad dynamiczny (X+, α+) generowany przez T na A+ (b).

Mówia֒c obrazowo, jeśli algebra A jest regularna, to przestrzeń X+ powstaje przez

”
wycie֒cie” z X zbioru ∆−1 oraz

”
zasta֒pienie” zbioru X \ ∆−1 domknie֒tym zbiorem
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Y zawieraja֒cym X \∆−1. Obrazem α+ jest
”
wycie֒ty” zbiór ∆−1, a dziedzina֒ α+ jest

suma prosta (∆1∩∆−1)⊔ (∆1∩Y ). Zatem obraz α i α+ można utożsamić, natomiast
dziedzina α+ w stosunku do dziedziny α powie֒ksza sie֒ o zbiór ∆1 ∩ Y ∩∆−1.

Uwaga 1.27. W pewnym sensie naturalna֒ sytuacja֒, porównaj [Kwa07], jest gdy
zbiór Y jest najmniejszym z możliwych, czyli gdy Y = X \∆−1. Tak be֒dzie w wie֒k-
szości rozpatrywanych przez nas przyk ladów, jednakże raz jeszcze podkreślamy, że w
ogólności Y może być dowolnym domknie֒tym zbiorem zawieraja֒cym X \∆−1.

Dla nieregularnych algebr sytuacja komplikuje sie֒ jeszcze bardziej i jedynym co
możemy powiedzieć o widmie X+ algebry A+ jest to, że

X+ = hull(I) ⊔ hull(J),

gdzie ∆−1 ⊂ hull(I) oraz hull(I)∪ hull(J) = X, por. Stwierdzenie 1.4, Przyk lad 1.31.

1.4.2 Opis cze֒ściowego uk ladu dynamicznego (X̃, α̃) dualnego
do (B, δ) i jego zwia֒zek z granica֒ odwrotna֒

Jesteśmy gotowi, aby przysta֒pić do dowodu g lównego rezultatu niniejszego rozdzia lu
i jednego z najważniejszych twierdzeń ca lej rozprawy (Twierdzenie 1.28). Jako jego
pierwsze zastosowaniem otrzymamy Twierdzenie 1.34.

Niech x̃ ∈ X̃. Traktuja֒c x̃ jako liniowo-multiplikatywny funkcjona l na B zdefi-
niujmy cia֒g funkcjona lów na A danych wzorem

xn(a) := x̃(δ
n
∗ (a)), a ∈ A, n ∈ N.

Odwzorowanie δ∗ jest na A liniowo-multiplikatywne , por. Twierdzenie 1.22. Zatem
funkcjona ly xn : A → C również sa֒ liniowo-multiplikatywne, a sta֒d

xn ∈ X albo xn ≡ 0.

Z definicji (1.13) algebry B wynika, iż cia֒g (x0, x1, ...) wyznacza x̃ jednoznacznie.
Otrzymujemy zatem iniektywne odwzorowanie

Ψ(x̃) = (x0, x1, ..., xn, ...) (1.17)

przekszta lcaja֒ce przestrzeń X̃ w produkt kartezjański
∏
n∈N(X ∪ {0}) przeliczalnej

ilości kopii przestrzeni X ∪ {0}.

Twierdzenie 1.28 (Opis uk ladu (X̃, α̃) dualnego do uk ladu (B, δ)). Przestrzeń
idea lów maksymalnych algebry B danej wzorem (1.13) można za pomoca֒ odwzorowania
(1.17) utożsamić z naste֒puja֒ca֒ przestrzenia֒ topologiczna֒

X̃ =
∞⋃

N=0

XN ∪X∞

gdzie

XN = {(x0, x1, ..., xN , 0, ...) : xn ∈ ∆1, α(xn) = xn−1, n = 1, ..., N, xN ∈ Y },
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X∞ = {(x0, x1, ...) : xn ∈ ∆1, α(xn) = xn−1, n > 1},
wyposażona֒ w topologie֒ odziedziczona֒ z

∏
n∈N(X ∪ {0}), gdzie {0} jest zbiorem dom-

knie֒to-otwartym, a Y jest zbiorem domknie֒tym (be֒da֒cym otoczka֒ (1.16) idea lu (1.15)).
Ponadto cze֒ściowe homeomorfizmy dualne do cze֒ściowych automorfizmów δ, δ∗ : B →
B zdefiniowane sa֒ odpowiednio na domknie֒to-otwartych zbiorach

∆̃1 = {(x0, x1, ...) ∈ X̃ : x0 ∈ ∆1}, ∆̃−1 = {(x0, x1, ...) ∈ X̃ : x1 6= 0}

i dane sa֒ wzorami

α̃(x0, x1, ...) = (α(x0), x0, x1, ...), α̃−1(x0, x1, ...) = (x1, ...). (1.18)

Dowód. Aby zbadać zgodność topologii przestrzeni X̃ z opisana֒ wyżej topologia֒
produktowa֒ przypomnijmy, iż zbiory postaci

O(x̃; b, ε) = {ỹ ∈ X̃ : |b̂(x̃)− b̂(ỹ)| < ε}, b ∈ B, ε > 0,

stanowia֒ podbaze֒ otoczeń punktu x̃ ∈ X̃. Przy czym sta֒d, iż algebra B jest genero-
wana liniowo przez elementy postaci δn∗ (a), a ∈ A, wynika, że zbiory postaci

O(x̃; a, n, ε) = {ỹ ∈ X̃ : |δ̂n∗ (a)(x̃)− δ̂n∗ (a)(ỹ)| < ε}, a ∈ A, n ∈ N, ε > 0,

również tworza֒ podbaze֒ otoczeń x̃ ∈ X̃. Zatem biora֒c pod uwage֒ równość

O(x̃; a, n, ε) = {ỹ ∈ X̃ : |xn(a)− yn(a)| < ε}

gdzie Ψ(x̃) = (x0, x1, ...), Ψ(ỹ) = (y0, y1, ...) widzimy, iż podbaza punktu x̃ ∈ X̃ prze-
chodzi na podbaze֒ punktu Ψ(x̃) w

∏
n∈N(X∪{0}). Oznacza to, iż Ψ jest topologicznym

zanurzeniem X̃ w przestrzeń produktowa֒
∏
n∈N(X ∪ {0}).

Ustalmy teraz x̃ ∈ X̃ i odpowiadaja֒cy mu cia֒g Ψ(x̃) = (x0, x1, ...). Zauważmy, że
dla n ∈ N zachodzi równoważność

xn 6= 0⇐⇒ x̃(δn∗ (1)) = 1. (1.19)

Aby wykazać zależność α(xn) = xn−1 ustalmy n > 0 i za lóżmy, że xn 6= 0. Wtedy,
x̃(δn∗ (1)) = 1 i korzystaja֒c ze Stwierdzenia 1.21 iv), dla a ∈ A, mamy

â(xn−1) = xn−1(a) = x̃(δ
n−1
∗ (a)) = x̃(δ

n
∗ (1))x̃(δ

n−1
∗ (a))

x̃(δn∗ (1)δ
n−1
∗ (a)) = x̃(δ

n
∗ (δ(a))) = xn(δ(a)) = â(α(xn)).

W szczególności wynika sta֒d, że jeśli xn 6= 0, to xk ∈ ∆1 i α(xk) = xk−1 dla k =
1, ..., n. Zatem, albo (x0, x1, ...) ∈ X∞, albo któryś z wyrazów cia֒gu (x0, x1, ...) jest
funkcjona lem zerowym i wtedy istnieje najmniejsza liczba N taka że xN+1 = 0. W
tym przypadku, dla każdego n > N mamy xn = 0, gdyż cia֒g rzutów {δn∗ (1)}n∈N jest
zste֒puja֒cy, Stwierdzenie 1.21 iii), a sta֒d

x̃(δn∗ (1)) = x̃(δ
N+1
∗ (1)δn∗ (1)) = x̃(δ

N+1
∗ (1))x̃(δn∗ (1)) = 0.
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Czyli cia֒g Ψ(x̃) jest postaci (x0, x1, ..., xN , 0, 0, ...), xN 6= 0, i potrzebujemy jeszcze
pokazać, że xN ∈ Y = hull({a ∈ A : δ∗(1)a = a}). Za lóżmy nie wprost, że xN /∈ Y .
Wtedy istnieje a ∈ A takie, że xN(a) 6= 0 oraz δ∗(1)a = a. Sta֒d

0 6= xN(a) = xN(δ∗(1)a) = x̃(δN∗ (δ∗(1)a)) = x̃(δN+1∗ (1))x̃(δN∗ (a)) = xN+1(1)xN(a),

co prowadzi do sprzeczności z za lożeniem, że xN+1 ≡ 0.
Reasumuja֒c pokazalísmy, że Ψ jest zanurzeniem widma B w opisana֒ w tezie prze-

strzeń
⋃
N∈N XN ∪X∞. Teraz wykażemy, że zanurzenie to jest de facto homeomorfi-

zmem. W tym celu ustalmy (x0, x1, ..., xn, ...) ∈ X∞ i zdefiniujmy na ge֒stej podalge-
brze algebry B funkcjona l x̃ wzorem

x̃(
n∑

k=0

δk∗(ak)) := xn(
n∑

k=0

δn−k(ak)), ai ∈ A, n ∈ N. (1.20)

Określenie (1.20) jest poprawne, gdyż jeśli
∑n
k=0 δ

k
∗(ak) = 0, to

0 = δn∗ (1)
n∑

k=0

δk∗(ak) = δ
n
∗ (
n∑

k=0

δn−k(ak)),

a sta֒d δn(1)
∑n
k=0 δ

n−k(ak) = 0 i korzystaja֒c z faktu, że xn(δ
n(1)) = 1 mamy

xn(
n∑

k=0

δn−k(ak)) = xn(δ
n(1)

n∑

k=0

δn−k(ak)) = 0.

Liniowość x̃ jest oczywista. By pokazać, że x̃ jest multiplikatywny wystarczy rozpa-
trzeć elementy postaci δn∗ (a), δ

k
∗(b), a, b ∈ A, k ¬ n. Mamy wtedy

x̃(δn∗ (a)δ
k
∗(b)) = x̃(δ

n
∗ (aδ

n−k(b)) = xn(aδ
n−k(b)) = xn(a)xn(δ

n−k(b))

= x̃(δn∗ (a))α
n−k(xn)((b)) = x̃(δ

n
∗ (a))xk(b) = x̃(δ

n
∗ (a))x̃(δ

k
∗(b)).

Multiplikatywność x̃ implikuje, iż na każdej podalgebrze span
{⋃n
k=0 S

kAT k
}

, n ∈
N, funkcjona l x̃ jest ograniczony przez jedynke֒. W konsekwencji, x̃ jednoznacznie
przed luża sie֒ do elementu widma B, a wprost z (1.20) mamy Ψ(x̃) = (x0, x1, ...).

Niech teraz (x0, x1, ..., xN , 0, ...) ∈ XN . W tym przypadku odpowiedni funkcjona l
liniowy x̃ zadamy wzorem

x̃(
n∑

k=0

δk∗(ak)) := xN(
N∑

k=0

δN−k(ak)), ai ∈ A, n ­ N. (1.21)

Aby wykazać poprawność definicji (1.21) za lóżmy, że
∑n
k=0 δ

k
∗(ak) = 0. Jeśli n ¬ N ,

to analogicznie jak powyżej pokazujemy, że xN(
∑N
k=0 δ

N−k(ak)) = 0. Za lóżmy wie֒c,
że n > N . Wtedy korzystaja֒c z równości

N∑

k=0

δk∗(ak) = −
n∑

k=N+1

δk∗(ak)
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widzimy, iż
∑N
k=0 δ

k
∗(ak) = δ

N+1
∗ (1)

∑N
k=0 δ

k
∗(ak). Sta֒d

δN∗
( N∑

k=0

δN−k(ak)
)
=
N∑

k=0

δk∗(ak) = δ
N
∗ (δ∗(1))

N∑

k=0

δk∗(ak) = δ
N
∗
(
δ∗(1)

N∑

k=0

δN−k(ak)
)
.

Zatem
∑N
k=0 δ

N−k(ak)δ
N(1) = δ∗(1)

∑N
k=0 δ

N−k(ak)δ
N(1), czyli

N∑

k=0

δN−k(ak)δ
N(1) ∈ J = {a ∈ A : δ∗(1)a = a}.

Sta֒d, że xN ∈ Y ∩∆N (Y = hull(J)) mamy, wie֒c

xN

(
N∑

k=0

δN−k(ak)

)
= xN

(
N∑

k=0

δN−k(ak)

)
xN(δ

N(1)) = xn

(
N∑

k=0

δN−k(ak)δ
N(1)

)
= 0.

Zatem funkcjona l x̃ jest poprawnie określony na ge֒stej podalgebrze B. Analogicznie
jak w poprzednim przypadku sprawdza sie֒ multiplikatywność x̃ i podobny argument
pokazuje, że x̃ przed luża sie֒ do liniowo-multiplikatywnego funkcjona lu na B. Ponadto
Ψ(x̃) = (x0, x1, ..., xN , 0, ...), co kończy dowód. �

Uwaga 1.29. Z postaci (1.20), (1.21) elementów widma X̃ algebry B wynika, że
transformata Gelfanda operatora b ∈ B postaci

b = a0 + δ∗(a1) + ...+ δ
n
∗ (an), ai ∈ A, i = 1, ..., n,

na elemencie x̃ = (x0, x1, ...) ∈ X̃ przyjmuje wartość

b̂(x̃) = â0(x0) + â1(x1) + â2(x2) + ...+ ân(xn),

gdzie k ladziemy âi(xi) = 0, jeśli xi = 0.

Przy dodatkowych, wzgle֒dnie naturalnych za lożeniach teza Twierdzenia 1.28 uprasz-
cza sie֒ naste֒puja֒co.

Twierdzenie 1.30. Niech A be֒dzie algebra֒ regularna֒. Wtedy, przy oznaczeniach
Twierdzenia 1.28, mamy X \∆−1 ⊂ Y oraz

i) Jeśli ST ∈ A, to Y = X \ ∆−1, czyli (x0, x1, ..., xN , 0, ...) jest elementem XN
wtedy i tylko wtedy, gdy

xN /∈ ∆−1 (tzn. xN nie posiada przeciwobrazu)

oraz xn ∈ ∆n, α(xn) = xn−1 dla n = 1, ..., N.

ii) Jeśli T jest ko-izometria֒, to ∆1 = X, zbiory XN , N ∈ N, sa֒ homeomorficzne
ze zbiorem Y ,

X∞ = lim←−−(X,α),
oraz α̃ : X∞ → X∞ jest homeomorfizmem indukowanym przez α : X → X.
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iii) Jeśli T jest izometria֒, to α : ∆1 → X jest suriekcja֒ i

X̃ = X∞.

iv) Jeśli T jest odwracalna֒ izometria֒, to α : X → X jest suriekcja֒,

X̃ = lim←−−(X,α)

oraz α̃ : X̃ → X̃ jest homeomorfizmem indukowanym przez α : X → X.

Dowód. W świetle Twierdzenia 1.28, podpunkt i) wynika ze Stwierdzenia 1.26,
natomiast podpunkty ii), iii) i iv) otrzymujemy ze Stwierdzenia 1.16. �

W przypadku algebr nieregularnych sytuacja jest bardziej subtelna i mimo, iż
A ⊂ B widmo X̃ algebry B może mniejsze niż widmo X algebry A.

Przyk lad 1.31. Typowym przyk ladem nieregularnej algebry Banacha jest algebra
Ahol funkcji holomorficznych we wne֒trzu ko la D2 = {z ∈ C : |z| ¬ 1} i cia֒g lych na
jego brzegu S1. Algebre֒ Ahol be֒dziemy interpretować jako podalgebre֒ algebry C(S1),
por [Żel, 3.9]. Rozważmy algebre֒

A = Ahol ⊕ C(S1)

sk ladaja֒ca֒ sie֒ z operatorów mnożenia na przestrzeni Banacha

E = C(S1)⊕ C(S1) = C(S1 ⊔ S1).

Operatory: T (f1⊕ f2) = 0⊕ f1, S(f1⊕ f2) = f2⊕ 0, gdzie f1⊕ f2 ∈ E, sa֒ wzajemnie
cze֒ściowymi izomeriami na E oraz T generuje na A endomorfizm δ : A → A dany
wzorem

δ(a1 ⊕ a2) = 0⊕ a1, a1 ⊕ a2 ∈ Ahol ⊕ C(S1).

Przestrzeń idea lów maksymalnych algebryA w naturalny sposób utożsamia sie z suma֒
prosta֒X = D2⊔S1. Obrazem cze֒ściowego odwzorowania α dualnego do endomorfizmu
δ jest podzbiór ∆−1 = S

1 ⊂ D2 (pierwszego sk ladnika prostego X). Natomiast ja֒drem
endomorfizmu δ : A → A jest idea l I = 0 ⊕ C(S1) i jego otoczka hull(I) = D2 jest
istotnie wie֒ksza niż zbiór ∆−1, por. Stwierdzenie 1.4. Ponadto ST ∈ A i otoczka
Y = hull(J) idea lu

J = {a ∈ A : STa = a} = Ahol ⊕ 0

pokrywa sie֒ z drugim sk ladnikiem prostym X: Y = S1. W szczególności Y nie zawiera
zbioru X \∆−1 = Int(D2) ⊔ S1, por. Stwierdzenie 1.26. Widmo X̃ algebry

B = span
{ ∞⋃

n=0

SnAT n
}
= span {SAT,A} = C(S1)⊕ C(S1)

jest suma֒ prosta֒ dwu okre֒gów. Mamy zatem X̃ = S1 ⊔ S1 ⊂ X = D2 ⊔ S1.
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W przeciwieństwie do powyższego przyk ladu, jeśli Y zawiera X\∆−1 (czyli zawsze,
gdy A jest algebra֒ regularna֒), to uk lad (X̃, α̃) jest rozszerzeniem uk ladu (X,α).
Rzeczywíscie, odwzorowanie Φ : X̃ → X dane wzorem

Φ(x0, x1, ...) = x0 (1.22)

jest cia֒g la֒ suriekcja֒, taka֒ że Φ(∆̃±1) = ∆±1 oraz diagram

∆̃1
α̃−−−→ ∆̃−1

Φ

y
yΦ

∆1
α−−−→ ∆−1

(1.23)

jest przemienny, czyli Φ ustala cia֒g le pó lsprze֒żenie cze֒ściowego homeomorfizmu α̃ z
odwzorowaniem α. Ten fakt jest usprawiedliwieniem wprowadzonej poniżej definicji
naturalnego rozszerzenia cze֒ściowego uk ladu dynamicznego. Mianowicie, opis uk ladu
(X̃, α̃) zawarty w tezie Twierdzenia 1.28 jest czysto topologiczny i abstrahuja֒c od
jego teorio-operatorowego pod loża określa cze֒ściowy uk lad dynamiczny dla każdego
uk ladu (X,α) oraz domknie֒tego zbioru Y , por. [Kwa05’, Tw. 2.2]. Oczywíscie uk lad
(X̃, α̃) zależy od wyboru zbioru Y , czego nie be֒dziemy podkreślać w notacji, aby jej
nie komplikować.

Definicja 1.32. Niech (X,α) be֒dzie cze֒ściowym uk ladem dynamicznym i niech Y be֒-
dzie domknie֒tym podzbiorem X zawieraja֒cym X \∆−1. Cze֒ściowy uk lad dynamiczny
(X̃, α̃) opisany w tezie Twierdzenia 1.28 be֒dziemy nazywać naturalnym rozszerzeniem
uk ladu (X,α) zwia֒zanym ze zbiorem Y .

W przypadku, gdy odwzorowanie α : X → X jest zdefiniowane na ca lym X
naturalne rozszerzenie (X̃, α̃) zwia֒zane ze zbiorem Y ⊃ X \ ∆−1 = X \ α(X) ma
naste֒puja֒ca֒ strukture֒:

- uk lad (X∞, α̃) pokrywa sie֒ z odwracalnym uk ladem dynamicznym, indukowa-
nym na granicy odwrotnej ( lim←−−(X,α), α̃), por. Definicja 1.24,

- dla każdego N ∈ N zbiór XN jest homeomorficzny z Y i α̃ przeprowadza home-
omorficznie zbiór XN na XN+1:

X0
α̃−→ X1

α̃−→ X2
α̃−→ ... (X∞, α̃) = ( lim←−−(X,α), α̃).

Uk lad (X̃, α̃) ma te֒ przewage֒ nad uk ladem ( lim←−−(X,α), α̃), że (X̃, α̃) jest zawsze

rozszerzeniem wyj́sciowego uk ladu (X,α), natomiast ( lim←−−(X,α), α̃) może sie֒ dege-
nerować.

Przyk lad 1.33. Niech α : X → X be֒dzie odwzorowaniem sta lym takim, że jedyna֒
wartościa֒ α jest nieizolowany punkt p ∈ X, Rysunek 1.2 (a). Wtedy jedynym do-
mknie֒tym zbiorem zawieraja֒cym X \ ∆−1 = X \ {p} jest Y = X. Dla tego zbioru
uk lad (X+, α+) opisany w Stwierdzeniu 1.26 otrzymujemy z uk ladu (X,α) poprzez
do la֒czenie do X kopii punktu {p}, Rysunek 1.2 (b). Przestrzeń X̃ jest przeliczalna֒
rodzina֒ kopii przestrzeni X uzwarcona֒ jednym punktem X∞ = {p}, Rysunek 1.2 (c).
Natomiast uk lad ( lim←−−(X,α), α̃) degeneruje sie֒ do jednego punktu, Rysunek 1.2 (d).
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(a) (b)

(c) (d)

(X,α) (X+, α+)

(X̃, α̃) lim←−−(X,α), α̃)

Rysunek 1.2: Uk lady zwia֒zane z odwzorowaniem sta lym.

Na koniec zauważmy, że otrzymany przez nas opis uk ladu rozszerzonego umożli-
wia szybka֒ konstrukcje֒ operatorów generuja֒cych dowolnie wybrany cze֒ściowy uk lad
dynamiczny. Rzeczywíscie, jeśli (X̃, α̃) jest naturalnym rozszerzeniem uk ladu (X,α)
zwia֒zanym z domknie֒tym zbiorem Y zawieraja֒cym X \∆−1, to operatory

(Tf)(x̃) :=




f(α̃(x̃)), x̃ ∈ ∆̃1
0, x̃ /∈ ∆̃1

, (Sf)(x̃) :=




f(α̃−1(x̃)), x̃ ∈ ∆̃−1
0, x̃ /∈ ∆̃−1

dzia laja֒ce w przestrzeni E = C(X̃), lub E = ℓp(X̃), p ∈ [1,∞] (przestrzeń ℓp(X̃)
można traktować jako przestrzeń Lpµ(X̃), gdzie µ jest miara֒ licza֒ca֒) sa֒ wzajemnie
sprze֒żonymi cze֒ściowymi izometriami. Rozważmy algebre֒ A ⊂ L(E) sk ladaja֒ca֒ sie֒ z
operatorów mnożenia przez funkcje z C(X̃), zależne tylko od zerowej wspó lrze֒dnej:

A = {a ∈ C(X̃) : a(x̃) = a(x0), gdzie x̃ = (x0, ...) ∈ X̃}.

Jasne jest, że A ∼= C(X) i operator T generuje na X cze֒ściowe odwzorowanie α. Rzut
ST jest operatorem mnożenia przez funkcje֒ charakterystyczna֒ χ

∆̃−1
zbioru ∆̃−1, ska֒d

wynika, że

J = {a ∈ A : STa = a} ∼= CY (X),

gdzie CY (X) jest zbiorem funkcji z C(X) znikaja֒cych na zbiorze Y . Zatem hull(J) =
Y i reasumuja֒c otrzymujemy

Twierdzenie 1.34. Niech (X,α) be֒dzie dowolnym cze֒ściowym uk ladem i niech Y
be֒dzie domknie֒tym zbiorem zawieraja֒cym X \∆−1. Wtedy istnieje przestrzeń Bana-
cha E, algebra Banacha A ⊂ L(E), której widmo jest homeomorficzne z X, oraz
wzajemnie sprze֒żone cze֒ściowe izometrie S, T ∈ L(E) takie, że

i) T generuje na widmie algebry A cze֒ściowe odwzorowanie α,

ii) otoczka֒ idea lu J = {a ∈ A : STa = a} = STA ∩A jest zbiór Y .
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Uwagi do rozdzia lu 1

Zaprezentowane w podrozdziale 1.1 w lasności endomorfizmów algebr Banacha i od-
wzorowań do nich dualnych sa֒ znane. Zamieszczenie ich tutaj wraz z dowodami spo-
wodowane jest brakiem odpowiedniej referencji oraz krótkościa֒ przytoczonych wywo-
dów.

Poje֒cie cze֒ściowej izometrii w przestrzeni Banacha [Mbe04] nie jest jeszcze ter-
minem standardowym, lecz w kontekście naszych badań nad endomorfizmami algebr
Banacha operatory te sa֒ obiektami istotnymi i naturalnymi, por. uwagi pod Definicja֒
0.4.

Warunki (1.9), (1.10) w zastosowaniu do C∗-algebr pojawiaja֒ sie֒ w wielu arty-
ku lach. Liczne referencje można znaleźć w [ABL05”] i [KL07”], a pierwsza֒ praca֒,
która systematycznie omawia la takie obiekty jest [LO04]; Stwierdzenia 1.15, 1.21
oraz Twierdzenie 1.22 obecnej rozprawy sa֒ modyfikacjami odpowiednich rezultatów
z [LO04].

Szczególny przypadek Twierdzenia 1.28 dla operatorów w przestrzeni Hilberta
zosta l wykazany w [KL03], [KL08], patrz też [Kwa05’], przy za lożeniu, że A jest
C∗-algebra֒ i rzut ST = T ∗T należy do algebry A, por. Twierdzenie 1.30i). Zatem
w przeciwieństwie do otrzymanego tutaj rezultatu w [KL03], [KL08] nie wyste֒puja֒:
zależność przestrzeni X̃ od zbioru Y , por. uste֒p 1.4.1, Twierdzenie 1.30 i); oraz ewen-
tualna redukcja przestrzeni X̃, por. Przyk lad 1.31. Co wie֒cej dowód zamieszczony
w [KL03], [KL08] w zasadniczy sposób opiera sie֒ na fakcie sie֒, że każdy funkcjona l -
liniowo multiplikatywny na C∗-algebrze A przed luża sie֒ do takiegoż funkcjona lu na
dowolnej C∗-algebrze B zawieraja֒cej A – rzecz która nie ma miejsca w przypadku
algebr Banacha. Doprowadzi lo to do istotnie nowego kroku w dowodzie Twierdzenia
1.28 – odpowiednie funkcjona ly zosta ly zdefiniowane wprost, formu lami (1.20), (1.21).

Opis uk ladu (X̃, α̃), otrzymany w [KL03], po raz pierwszy pos luży l jako definicja
naturalnego rozszerzenia nieodwracalnego uk ladu dynamicznego (X,α) w [Kwa05’],
patrz też [KL08], [Kwa05”].





Rozdzia l 2

Zastosowanie metody opracowanej
w Rozdziale 1 do rodziny
odwzorowań logistycznych

W rozdziale 1 zinterpretowalísmy spektralny opis cze֒ściowego automorfizmu be֒da֒cego
przed lużeniem endomorfizmu algebry Banacha jako naturalne, odwracalne rozszerze-
nie (X̃, α̃) cze֒ściowego uk ladu dynamicznego (X,α) (Definicja 1.32). W szczególności
ważna֒ i interesuja֒ca֒ jest postać uk ladu rozszerzonego (X̃, α̃) dla klasycznych nieod-
wracalnych uk ladów dynamicznych.

W tym rozdziale przedstawimy rodzine֒ operatorów generuja֒ca֒ najbardziej znana֒
i popularna֒ rodzine֒ odwzorowań nieodwracalnych, jaka֒ jest rodzina odwzorowań lo-
gistycznych {αλ}λ∈(0,1]. Przeanalizujemy otrzymana֒ w ten sposób rodzine֒ uk ladów

rozszerzonych (X̃λ, α̃λ), λ ∈ (0, 1] i omówimy wp lyw na strukture֒ tychże uk ladów
takich dynamicznych zjawisk jak bifurkacje, chaos, czy istnienie orbity okresowej o
okresie nie be֒da֒cej pote֒ga֒ dwójki. W prezentacji widma powsta lych algebr be֒dziemy
korzystać z rezultatów rozdzia lu 1 oraz m. in. z wyników dotycza֒cych granic odwrot-
nych odwzorowań logistycznych zebranych w [BI96]. W lasności spektralne operatorów
rozważanych w tym rozdziale zostana֒ zbadane w rozdzia lach naste֒pnych.

2.1 Operatory Tλ generuja֒ce rodzine֒ odwzorowań

logistycznych: λ ∈ (0, 1]
Odwzorowaniem logistycznym (z parametrem λ) be֒dziemy nazywać odwzorowanie
kwadratowe αλ : [0, 1]→ [0, 1] postaci

αλ(x) = 4λx(1− x), gdzie 0 < λ ¬ 1,

Rysunek 2.1 (a). Literatura traktuja֒ca o zjawiskach dotycza֒cych rodziny {αλ}λ∈(0,1]
jest obszerna. Omawia je praktycznie każdy podre֒cznik wprowadzaja֒cy w teorie֒ cha-
osu [CE80], [Dev89], [BS03], [LM94], przy czym w miejsce odwzorowań αλ rozpa-
truje sie֒ czasem odwzorowania z przeskalowanym parametrem αµ(x) = µx(1 − x),
0 < µ ¬ 4, [Dev89], lub też odwzorowania kwadratowe βµ : [−1, 1] → [−1, 1] postaci

25
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βµ(x) = 1− µx2, 0 < µ ¬ 2, [CE80].
Aby zdefiniować operatory generuja֒ce odwzorowania αλ rozważmy przestrzeń Bana-
cha E = Lp(R), p ∈ [1,∞], oraz algebre֒ Banacha A operatorów mnożenia przez
funkcje a(t) okresowe o okresie 1, cia֒g le na odcinku [0, 1) i posiadaja֒ce granice֒ lewo-
stronna֒ w 1, tzn.:

a(t+ 1) = a(t), a|[0,1) ∈ C([0, 1)) oraz istnieje lim
t→1−

a(t). (2.1)

AlgebraA jest w naturalny sposób izomorficzna z algebra֒ C([0, 1]) i przestrzeń idea lów
maksymalnych X algebry A możemy utożsamić z odcinkiem [0, 1]:

X = [0, 1], A ∼= C([0, 1]).

Ustalmy λ ∈ (0, 1] i zdefiniujmy kawa lkami cia֒g la֒ funkcje֒ γλ : R→ R wzorem

γλ(x) =




4λt(1− t) + 2k, t ∈ [k, k + 1

2
)

4λt(1− t) + 2k + 1, t ∈ [k + 1
2
, k + 1)

, k ∈ Z. (2.2)

Wykres γλ powstaje z wykresu αλ poprzez
”
wycie֒cie po lówek” paraboli y = αλ(x), a

naste֒pnie taka֒ ich
”
propagacje֒” na R2, by w efekcie otrzymać wykres różnowartościo-

wego odwzorowania na R, patrz Rysunek 2.1 (b); mówia֒c dok ladniej odwzorowanie
γλ jest iniekcja֒, gdy λ < 1, a dla λ = 1, γλ jest różnowartościowe poza zbiorem miary
zero (poza zbiorem Z).

b

+

(a)

λ
y = αλ(x)

1

1

++

y = γλ(x)

(b)

1−1

1

−1

b

b

b

bc

bc

bc

bc

Rysunek 2.1: Wykres odwzorowania logistycznego αλ : [0, 1] → [0, 1] (a); Wykres
różnowartościowego odwzorowania γλ : R→ R zwia֒zanego z αλ (b).

Znormalizowany operator Tλ : L
p(R)→ Lp(R) z lożenia z funkcja֒ γλ, tj. operator

(Tλf)(t) = |γ′λ(t)|
1
pf(γλ(t)) = 2|λ(1− 2t)|

1
pf(γλ(t)), f ∈ Lp(R), (2.3)
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jest cze֒ściowa֒ izometria֒. Cze֒ściowa֒ izometria֒ sprze֒żona֒ z Tλ jest izometria Sλ dana
wzorem

(Sλf)(t) =




|(γ−1λ )′(t)|

1
pf(γ−1λ (t)), t ∈ γλ(R)

0, t /∈ γλ(R)
, f ∈ Lp(R).

W szczególności, jeśli λ = 1, to Tλ jest odwracalna֒ izometria֒ i T−1λ = Sλ.

Stwierdzenie 2.1. Dla każdego λ ∈ (0, 1] operator Tλ generuje na widmie algebry A
odwzorowanie logistyczne αλ (por. Definicja 1.19). Ponadto otoczka idea lu

J = {a ∈ A : SλTλa = a}

jest najmniejsza֒ z możliwych (por. Stwierdzenie 1.26), czyli

Y = hull(J) = X \ αλ(X) =



[λ, 1] dla λ < 1,

∅ dla λ = 1.

Dowód. Rzut SλTλ jest operatorem mnożenia przez funkcje֒ charakterystyczna֒
χγλ(R) zbioru γλ(R). W szczególności SλTλ ∈ A′ i otoczka֒ idea lu J jest zbiór Y =
hull({a ∈ A : χγλ(R)a = a}) = [λ, 1] dla λ < 1 oraz Y = ∅ dla λ = 1. Obk lada-
ja֒c operator a ∈ A (który mnoży przez funkcje֒ okresowa֒ a(t)) operatorami Tλ, Sλ
otrzymujemy operator mnożenia przez funkcje֒

(TλaSλ)(t) = a(γλ(t)) = a({γλ(t)}) = a(αλ({t})), (2.4)

gdzie {t} ∈ [0, 1) oznacza cze֒ść u lamkowa֒ liczby t ∈ R. Zatem przy utożsamieniu
widma A z odcinkiem [0, 1] operator Tλ generuje na [0, 1] odwzorowanie αλ. �

Teza powyższego stwierdzenia oznacza, że restrykcja pierwszego z naste֒puja֒cych
odwzorowań

δλ(a) := TλaSλ, δ∗,λ(a) := SλaTλ, a ∈ L(Lp(R)),

zadaje endomorfizm δλ : A → A, do którego odwzorowaniem dualnym jest odwzoro-
wanie logistyczne αλ; przy utożsamieniu A = C([0, 1]) mamy δλ(a) = a ◦ αλ, a ∈ A.
Z drugiej strony dla a ∈ A operator δ∗,λ(a) jest operatorem mnożenia przez funkcje֒

δ∗,λ(a)(t) = (SλaTλ)(t) =




a(γ−1λ (t)), x ∈ γλ(R)
0, x /∈ γλ(R)

,

która jest okresowa, ale na ogó l nie o okresie jeden, lecz dwa. Zatem odwzorowanie
δ∗,λ nie zachowuje algebry A i algebra Banacha

Bλ := span(
⋃

n∈N

SnλAT nλ ) (2.5)

jest istotnie wie֒ksza od A. Restrykcje δλ : Bλ → Bλ, δ∗,λ : Bλ → Bλ sa֒ cze֒ścio-
wymi automorfizmami (be֒da֒cymi wzajem siebie uogólnionymi odwrotnościami), por.
Twierdzenie 1.22.
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Twierdzenie 2.2. Niech λ ∈ (0, 1] i niech (X̃λ, α̃λ) be֒dzie naturalnym rozszerzeniem
uk ladu ([0, 1], αλ) zwia֒zanym ze zbiorem Y = [λ, 1], gdy λ < 1 oraz Y = ∅, gdy
λ = 1, (Definicja 1.32). Algebra Bλ jest izomorficzna z algebra֒ funkcji C(X̃λ) i przy
utożsamieniu Bλ = C(X̃λ), cze֒ściowy automorfizm δλ : Bλ → Bλ jest operatorem
z lożenia z cze֒ściowym homeomorfizmem α̃λ:

δλ(a) = a ◦ α̃λ, a ∈ Bλ = C(X̃λ).

W szczególności operator Tλ generuje na X̃λ cze֒ściowy homeomorfizm α̃λ.

Dowód. Ze Stwierdzenia 2.1, Twierdzenia 1.28 i Definicji 1.32 wynika, że prze-
strzeń idea lów maksymalnych algebry Bλ możemy utożsamić z X̃λ, a α̃λ z odwzoro-
waniem dualnym do endomorfizmu δλ : Bλ → Bλ. Ponadto algebra Bλ sk lada sie֒ z
operatorów mnożenia przez funkcje z L∞(R) i jest zamknie֒ta ze wzgle֒du na opera-
cje֒ sprze֒żenia tychże funkcji, czyli jest przemienna֒ C∗-algebra֒, a sta֒d Bλ ∼= C(X̃λ).
�

2.2 Rozszerzenia odwzorowań logistycznych gene-

rowane przez operatory Tλ

W poprzednim podrozdziale zdefiniowalísmy rodzine֒ {Tλ}λ∈(0,1] operatorów generu-
ja֒cych na widmie X = [0, 1] algebry A rodzine֒ odwzorowań logistycznych {αλ}λ∈(0,1].
W efekcie, stosuja֒c algebraiczno-operatorowa֒ metode֒ przedstawiona֒ w Rozdziale 1
otrzymalísmy, por. Twierdzenie 2.2, rodzine֒ uk ladów dynamicznych

{(X̃λ, α̃λ)}λ∈(0,1],

sk ladaja֒cych sie֒ z naturalnych rozszerzeń elementów rodziny {([0, 1], αλ)}λ∈(0,1]: ope-
rator Tλ generuje na przestrzeni idea lów maksymalnych algebry Bλ, danej wzorem
(2.5), uk lad dynamiczny (X̃λ, α̃λ), a odwzorowanie Φ : X̃λ → [0, 1] dualne do zanu-
rzenia A ⊂ Bλ jest suriekcja֒ taka֒, że diagram

X̃λ
α̃λ−−−→ X̃λ

Φ

y
yΦ

[0, 1]
αλ−−−→ [0, 1]

jest przemienny (por. uwagi na stronie 21). Podkreślmy, że wraz ze zmiana֒ parametru
λ ∈ (0, 1] zmianie podlega nie tylko dynamika cze֒ściowego homeomorfizmu α̃λ, lecz
również topologia przestrzeni X̃λ. Szczegó lowe omówienie takich zmian jest celem
niniejszego rozdzia lu. Zanim to jednak nasta֒pi opiszemy ogólna֒ struktura֒ uk ladów
(X̃λ, α̃λ), λ ∈ (0, 1]. Ważna֒ role֒ pe lnić tu be֒da֒ poje֒cia teorii continuów, zacznijmy
wie֒c od ustalenie odpowiedniego nazewnictwa, por. np. [Nad92].

Definicja 2.3. Przez continuum be֒dziemy rozumieć spójna֒ oraz zwarta֒ przestrzeń
metryczna֒. Continuum be֒dziemy nazywać
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i) rozk ladalnym, jeśli można je przedstawić jako sume֒ dwu w laściwych podconti-
nuów,

ii) nierozk ladalnym, jeśli ma co najmniej dwa punkty i nie jest continuum rozk la-
dalnym,

iii) we֒żowym (ang. snake-like lub arc-like continuum), jeśli jest ono homeomorficzne
z granica֒ odwrotna֒ cia֒gu odwrotnego sk ladaja֒cego sie֒ z cia֒g lych odwzorowań
odcinka, por. [Nad92, 12.19].

Na mocy Twierdzenia 1.30 ii), dla każdego λ ∈ (0, 1], widmo X̃λ algebry Bλ zawiera
continuum we֒żowe X∞ = lim←−−([0, 1], αλ). Cze֒sto be֒da֒ to continua nierozk ladalne, co

wynika z rezultatu M. Barge’a i J. Martin’a [BM85], który mówi, że dla każdego
cia֒g lego odwzorowania odcinka α posiadaja֒cego orbite֒ okresowa֒ o okresie nie be֒da֒-
cym pote֒ga֒ dwójki, granica odwrotna lim←−−([0, 1], α) zawiera continuum nierozk ladalne

(por. Twierdzenie 2.7). Jednym z najbardziej znanych continuów nierozk ladalnych,
a zarazem nietrywialnym przyk ladem continuum we֒żowego, jest continuum Browera-
Janiszewskiego-Knastera, Rysunek 2.2.

2.2.1 Struktura uk ladu rozszerzonego (X̃λ, α̃λ) dla λ < 1

Niech λ < 1. W świetle Twierdzenia 2.2 oraz uwagi pod Definicja֒ 1.32 przestrzeń X̃λ
sk lada sie֒ z podzbioru X∞ be֒da֒cego granica֒ odwrotna֒ lim←−−(X,αλ) oraz przeliczalnej
rodziny zbiorów postaci

XN = {(x0, ..., xN , 0, 0, ...) ∈ X̃λ : xN ∈ [λ, 1]}, N ∈ N.

Zbiory XN sa֒  lukami , tzn. sa֒ homeomorficzne z odcinkiem domknie֒tym: XN ∼= [λ, 1].

Twierdzenie 2.4. Dla λ < 1 przestrzeń idea lów maksymalnych X̃λ algebry Bλ sk lada
sie֒ z continuum we֒żowego X∞ = lim←−−(X,αλ) oraz przeliczalnej ilości  luków XN ta-
kich, że

lim
n→∞

XN = X∞,

gdzie zbieżność zachodzi w metryce Hausdorffa. W szczególności

X̃λ =
⋃

n∈N

XN ∪X∞ =
⋃

n∈N

XN .

Odwzorowanie α̃λ generowane przez Tλ na X̃λ przekszta lca  luk XN homeomorficznie
na  luk XN+1, natomiast na X∞ = lim←−−(X,αλ), α̃λ jest homeomorfizmem indukowa-

nym przez αλ (Definicja 1.24).

Dowód. Potrzebujemy wykazać równość limn→∞XN = X∞, która (patrz np.
[Nad92, Tw. 4.11]) jest równoważna naste֒puja֒cym dwu inkluzjom

lim supXN = {x̃ ∈ X̃λ : ∀x̃∈U otwarty ∀M∈N ∃N>M U ∩XN 6= ∅} ⊂ X∞,

X∞ ⊂ lim infXN = {x̃ ∈ X̃λ : ∀x̃∈U otwarty ∃M∈N ∀N>M U ∩XN 6= ∅}.
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Jeśli za lożymy, że x̃ ∈ lim supXN oraz x̃ ∈ XN0 , dla pewnego N0 ∈ N, to biora֒c
U = XN0 oraz M = N0 otrzymujemy sprzeczność, co dowodzi pierwszej inkluzji.
By wykazać druga֒ inkluzje֒ weźmy punkt x̃ = (x0, ..., xN0 , ...) ∈ X∞ i jego otoczenie
U . Bez straty ogólności możemy za lożyć, iż

U = {ỹ = (y0, ..., yN0 , ...) ∈ X̃λ : yN0 ∈ (xN0 − ε, xN0 + ε)}.

Zauważmy, że istnieje takie n0 ∈ N, że αn0λ ([λ, 1]) = [0, λ]. Istotnie, jeśli λ ¬ 1
2
,

to αλ([λ, 1]) = [0, λ], jeśli natomiast λ > 1
2
, to dla pewnego n0, α

n0
λ (λ) >

1
2
, ska֒d

αn0λ ([λ, 1]) = [0, λ]. K lada֒c M = N0 + n0, dla każdego N > M mamy U ∩XN 6= ∅, a
sta֒d x̃ ∈ lim infXN . �

Z powyższego twierdzenia wynika, że istotna֒ cze֒ść uk ladu (X̃λ, α̃λ) stanowi podu-
k lad (X∞, α̃λ) sk ladaja֒cy sie֒ z granicy odwrotnej oraz homeomorfizmu indukowanego
przez αλ. Posiadaja֒c opis poduk ladu (X∞, α̃λ) można  latwo otrzymać opis ca lego
uk ladu (X̃λ, α̃λ): wystarczy do la֒czyć do X∞ cia֒g  luków {XN}N∈N zbiegaja֒cych do
przestrzeni X∞ i przed lużyć α̃λ tak, by przesuwa lo homeomorficznie  luki XN w kie-
runku X∞. Ta uwaga jest niezmiernie ważna, ponieważ wiele faktów dotycza֒cych
uk ladów typu ( lim←−−(X,αλ), α̃λ), λ ∈ (0, 1], jest znanych [BI96] i możemy je wykorzy-

stać do opisu uk ladów (X̃λ, α̃λ), λ ∈ (0, 1].

2.2.2 Uk lad rozszerzony dla λ = 1. B-J-K continuum.

Dla λ = 1 odwzorowanie α1 jest suriekcja֒ i przestrzeń X̃1 jest po prostu granica֒ od-
wrotna֒ lim←−−([0, 1], α1) pe lnego odwzorowania logistycznego α1(x) = 4x(1 − x), por.

Twierdzenie 1.30 iv). Przestrzeń X̃1 = lim←−−(X,α1) jest jednym z najbardziej znanych
continuów nierozk ladalnych zwanym continuum Brouwera-Janiszewskiego-Knastera,
w skrócie B-J-K continuum [BI96], [Nad92], [Kur97], [Wat82]. Homeomorficzny obraz
X̃1 na p laszczyźnie można otrzymać [Kur97]  la֒cza֒c punkty zbioru Cantora pó lokre֒-
gami w sposób pokazany na Rysunku 2.2 (a).

(a) (b)

0 1
3

2
3

1 0 8
4

6

2

1

7

5

3

Rysunek 2.2: Continuum Brouwera-Janiszewskiego-Knastera.

Odwzorowanie logistyczne α1(x) = 4x(1− x) jest topologicznie sprze֒żone z odwzoro-
waniem trójka֒tnym αT (x) = 1− |2x− 1| i B-J-K continuum cze֒ściej bywa rozpatry-
wane jako granica odwrotna lim←−−(X,αT ) [Nad92], [Wat82]. Wtedy istnieje wygodna
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parametryzacja kompozanty punktu (0, 0, 0, ...) B-J-K continuum, poprzez nieujemne
liczby rzeczywiste [Wat82], patrz Rysunek 2.2 (b), przy której homeomorfizmy indu-
kowane α̃1, α̃T przyjmuja֒ postać

α̃1(t) =




2k + α({t}), t ∈ [k, k + 1

2
)

2(k + 1)− α({t}), t ∈ [k + 1
2
, k + 1)

, α̃T (t) = 2t, (2.6)

gdzie {t} oznacza cze֒ść u lamkowa֒ liczby t. Oczywíscie uk lady (X̃1, α̃1) oraz (X̃1, α̃T )
sa֒ topologicznie sprze֒żone. Rozważania te daja֒ pewne wyobrażenie o dynamice uk ladu
(X̃λ, α̃λ) dla λ = 1.

Twierdzenie 2.5. Algebre֒ B1 możemy utożsamić z algebra֒ funkcji C(X̃1) na B-J-K
continuum X̃1, Rysunek 2.2 (a). Wtedy automorfizm δ1 : B1 → B1 staje sie֒ operatorem
z lożenia z homeomorfizmem α̃1 : X̃1 → X̃1, który przy parametryzacji przedstawionej
na Rysunku 2.2 (b) przyjmuje postać (2.6).

Ponadto nierozk ladalność X̃1 oznacza, iż algebra B1 ma naste֒puja֒ca֒ w lasność:
jeżeli I1, I2 sa֒ idea lami w B1 takimi, że B1/Ii nie zawiera nietrywialnych idempotentów
dla i = 1, 2, to

I1 ∩ I2 = {0} =⇒ I1 = {0} lub I2 = {0}.

Dowód. Pierwsza cze֒ść tezy wynika z Twierdzenia 2.2. By wykazać druga֒ cze֒ść
tezy zauważmy, że idea ly I1, I2 w C(X̃1) sa֒ we wzajemnie jednoznacznej odpowied-
niości z domknie֒tymi podzbiorami X̃1, gdzie dla i = 1, 2 mamy

Ii = CYi(X̃1), Yi = hull(Ii) ⊂ X̃1.

Algebra C(X̃1)/Ii ∼= C(Yi) nie posiada nietrywialnych idempotentów wtedy i tylko
wtedy, gdy Yi jest zbiorem spójnym, czyli gdy Yi jest podcontinuum X̃1. Sta֒d, że I1∩
I2 = CY1∪Y2(X̃1), warunek I1∩ I2 = {0} jest równoważny równości Y1∪Y2 = X̃1 i tym
samym opisana w lasność algebry B1 jest równoważna nierozk ladalności continuum
X̃1. �

2.2.3 Granica Feigenbauma λ∞

Niech λ1 =
3
4
, λ2 =

1+
√
6
4
≈ 0.862, λ3, ..., be֒dzie cia֒giem wartości parametru λ

odpowiadaja֒cych pierwszej kasakadzie bifurkacji podwojenia okresu orbity stabil-
nej uk ladu ([0, 1], αλ) [CE80], [Dev89]. Jest to cia֒g rosna֒cy, a jego granica λ∞ =
limn→∞ λn ≈ 0.89249 nazywana jest granica֒ Feigenbauma, patrz Rysunek 2.3, [BI96],
[CE80], [Dev89]. Wartość λ∞ dzieli przedzia l zmienności parametru λ na przedzia ly
(0, λ∞) oraz (λ∞, 1] odpowiadaja֒ce odpowiednio dynamice regularnej oraz dynamice
chaotycznej uk ladu ([0, 1], αλ). Przej́scie do

”
chaosu” znajduje znakomite odbicie w

strukturze algebry Bλ oraz jej przestrzeni idea lów maksymalnych X̃λ.

Twierdzenie 2.6. Dla parametru λ ∈ (0, 1] naste֒puja֒ce warunki sa֒ równoważne

i) λ > λ∞,

ii) widmo X̃λ algebry Bλ zawiera continuum nierozk ladalne,
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iii) istnieje idea l w laściwy J w pewnym ideale maksymalnym algebry Bλ taki, że
algebra B := Bλ/J nie zawiera nietrywialnych idempotentów i dla każdych dwu
idea lów I1, I2 w B takich, że B/I1, B/I2 nie zawieraja֒ nietrywialnych idempo-
tentów, zachodzi

I1 ∩ I2 = {0} =⇒ I1 = {0} lub I2 = {0}.

Dowód. Równoważność i) i ii) wynika z Twierdzenia 2.4 oraz [BI96, Tw. 3, 4, 7].
W dowodzie Twierdzenia 2.5 pokazalísmy, że warunek iii) jest równoważny warunkowi
ii). W szczególności zdanie

”
J jest idea lem w laściwym pewnego idea lu maksymalnego

Bλ” jest równoważne zdaniu
”
zbiór Z = hull(J) zawiera co najmniej dwa punkty”.

�

λ1 λ2 λ∞

µ2 µ1

1

Rysunek 2.3: Diagram bifurkacyjny dla λ ∈ [0, 74; 1].

2.3 Pierwsza kaskada bifurkacji: λ ∈ (0, λ∞]

Dla λ ∈ (0, λ∞), gdzie λ∞ jest granica֒ Feigenbauma, dynamika uk ladu ([0, 1], αλ) jest
ca lkowicie zrozumia la: istnieje n ∈ N takie, że αλ posiada dok ladnie jedna֒ stabilna֒
orbite֒ okresowa֒ o okresie 2n, po jednej niestabilnej orbicie okresowej o okresie 2k, dla
k = 0, ..., n − 1, oraz co najwyżej dwa niestabilne punkty sta le. Zwie֒kszaja֒c λ od 0
do λ∞ liczba n skokowo wzrasta i każdy taki skok nazywamy bifurkacja֒ podwojenia
okresu orbity stabilnej odwzorowania αλ. Przypomnijmy, iż wartości parametru λ, w
których zachodza֒ kolejne bifurkacje tworza֒ rosna֒cy cia֒g λ1 =

3
4
, λ2, λ3, ..., zbieżny

do λ∞ ≈ 0.89249. W szczególności okres orbity stabilnej αλ, dla λ ∈ (0, λ∞), rośnie
zgodnie z porza֒dkiem Szarkowskiego [BS03], [Dev89].

Twierdzenie 2.7 (Twierdzenie Szarkowskiego). Relacja
”
⊳” zdefiniowana na

zbiorze dodatnich liczb ca lkowitych warunkiem:

n1 ⊳ n2 ⇐⇒ dla dowolnego cia֒g lego odwzorowania odcinka [0, 1]
istnienie orbity okresowej o okresie n2 pocia֒ga
istnienie orbity okresowej o okresie n1
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jest relacja֒ porza֒dku liniowego oraz

1 ⊳ 2 ⊳ 4 ⊳ ... ⊳ 2n ⊳ ...

...

⊳ 2m(2n+ 1) ⊳ ... ⊳ 7 · 2m ⊳ 5 · 2m ⊳ 3 · 2m ⊳ ...
...

⊳ 2(2n+ 1) ⊳ ... ⊳ 14 ⊳ 10 ⊳ 6 ⊳ ...

⊳ (2n+ 1) ⊳ ... ⊳ 7 ⊳ 5 ⊳ 3.

Wyobraźmy sobie teraz, iż zwie֒kszaja֒c powoli parametr λ od 0 do λ∞ obserwujemy
przestrzeń idea lów maksymalnych

X̃λ =
⋃

n∈N

XN ∪X∞

algebry Bλ (patrz Twierdzenie 2.4). Za lóżmy też, że zachodza֒ce w X̃λ zmiany ogla֒-
damy z pozycji przestrzeni X = [0, 1], to znaczy patrza֒c na punkt x̃ = (x0, x1...) ∈ X̃λ
potrafimy odczytać x0 ∈ [0, 1]. Taki punkt widzenia pozwoli nam dok ladnie zrozumieć
jak zmiana parametru λ wp lywa na zmiane֒ topologii przestrzeni X̃λ.
Innymi s lowy be֒dziemy budować obraz X̃λ za pomoca֒ rzutu

Φ(x0, x1, ...) = x0, (x0, x1, ...) ∈ Xλ

(por. strona 21). Przy czym, jako że odwzorowanie Φ nie jest różnowartościowe, może
np. kilkakrotnie

”
nawijać”  luk XN na pewien odcinek, aby otrzymać homeomorficzny

obraz X̃λ trzeba modyfikować Φ poprzez
”
doklejanie” kopii odpowiednich odcinków.

W ten sposób można skonstruować homeomorfizm X̃λ na pewien podzbiór p laszczy-
zny, por. [Kwa05”]. Tutaj ograniczymy sie֒ jednak tylko do omówienia rezultatów tej
procedury, której ślad pozostawimy na rysunkach przestrzeni X̃λ oznaczaja֒c punkty
x̃ ∈ X̃λ przez ich zerowe wspó lrze֒dne Φ(x̃) ∈ X. Zasadnicza֒ role֒ odgrywać be֒dzie tu
orbita {qn}n∈N punktu krytycznego odwzorowania αλ:

qn = α
n
λ

(
1

2

)
, n ∈ N.

Zacznijmy od parametru λ nieznacznie wie֒kszego od zera (mniejszego niż 1
4
), patrz

Rysunek 2.4 (a). Wtedy jedynym punktem okresowym odwzorowania αλ jest stabilny
punkt sta ly 0 i wszystkie punkty odcinka [0, 1] monotonicznie do niego zbiegaja֒, m.
in.:

q1 > q2 > q3 > ...., lim
n→∞ qn = 0.

W konsekwencji przestrzeń X̃λ sk lada sie֒ z jednoelementowego zbioru X∞, zawiera-
ja֒cego punkt sta ly, oraz zbiegaja֒cych doń  luków XN , patrz Rysunek 2.5 (a). Wraz ze
wzrostem parametru λ d lugość odcinków [0, qN ] rośnie,  luki XN coraz wolniej zbiegaja֒
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Rysunek 2.4: Wykres αλ dla parametru 0 < λ ¬ 1
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Rysunek 2.5: Dynamika uk ladu (X̃λ, α̃λ), gdy 0 < λ ¬ 1
4

(a); 1
4
< λ ¬ 1

2
(b).

do punktu X∞. Aż w końcu, gdy λ przekracza wartość 1
4

punkt 0 traci stabilność na
rzecz nowopowsta lego punktu sta lego ω1,1 > 0:

q1 > q2 > q3 > ..., lim
n→∞ qn = ω1,1 > 0,

patrz Rysunek 2.4 (b). Zbiór X∞ staje sie֒  lukiem, który odpowiada odcinkowi [0, ω1,1]
i wraz ze wzrostem λ staje sie֒ coraz d luższy, patrz Rysunek 2.5 (b). Kiedy λ osia֒ga
wartość 1

2
wszystkie odcinki [0, qn] oraz [0, ω1,1] zrównuja֒ sie֒ do [0, 1

2
] i przestrzeń

X̃λ przyjmuje kszta lt
”
drabiny”, w której każdy stopień ma równa֒ d lugość. Gdy λ

przekracza 1
2

orbita punktu krytycznego traci monotoniczność:

q1 > q3 > q5 > ... > ω1,1 > ... > q4 > q2, lim
n→∞ qn = ω1,1,

patrz Rysunek 2.6 (a). Na jednym z końców  luki XN zaczynaja֒ sie֒
”
wić”: dla N > 1

każdy  luk XN , ma N − 1 zgie֒ć, natomiast  luk X∞ ma ich nieskończenie wiele, patrz
Rysunek 2.7 (a).
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Rysunek 2.6: Wykres αλ dla parametru 1
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< λ ¬ 3
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Rysunek 2.7: Dynamika uk ladu (X̃λ, α̃λ), gdy 1
2
< λ ¬ 3

4
(a); 3

4
< λ ¬ 1+

√
6
4

(b).

Gdy λ przekracza wartość λ1 =
3
4
, Rysunek 2.6 (b), naste֒puje pierwsza bifurkacja.

Punkt ω1,1 traci stabilność
”
rodza֒c” orbite֒ stabilna֒ {ω2,1, ω2,2} o okresie 2 i wtedy

q1 > q3 > ... > ω2,1 > ω1,1 > ω2,2 > ... > q4 > q2, lim
n→∞ q2n+i = ω2,i,

gdzie i = 1, 2. Oznacza to, patrz Rysunek 2.7 (b), że w zbiorze X∞ w miejsce punktu
odpowiadaja֒cego ω1,1 pojawia sie֒  luk odpowiadaja֒cy odcinkowi [ω2,1, ω2,2], czyli pod-
przestrzeń X∞ staje sie֒ klasycznym sin( 1

x
)-continuum. Dla wartości leża֒cej mniej

wie֒cej w po lowie przedzia lu (3
4
, 1+

√
6
4
] = (λ1, λ2] orbita {ω2,1, ω2,2} staje sie֒ supersta-

bilna, tzn. pokrywa sie֒ z orbita֒ punktu krytycznego. D lugości wszystkich odcinków

”
doklejonych” zrównuja֒ sie֒: |qk+1− qk| = ω2,1−ω2,1, k > 0, i przestrzeń X̃λ przyjmuje

bardziej harmonijna֒ forme֒. Zwie֒kszaja֒c dalej λ orbita punktu krytycznego zbiega do
orbity stabilnej w sposób mniej regularny:

q1 > q5 > ... > ω2,1 > ... > q7 > q3 q4 > q8 > ... > ω2,2 > ... > q6 > q2.

Na poziomie podprzestrzeni X∞ ⊂ X̃λ, patrz Rysunek 2.8, powoduje to
”
zaburze-

nia” wokó l punktów okresowych, które przy rzucie Φ przechodza֒ na punkty orbity
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Rysunek 2.8: Continuum we֒żowe X∞ ⊂ X̃λ dla parametru λ zbliżaja֒cego sie֒ z lewej
strony do wartości λ2 =

1+
√
6
4
≈ 0.862, w której zachodzi druga bifurkacja.

{ω2,1, ω2,2}. Continuum X∞ zaczyna sie
”
wić” na końcach odpowiadaja֒cych punktom

ω2,1, ω2,2.

Gdy λ przekracza wartość λ2 =
1+
√
6
4

naste֒puje druga bifurkacja. Orbita {ω2,1, ω2,2}
traci stabilność na rzecz nowopowsta lej orbity {ω4,1, ω4,2, ω4,3, ω4,4} o okresie 4. Na

poziomie przestrzeni X̃λ, patrz Rysunek 2.9, objawia sie֒ to tym, iż punkty okresowe
w zbiorze X∞ odpowiadaja֒ce punktom ω2,1 i ω2,2 zmieniaja֒ sie w  luki odpowiadaja֒ce
odcinkom [ω4,1, ω4,3] i [ω4,2, ω4,4]:

Przestrzeń idea lów maksymalnych X̃λ algebry Bλ dla parametru λ ∈ (λ2, λ3]
sk lada sie֒ z continuum we֒żowego X∞ przedstawionego na Rysunku 2.9 oraz
cia֒gu  luków {XN}N∈N zbiegaja֒cego do X∞ w metryce Hausdorffa.

Dalej schemat sie֒ powtarza. Dla λ leża֒cego mniej wie֒cej w po lowie przedzia lu
(λ2, λ3] orbita {ω4,1, ω4,2, ω4,3, ω4,4} staje sie֒ superstabilna i wtedy przestrzeń X∞
przyjmuje najbardziej regularny kszta lt. Naste֒pnie continuum X∞ zaczyna sie֒

”
wić”

wokó l punktów odpowiadaja֒cych orbicie {ω4,1, ω4,2, ω4,3, ω4,4}, aż w końcu, gdy λ prze-
kroczy λ3, każdy z nich zostanie zasta֒piony przez  luk. I tak dalej, por. Rysunek 2.10.

Aby wyrazić powyższy opis formalnie po lóżmy λ−1 = 0, λ0 =
1
4

i przypomnijmy,
iż λ1 =

3
4
, λ2, λ3, ..., jest cia֒giem wartości parametru λ w których αλ ulega zjawisku

bifurkacji. Promieniem be֒dziemy nazywać przestrzeń topologiczna֒ homeomorficzna֒
z odcinkiem (0, 1]. Natomiast poje֒cie końca odcinka uogólniamy definiuja֒c koniec
przestrzeni topologicznej X jako punkt p ∈ X, którego dowolne otoczenie U otwarte
zawiera takie podotoczenie otwarte V ⊂ U , że brzeg zbioru V sk lada sie֒ z jednego
punktu, patrz np. [Nad92]. Podprzestrzeń X∞ = lim←−−(X,αλ) ⊂ X̃λ dla λ < λ∞ jest
dana naste֒puja֒ca֒ formu la֒ indukcyjna֒.

Twierdzenie 2.8. [BI96, Twierdzenie 3] Jeśli λ ∈ (λn, λn+1], n ∈ N, to continuum
lim←−−(X,αλ) jest domknie֒ciem promienia R takiego, że lim←−−(X,αλ) \R jest suma֒ dwu



Rozprawa Doktorska 37

kopii przestrzeni lim←−−(X,αλ′), dla parametru λ′ ∈ (λn−1, λn], przecinaja֒cych sie֒ w
jednym punkcie be֒da֒cym końcem obu tych kopii.

Teraz jesteśmy gotowi, by przysta֒pić do pe lnego opisu uk ladu (X̃λ, α̃λ) dla para-
metru λ leża֒cego w przedziale (3

4
, λ∞) =

⋃∞
n=1(λn, λn+1]. Dla λ ∈ (0, 3

4
] uk lad taki

przedstawiony jest na Rysunkach 2.5, 2.7.

Twierdzenie 2.9. Niech Tλ operatorem danym wzorem (2.3), a Bλ algebra֒ dana֒
wzorem (2.5). Jeśli λ ∈ (λn, λn+1], n ∈ N+, to

i) przestrzeń idea lów maksymalnych X̃λ algebry Bλ sk lada sie֒ z continuum we֒żo-
wego X∞ oraz cia֒gu  luków {XN}N∈N zbieżnego w metryce Hausdorffa do X∞,
gdzie

X∞ = R ∪ (R1,1 ∪R1,2) ∪ ... ∪ (Rn−1,1 ∪ ... ∪Rn−1,2n−1) ∪ (I1 ∪ ... ∪ I2n−1)
jest suma֒ 2n− 1 promieni R, Rk,i, k = 1, ..., n− 1, i = 1, ..., 2k, oraz 2n−1  luków
Ii, i = 1, ..., 2

n−1. Co wie֒cej domknie֒cie R pokrywa sie֒ z X∞ oraz

Rk,i =
n−k−1⋃

j=0

2j−1⋃

l=0

Rk+j,i+l·2k ∪
2n−k−1−1⋃

l=0

Ii+l·2k , k = 1, ..., n− 1, i = 1, ..., 2k,

por. Rysunek 2.10.

ii) Cze֒ściowy homeomorfizm α̃λ generowany przez Tλ na widmie X̃λ, przeprowadza
 luk XN na  luk XN+1, N ∈ N. Na continuum X∞, α̃λ jest homeomorfizmem,
który zachowuje R, permutuje cyklicznie  luki Ii, oraz dla każdego ustalonego
k = 1, ..., n− 1 promienie Rk,i:

α̃λ(I1) = I2, ..., α̃λ(I2n) = I1, α̃λ(Rk,1) = Rk,2, ..., α̃λ(Rk,2k) = Rk,1.

Ponadto, wszystkie promienie R, Rk,i oraz  luki Ii sa֒ parami roz la֒czne za wyja֒tkiem
naste֒puja֒cych przecie֒ć

Rk,i ∩Rk,2k−1+i = {ω̃2k−1,i}, k = 1, ...n− 1, i = 1, ...2k−1,
tworza֒cych orbity okresowe {ω̃2k,1, ...ω̃2k,2k} o okresie 2k, k = 1, ..., n−2. Środki  luków
Ii tworza֒ orbite֒ okresowa֒ {ω̃2n−1,1, ...ω̃2n−1,2n−1} o okresie 2n−1, a końce  luków Ii tworza֒
orbite֒ okresowa֒ {ω̃2n,1, ...ω̃2n,2n} o okresie 2n.

Dowód. W stosunku do przestrzeni X̃λ wystarczy zastosować Twierdzenia 2.4,
2.8. Natomiast dynamike֒ α̃λ na X∞ można odczytać z dowodu Twierdzenia 3 z [BI96],
porównaj też [BI96, Paragraf 6]. �

Nieskończony cia֒g bifurkacji podwojenia continuum X∞ = lim←−−(X,αλ) opisany w

Twierdzeniu 2.8 ma naste֒puja֒ce odbicie w strukturze przestrzeni X̃λ dla λ osia֒gaja֒-
cego granice֒ Feingenbauma λ∞.

Twierdzenie 2.10. Dla parametru λ = λ∞ przestrzeń idea lów maksymalnych X̃λ
algebry Bλ ma te֒ w lasność, że każde podcontinuum X̃λ nie be֒da֒ce punktem jest roz-
k ladalne. Ponadto Xλ posiada tylko cztery topologicznie różne podcontinua: punkty,
 luki, kopie przestrzeni X∞ oraz sumy dwóch kopii przestrzeni X∞ przecinaja֒cych sie֒
w jednym punkcie be֒da֒cym końcem obu kopii.

Dowód. Zastosować Twierdzenie 2.4 oraz [BI96, Tw. 7]. �
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Rysunek 2.9: Continuum we֒żowe X∞ ⊂ X̃λ po drugiej bifurkacji (zanurzone w prze-
strzeni trójwymiarowej Oxyz).
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Rysunek 2.10: Podprzestrzeń X∞ ⊂ X̃λ po czwartej bifurkacji (przedstawienie sche-
matyczne).

2.4 Wartości parametru odpowiadaja֒ce dynamice

chaotycznej: λ ∈ (λ∞, 1]
Dla parametru λ > λ∞ dynamika uk ladu ([0, 1], αλ) jest chaotyczna i dotychczas
zdobyta wiedza na temat odwzorowań {αλ}λ>λ∞ nie jest pe lna. Mimo to,w obec-
nym podrozdziale, przedstawimy pewne intryguja֒ce rezultaty daja֒ce ogólny ogla֒d na
strukture֒ rozważanych uk ladów. Wiemy już na przyk lad, że dla λ > λ∞, X̃λ zawiera
continua nierozk ladalne (Twierdzenie 2.6), a dla λ = 1, X̃λ jest B-J-K continuum,
patrz Rysunek 2.2. Okazuje sie֒ że istnieje cia֒g wartości parametru λ, w których je-
dynymi podcontinuami nierozk ladalnymi X̃λ sa֒ B-J-K continua.

2.4.1 Kaskada podwojenia B-J-K continuum

Rozważmy cia֒g µ0 = 1, µ1, µ2, ..., wartości parametru λ, w których diagram bifurkacji

”
rozdwaja sie֒” (jest

”
suma֒”dwu w lasnych kopii). Jest to maleja֒cy cia֒g zbieżny do λ∞,

patrz Rysunek 2.3. Formalnie µn można zdefiniować jako rozwia֒zanie naste֒puja֒cego
równania

α2
n

λ (λ) = (najwie֒kszy punkt sta ly dla α2
n−1

λ ),

patrz [BI96], [CE80]. Dla cia֒gu {µn}n∈N zachodzi indukcyjna procedura zaskakuja֒co
podobna do tej zawartej w Twierdzeniu 2.8.

Twierdzenie 2.11. [BI96, Twierdzenie 6] Dla n ∈ N+ continuum lim←−−(X,αµn) jest

domknie֒ciem promienia R takiego, że lim←−−(X,αµn)\R jest suma֒ dwu kopii przestrzeni

lim←−−(X,αµn−1) przecinaja֒cych sie֒ w jednym punkcie be֒da֒cym ich końcem.

Powyższe twierdzenie wraz z Twierdzeniami 2.4, 2.5 mówi, że dla λ = µ1 prze-
strzeń X̃λ sk lada sie֒ z cia֒gu  luków {XN}N∈N zbiegaja֒cych do continuum we֒żowego
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X∞ be֒da֒cego suma֒ dwu kopi B1, B2 B-J-K continuum oraz promienia R, patrz Ry-
sunek 2.11 (a). Cze֒ściowy homeomorfizm α̃λ przekszta lca  luk XN na XN+1, N ∈ N,
a dynamika α̃λ na X∞ przedstawia sie֒ naste֒puja֒co: koniec promienia R jest punk-
tem sta lym, pozosta le punkty R

”
przesuwaja֒” sie֒ po R w kierunku continuów B1,

B2. Punkty zbioru B1 ”
przerzucane” sa֒ na punkty zbioru B2 i vice versa. Przecie֒cie

B1 ∩B2 jest punktem sta lym.
Analogicznie, dla λ = µ2, Rysunek 2.11 (b), continuum we֒żowe X∞ ⊂ X̃λ sk lada sie֒

R R

(b)(a)

B1

B2

B1

B3
B2

B4

R2R1

Rysunek 2.11: Podprzestrzeń X∞ ⊂ X̃λ dla parametru: λ = µ1 (a); λ = µ2 (b).

z czterech kopii B1, B2, B3, B4, B-J-K continuum oraz trzech promieni R, R1, R2.
Koniec promienia R jest punktem sta lym, natomiast pozosta le punkty R odwzoro-
wanie α̃λ przesuwa po R w kierunku continuów Bi i promieni Ri. Punkty z R1, α̃λ
przeprowadza na punkty z R2 i vice versa. Przecie֒cie R1 ∩ R2 jest punktem sta lym.
Continua Bi sa֒ cyklicznie permutowane

α̃λ(B1) = B2, α̃λ(B2) = B3, α̃λ(B3) = B4, α̃λ(B4) = B1,

a punkty B1 ∩B3 oraz B2 ∩B4 tworza֒ orbite֒ okresowa֒ o okresie 2.
Ogólnie dla λ = µn otrzymujemy opis uk ladu rozszerzonego (X̃λ, α̃λ), który różni
sie֒ od opisu zawartego w Twierdzeniu 2.9 jedynie tym, że  luki zasta֒pione sa֒ B-J-K
continuami, por. Rysunek 2.12.

Twierdzenie 2.12. Niech Tλ operatorem danym wzorem (2.3), a Bλ algebra֒ dana֒
wzorem (2.5). Jeśli λ = µn, n ∈ N+, to

i) przestrzeń idea lów maksymalnych X̃λ algebry Bλ sk lada sie֒ z continuum we֒żo-
wego X∞ oraz cia֒gu  luków {XN}N∈N zbieżnego w metryce Hausdorffa do X∞,
gdzie

X∞ = R ∪ (R1,1 ∪R1,2) ∪ ... ∪ (Rn−1,1 ∪ ... ∪Rn−1,2n−1) ∪ (B1 ∪ ... ∪B2n)
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jest suma֒ 2n − 1 promieni R, Rk,i, k = 1, ..., n− 1, i = 1, ..., 2k, oraz 2n B-J-K
continuów Bi, i = 1, ..., 2

n. Co wie֒cej domknie֒cie R pokrywa sie֒ z X∞ oraz

Rk,i =
n−k−1⋃

j=0

2j−1⋃

l=0

Rk+j,i+l·2k ∪
2n−k−1⋃

l=0

Bi+l·2k , k = 1, ..., n− 1, i = 1, ..., 2k,

por. Rysunek 2.12.

ii) Cze֒ściowy homeomorfizm α̃λ generowany przez Tλ na widmie X̃λ, przeprowadza
 luk XN na  luk XN+1, N ∈ N. Na continuum X∞, α̃λ jest homeomorfizmem,
który zachowuje R, permutuje cyklicznie continua Bi, oraz dla każdego ustalo-
nego k = 1, ..., n− 1 promienie Rk,i:

α̃λ(B1) = B2, ..., α̃λ(B2n) = B1, α̃λ(Rk,1) = Rk,2, ..., α̃λ(Rk,2k) = Rk,1.

Ponadto, wszystkie promienie R, Rk,i i continua Bi sa֒ parami roz la֒czne za wyja֒tkiem
naste֒puja֒cych przecie֒ć

Rk,i ∩Rk,2k−1+i = {ω̃2k−1,i}, i = {1, ...2k−1},

Bi ∩B2n−1+i = {ω̃2n−1,i} i = {1, ...2n−1},
tworza֒cych orbity {ω̃2k,1, ...ω̃2k,2k} okresowe o okresie 2k, k = 1, ..., n− 1.

Dowód. Teza wynika z Twierdzeń 2.4, 2.5 oraz indukcyjnie zastosowanego Twier-
dzenia 2.11; patrz też dowód Twierdzenia 6 z [BI96]. �
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Rysunek 2.12: Podprzestrzeń X∞ ⊂ X̃λ dla λ = µ4 (przedstawienie schematyczne).
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2.4.2 Okna stabilnych orbit okresowych o okresach nieparzy-
stych

µ1 η1 ν1η2η3 1

Rysunek 2.13: Diagram bifurkacyjny dla λ ∈ [0, 91; 1].

Niech (ηn, νn] be֒dzie przedzia lem wartości parametru λ, w którym odwzorowanie
αλ ”

po raz pierwszy” posiada stabilna֒ orbite֒ okresowa֒ o okresie 2n + 1. Cia֒gi ηn, νn
zbiegaja֒ maleja֒co do µ1, patrz Rysunek 2.13. Zwróćmy uwage֒, że przechodza֒c z λ od
przedzia lu (ηn, νn] do (ηn+1, νn+1] zmniejszamy λ i okres orbity stabilnej αλ zmniejsza
sie֒ zgodnie z porza֒dkiem Szarkowskiego (Twierdzenie 2.7).

Twierdzenie 2.13. Niech Tλ operatorem danym wzorem (2.3), a Bλ algebra֒ dana֒
wzorem (2.5). Jeśli λ ∈ (ηn, νn], n ∈ N+, to

i) przestrzeń idea lów maksymalnych X̃λ algebry Bλ sk lada sie֒ z continuum we֒żo-
wego X∞ oraz cia֒gu  luków {XN}N∈N zbieżnego w metryce Hausdorffa do X∞,
gdzie

X∞ = R ∪ C2n+1,
R jest promieniem, C2n+1 nierozk ladalnym continuum o dok ladnie 2n + 1 koń-
cach, którego jedynymi podcontinuami w laściwymi sa֒  luki. Ponadto C2n+1∩R =
∅ oraz R = R ∪ C2n+1.

ii) Cze֒ściowy homeomorfizm α̃λ generowany przez Tλ na widmie X̃λ, przeprowadza
 luk XN na  luk XN+1, N ∈ N. Na continuum X∞, α̃λ jest homeomorfizmem,
który zachowuje R i C2n+1. Przy czym koniec R jest punktem sta lym, a po-
zosta le punkty R, α̃λ przesuwa w kierunku continuum C2n+1. Natomiast końce
continuum C2n+1 tworza֒ orbite֒ okresowa֒ o okresie 2n+ 1.

Dowód. W świetle Twierdzenia 2.4 teze֒ otrzymujemy przez indukcyjne zastoso-
wanie [BI96, Tw. 8]. �

Dla λ ∈ (η1, ν1] (leża֒cego w oknie orbity stabilnej o okresie trzy) continuum
C3 ⊂ X̃λ jest podre֒cznikowym przyk ladem continuum nierozk ladalnego, definiowa-
nym zazwyczaj za pomoca֒  lańcuchów zste֒puja֒cych, patrz [Nad92]. Continuum C3
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można otrzymać również jako atraktor przekszta lcenia cia֒g lego T : Ω → Ω okre-
ślonego na zwartym podzbiorze Ω = A ∪ B ∪ C p laszczyzny R2, którego dzia lanie
schematycznie przedstawia Rysunek 2.14. Uk lad (C3, α̃λ) jest wtedy topologicznie
sprze֒żony z uk ladem (Λ, T ), gdzie Λ =

⋂
n∈N T

n(Ω).

A

C

B

T (B)

@@R

T (A)�
�3

T (C)��1

Rysunek 2.14: Continuum C3 jako atraktor.

2.4.3 Kaskady bifurkacji naste֒puja֒ce po oknach stabilności

Po każdym oknie stabilności (ηn, νn] naste֒puje kaskada bifurkacji podwojenia okresu
orbity stabilnej, por. Rysunek 2.13. Na przyk lad zwie֒kszaja֒c parametr λ w oknie
(η1, ν1] orbity stabilnej o okresie trzy na poziomie uk ladu (X̃λ, α̃λ) zaobserwujemy,
iż końce continuum C3 ⊂ X̃λ, Rysunek 2.15 (a), zaczna֒ sie֒

”
wić” i gdy λ przekroczy

wartość ν1 końce C3 zmienia֒ sie֒ w odcinki: continuum C3 zmieni sie֒ w nierozk ladalne
continuum C6 o 6 końcach, Rysunek 2.15 (b). Naste֒pnie

”
wić” zaczna֒ sie֒ końce con-

tinuum C6 i w pewnym momencie zmienia֒ sie֒ w 6 odcinków, których końce be֒da֒
końcami nierozk ladalnego continuum C12 i tak dalej. W szczególności, po czterech
bifurkacjach otrzymamy continuum C64, które powstaje z continuum C3 poprzez za-
sta֒pienie każdego z jego końców kopia֒ continuum przedstawionego na Rysunku 2.10.
Podobne zjawiska napotkamy zaczynaja֒c od dowolnego okna stabilności (ηn, νn] or-
bity okresowej o okresie 2n + 1. Aby otrzymać opis formalny, dla każdego n ∈ N+,

(a) (b)

ω̃3,1
ω̃6,1

ω̃6,4
ω̃3,2

ω̃6,2

ω̃6,5

ω̃3,3

ω̃6,3

ω̃6,6

R0,1

R0,2

R0,3

Rysunek 2.15: Continua C3 i C6.

oznaczmy przez λ
(n)
1 = νn, λ

(n)
2 , λ

(n)
3 , ... cia֒g wartości parametru λ odpowiadaja֒cych
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kaskadzie bifurkacji podwojenia okresu orbity stabilnej uk ladu ([0, 1], αλ) naste֒puja֒cej

bezpośrednio po λ
(n)
0 := ηn.

Twierdzenie 2.14. Niech Tλ operatorem danym wzorem (2.3), a Bλ algebra֒ dana֒

wzorem (2.5). Jeśli λ ∈ (λ(n)m , λ
(n)
m+1], gdzie n > 0, m ­ 0, to

i) przestrzeń idea lów maksymalnych X̃λ algebry Bλ sk lada sie֒ z continuum we֒żo-
wego X∞ oraz cia֒gu  luków {XN}N∈N zbieżnego w metryce Hausdorffa do X∞,
gdzie

X∞ = R ∪ C2m(2n+1)
jest suma֒ promienia R i nierozk ladalnego continuum C2m(2n+1) posiadaja֒cego
dok ladnie 2m(2n+ 1) końców. Co wie֒cej R = R ∪ C2m(2n+1) oraz

C2m(2n+1) = C2n+1 ∪
m−1⋃

k=0

2k(2n+1)⋃

i=1

Rk,i ∪
2m−1(2n+1)⋃

i=1

Ii

jest suma֒ (2m−1)(2n+1) promieni Rk,i oraz 2m−1(2n+1)  luków Ii. Domknie֒cie
C2n+1 pokrywa sie֒ z C2m(2n+1) oraz

Rk,i =
m−k−1⋃

j=0

2j−1⋃

l=0

Rk+j,i+l·2k(2n+1) ∪
2m−k−1⋃

l=0

Ii+l·2k(2n+1),

dla i = 1, ..., 2k(2n+ 1), k = 0, ...,m− 1.

ii) Cze֒ściowy homeomorfizm α̃λ generowany przez Tλ na widmie X̃λ, przeprowadza
 luk XN na  luk XN+1, N ∈ N. Na continuum X∞, α̃λ jest homeomorfizmem,
który zachowuje promień R i continuum C2n+1, permutuje cyklicznie  luki Ii,
oraz (dla każdego ustalonego k = 0, ...,m− 1) promienie Rk,i.

Ponadto, wszystkie promienie R, Rk,i,  luki Ii oraz continuum C2n+1 sa֒ parami roz-
 la֒czne za wyja֒tkiem naste֒puja֒cych jednoelementowych przecie֒ć

C2n+1 ∩R0,i, i = 1, ..., 2n+ 1,

Rk,i ∩Rk,i+2k−1(2n+1) = {ω̃2k−1(2n+1),i}, i = 1, ..., 2k−1(2n+ 1), k = 1, ...,m− 1.

Zbiory {ω̃2k(2n+1),1, ...ω̃2k(2n+1),2k(2n+1)} tworza֒ orbity okresowe o okresach 2k(2n + 1)

dla k = 0, ...,m − 2. Środki  luków Ii tworza֒ orbite֒ okresowa֒ o okresie 2m−1(2n + 1),
a końce  luków Ii tworza֒ orbite֒ okresowa֒ o okresie 2m(2n+ 1).

Dowód. W świetle Twierdzenia 2.4 wystarczy powtórzyć rozumowanie z dowodu
Twierdzenia 8 z [BI96], patrz też uwagi przed Twierdzeniem 9 z [BI96], jak również
wste֒p oraz uste֒p 6 z [BI96]. �
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Uwagi do rozdzia lu 2

Nazwe֒ continuum we֒żowe wprowadzi l R. H. Bing [Bin51]. Pierwotnie continua takie
by ly zdefiniowane w je֒zyku  lańcuchów i nazywane by ly continuami  lańcuchowymi.
Charakterystyka takich obiektów, która pos luży la nam za definicje֒ (Definicja 2.3 iii))
zosta la wykazana z pocza֒tkiem lat sześćdziesia֒tych ubieg lego wieku, gdy metoda gra-
nic odwrotnych sta la sie֒ jednym z ważniejszych narze֒dzi w teorii continuów, por.
[Nad92].

Dzie֒ki uzyskanemu w Twierdzeniach 1.28, 2.4, ogólnemu opisowi uk ladów rozsze-
rzonych i w szczególności wyjaśnieniu roli granic odwrotnych jako istotnych sk lad-
ników badanych uk ladów, moglísmy zastosować do opisu uk ladów (X̃λ, α̃λ), gene-
rowanych przez operatory Tλ na przestrzeniach idea lów maksymalnych algebr Bλ,
λ ∈ (0, 1], wyniki dotycza֒ce granic odwrotnych zwia֒zanych z odwzorowaniami logi-
stycznymi zebrane w [BI96]. W prezentacji zawartej w podrozdziale 2.3 wykorzystane
zosta ly również doświadczenia autora w badaniu granic odwrotnych zwia֒zanych z
odwzorowaniami unimodalnymi [Kwa05”].





Rozdzia l 3

Konkretne operatory przesunie֒cia
z waga֒. Kolejne przyk lady
rozszerzeń klasycznych uk ladów
dynamicznych

Przed obecnym rozdzia lem stawiane sa֒ dwa cele. Pierwszym jest dostarczenie sze-
regu kolejnych, jawnych przyk ladów rozszerzeń uk ladów dynamicznych, które wraz
z rezultatami z rozdzia lu poprzedniego przedstawia laby szerokie spektrum struktur
wyste֒puja֒cych w obiektach tego typu. Drugim zadaniem jest prezentacja możliwie
obszernej klasy ważonych operatorów kompozycji na przestrzeniach Lp, 1 ¬ p ¬ ∞,
spe lniaja֒cych warunki zebrane w Definicji 3.1; takie operatory be֒dziemy nazywać
konkretnymi ważonymi operatorami przesunie֒cia, a ich widmo zostanie opisane w
rozdziale 9. Oba cele zostana֒ zrealizowane w naste֒puja֒cy sposób.

Po pierwsze, przedstawimy ogólna֒ konstrukcje֒ konkretnych operatorów przesu-
nie֒cia w przestrzeniach Lp(R), 1 ¬ p ¬ ∞, generuja֒cych dowolne jednowymiarowe
uk lady dynamiczne. Ta konstrukcja i Twierdzenie 1.28 umożliwia֒ nam prze lożenie
teorii jednowymiarowych, hiperbolicznych atraktorów [Wil67], [Dev89], [Yi01] oraz
uk ladów dynamicznych zwia֒zanych z kafelkowaniami [AP98] na je֒zyk konkretnych
ważonych operatorów przesunie֒cia i algebr przez nie generowanych. W szczególności
jako przestrzeń idea lów maksymalnych algebry rozszerzonej B otrzymamy N -adyczne
solenoidy, atraktor Plykina oraz przestrzeń kafelkowań Fibonacciego.

Po drugie, omówimy naturalne rozszerzenia symbolicznych uk ladów dynamicz-
nych. Zdefiniujemy konkretne ważone operatory przesunie֒cia zwia֒zane z topologicz-
nymi przesunie֒ciami Markowa, które na widmie algebry rozszerzonej B generuja֒
uk lady geometrycznie reprezentuja֒ce sie֒ jako podkowy Smale’a.

Po trzecie, na przyk ladzie konkretnych operatorów kompozycji generuja֒cych ho-
meomorfizmy okre֒gu oraz przesunie֒cia na torusie pokażemy, że widmo algebry B
może tworzyć ciekawe topologiczne struktury, nie tylko w przypadku nieodwracalnych
uk ladów dynamicznych, ale także, gdy wyj́sciowe operatory zwia֒zane sa֒ z odwracal-
nymi uk ladami dynamicznymi. W przypadku operatorów generuja֒cych homeomorfi-
zmy okre֒gu przedstawimy klasyfikacje֒ algebr rozszerzonych, w której zasadnicza֒ role֒
odgrywa, wprowadzone przez H. Poincaré, poje֒cie liczby obrotu.

47
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3.1 Konkretne operatory przesunie֒cia z waga֒ i abs-

trakcyjne operatory przesunie֒cia z waga֒

Definicja, która֒ wprowadzimy poniżej ma w pewnym sensie charakter techniczny.
Obiekty w niej wyste֒puja֒ce, pomijaja֒c twierdzenia niniejszego podrozdzia lu, wyko-
rzystamy dopiero (i w sposób jawny tylko) w dowodzie Twierdzenia 8.6. Co wie֒cej we
wszystkich omawianych przyk ladach za lożenia Definicji 3.1 be֒da֒ spe lnione w sposób
naturalny.
Standardowo obrazem istotnym podzbioru ω przestrzeni z miara֒ (Ω,Σ, µ) przy odwzo-
rowaniu mierzalnym ϕ : Ω → X, gdzie X jest przestrzenia֒ topologiczna֒ traktowana֒
jako przestrzeń mierzalna wraz z rodzina֒ zbiorów borelowskich B(X), be֒dziemy na-
zywać zbiór

essϕ(ω) := {x ∈ X : µ(ϕ−1(U) ∩ ω) 6= 0 dla każdego otwartego U, x ∈ U}.
Oczywíscie zawsze zachodzi inkluzja essϕ(ω) ⊂ ϕ(ω) i jeśli Ω jest przestrzenia֒ topo-
logiczna֒, µ jest miara֒ borelowska֒, której nośnikiem jest Ω, a ϕ jest odwzorowaniem
cia֒g lym, to dla każdego otwartego zbioru ω ⊂ Ω mamy essϕ(ω) = ϕ(ω).

Definicja 3.1 (Konkretne operatory ważonego przesunie֒cia na Lp). Niech
(X,α) be֒dzie cze֒ściowym uk ladem dynamicznym i niech (Ω,Σ, µ) be֒dzie przestrzenia֒
z dodatnia֒, σ-skończona֒ miara֒ µ. Ponadto za lóżmy, że:

1) istnieje odwzorowanie mierzalne ϕ : Ω→ X oraz zbiór Ω0 ∈ Σ taki, że wzór

ν(U) := µ(ϕ−1(U) ∩ Ω0), U ∈ B(X),
definiuje lokalnie skończona֒, regularna֒ miare֒ borelowska֒ na X, której nośnikiem
jest X, czyli innymi s lowy essϕ(Ω0) = X.

2) Istnieje zachowuja֒ca klasy równoważności miary µ, mierzalna bijekcja γ : D →
γ(D), tj. taka bijekcja, że określone sa֒ obie pochodne Radona-Nikodyma dµ◦γ

dµ
i

dµ◦γ−1
dµ

, gdzie D = ϕ−1(∆1), a diagram

D
γ−−−→ γ(D)

ϕ

y
yϕ

∆1
α−−−→ ∆−1

(3.1)

jest przemienny.

3) Zachodzi równość essϕ(Ω \ γ(D)) = essϕ(Ω0 \ γ(D)).
Wtedy, dla 1 ¬ p ¬ ∞, a ∈ C(X), operator aTp : L

p
µ(Ω)→ Lpµ(Ω) postaci

(aTpf)(t) =




a(ϕ(t))

∣∣∣dµ◦γ
dµ

∣∣∣
1
p f(γ(t)), t ∈ D

0, t /∈ D
, f ∈ Lpµ(Ω), (3.2)

gdzie przyjmujemy 1
∞ = 0, be֒dziemy nazywać konkretnym operatorem ważonego prze-

sunie֒cia w przestrzeni Lpµ(Ω) zwia֒zanym z cze֒ściowym uk ladem dynamicznym (X,α).
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Powyższa definicja jest ca lkowicie naturalna w przypadku operatorów zwia֒zanych
z odwracalnymi, metrycznymi uk ladami dynamicznymi z miara֒ skończona֒.

Przyk lad 3.2. Niech α : X → X be֒dzie homeomorfizmem i niech µ be֒dzie regularna֒,
borelowska֒ miara֒ taka֒, że µ(X) < +∞ oraz miary µ ◦ α−1, µ ◦ α sa֒ absolutnie cia֒g le
ze wzgle֒du na µ. Wtedy każdy operator postaci

(aTpf)(x) = a(x)

∣∣∣∣∣
dµ ◦ α
dµ

∣∣∣∣∣

1
p

f(α(x)), f ∈ Lpµ(X),

gdzie a ∈ C(X) jest konkretnym ważonym operatorem przesunie֒cia w przestrzeni
Lpµ(X), 1 ¬ p ¬ ∞, zwia֒zanym z uk ladem (X,α). Warunki Definicji 3.1 sa֒ spe lnione
trywialnie dla Ω = Ω0 = X, ϕ = id i γ = α.

Operatory wyste֒puja֒ce w powyższym przyk ladzie spe lniaja֒ warunki definicji A.
B. Antonevicha i A. V. Lebedeva – Definicja 0.1. W lasności spektralne takich opera-
torów sa֒ opisane np. w [AL94], [Ant96], dlatego też w dalszej cze֒ści pracy skupimy
sie֒ na operatorach w przestrzeniach z miara֒ nieskończona֒. W podrozdziale 3.3 przed-
stawimy ogólna֒ metode֒ konstrukcji konkretnych ważonych operatorów przesunie֒cia
w przestrzeniach Lp(R), 1 ¬ p ¬ ∞, zwia֒zanych z dowolnym kawa lkami monoto-
nicznym odwzorowaniem na grafie. Z pośród operatorów rozpatrywanych do tej pory,
konkretnymi ważonymi operatorami przesunie֒cia sa֒ naste֒puja֒ce.

Przyk lad 3.3 (Klasyczne operatory przesunie֒cia z waga֒). Niech E = ℓp(N),
p ∈ [1,∞]. Niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒ wszystkich ograniczonych operatorów
mnożenia, a TN klasycznym operatorem przesunie֒cia, patrz Przyk lad 1.20. Rozważmy
przestrzeń (N, 2N, µ) z miara֒ licza֒ca֒ µ, odwzorowanie ϕ : N → β(N) be֒da֒ce zanu-
rzeniem N w przestrzeń Čecha-Stone’a β(N), bijekcje֒ γ : N → N+ dana֒ wzorem
γ(n) = n + 1, n ∈ N, oraz odwzorowanie α : β(N) → β(N) be֒da֒ce jedynym cia֒g lym
przed lużeniem odwzorowania α|N = γ. Wtedy dla Ω0 = N warunki 1), 2), 3) Definicji
3.1 sa֒ spe lnione. Ponadto dla każdego a ∈ A ∼= C(β(N)) mamy

aTp = aTN,

gdzie aTp jest dany wzorem (3.1). Zatem klasyczne ważone operatory przesunie֒cia sa֒
konkretnymi ważonymi operatorami przesunie֒cia zwia֒zanymi z uk ladem (β(N), α).

Przyk lad 3.4 (Operatory generuja֒ce odwzorowania logistyczne). Niech E =
Lp(R), 1 ¬ p ¬ ∞. Niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒ operatorów mnożenia przez
funkcje spe lniaja֒ce relacje (2.1) i niech Tλ ∈ L(E), λ ∈ (0, 1], be֒dzie operatorem
danym wzorem (2.3). Odwzorowanie ϕ : R→ [0, 1] be֒da֒ce cze֒ścia֒ u lamkowa֒: ϕ(t) =
{t}, pó lsprze֒ga odwzorowanie γλ : R → R dane wzorem (2.2) z odwzorowaniem
logistycznym αλ : [0, 1] → [0, 1], patrz (2.4). K lada֒c Ω0 = [0, 1] spe lnione sa֒ warunki
1), 2), 3) Definicji 3.1. Ponadto przyporza֒dkowanie C([0, 1]) ∋ a 7→ a ◦ ϕ ∈ L(E)
ustala izomorfizm C([0, 1]) ∼= A. Zatem operatory postaci

aTλ, a ∈ A,

sa֒ konkretnymi ważonymi operatorami przesunie֒cia zwia֒zanymi z uk ladem ([0, 1], αλ),
λ ∈ (0, 1], por. Stwierdzenie 2.1.
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Aby wyjaśnić zwia֒zek mie֒dzy abstrakcyjnymi oraz konkretnymi ważonymi opera-
torami przesunie֒cia zauważmy, że odwzorowanie ϕ z Definicji 3.1 zadaje reprezentacje֒
π : C(X)→ L(Lpµ(Ω)) algebry C(X):

(π(a)f)(t) = a(ϕ(t))f(t), f ∈ Lpµ(Ω), t ∈ Ω.

Za lożenie, że nośnikiem miary ν jest X implikuje, iż reprezentacja π jest izometryczna.
Możemy zatem utożsamić C(X) z algebra֒ A := π(C(X)) ⊂ L(Lpµ(Ω)), której ele-
mentami sa֒ operatory mnożenia. Ponadto operatory Tp, Sp : L

p
µ(Ω) → Lpµ(Ω), dane

wzorami

(Tpf)(t) =





∣∣∣dµ◦γ
dµ

∣∣∣
1
p f(γ(t)), t ∈ D

0, t /∈ D
, (Spf)(t) =





∣∣∣dµ◦γ
−1

dµ

∣∣∣
1
p f(γ−1(t)), t ∈ γ(D)

0, t /∈ γ(D)
,

sa֒ wzajemnie sprze֒żonymi cze֒ściowymi izometriami.

Stwierdzenie 3.5. Konkretny operator przesunie֒cia z waga֒ aTp zwia֒zany z cze֒ścio-
wym uk ladem dynamicznym (X,α) jest abstrakcyjnym operatorem przesunie֒cia z waga֒
w algebrze A = π(C(X)) i cze֒ściowa izometria Tp generuje na X odwzorowanie α.
Ponadto otoczka֒ idea lu

J = {a ∈ C(X) : SpTpπ(a) = π(a)}

jest Y = essϕ(Ω \ γ(D)), algebra B = span{⋃n∈N S
n
pAT np } jest izomorficzna z algebra֒

funkcji C(X̃), gdzie (X̃, α̃) jest naturalnym rozszerzeniem uk ladu (X,α) zwia֒zanym
ze zbiorem Y , por. Definicja 1.32. W szczególności B nie zależy od p ∈ [1,∞].

Dowód. Korzystaja֒c z przemienności diagramu (3.1), dla a ∈ C(X) mamy

(Tpπ(a)Sp)f(t) =




a(ϕ(γ(t)))f(t), t ∈ D
0, t /∈ D =




a(α(ϕ(t)))f(t), t ∈ D
0, t /∈ D ,

ska֒d wynika, że operator Tp generuje na widmie algebry A = π(C(X)) uk lad (X,α).
Rzut SpTp jest operatorem mnożenia przez funkcje֒ χγ(D) i w szczególności SpTp ∈ A′.
Sta֒d oraz z postaci reprezentacji π wnosimy, że otoczka֒ idea lu J jest zbiór Y =
essϕ(Ω \ γ(D)). Pozosta la cze֒ść tezy wynika z Twierdzenia 1.28, gdyż algebra B
sk lada sie֒ z operatorów mnożenia przez funkcje z L∞(R) i jest zamknie֒ta ze wzgle֒du
na sprze֒żenie takich funkcji, czyli jest przemienna֒ C∗-algebra֒. �

W Rozdziale 8, w dowodzie Twierdzenia 8.6 ważna֒ role֒ odgrywać be֒dzie naste֒-
puja֒ce twierdzenie. Zauważmy, że span{⋃n∈N S

n
pAT np }, gdzie span{K} oznacza prze-

strzeń liniowa֒ rozpie֒ta֒ przez zbiór K, jest ge֒sta֒ podalgebra֒ algebry B.

Twierdzenie 3.6. Jeśli aTp, a ∈ A, jest konkretnym operatorem przesunie֒cia z waga֒
zwia֒zanym z cze֒ściowym uk ladem dynamicznym (X,α), to operator bTp, gdzie b ∈
span{⋃n∈N S

n
pAT np }, również jest konkretnym operatorem przesunie֒cia z waga֒.

Dok ladniej, bTp jest konkretnym ważonym operatorem przesunie֒cia zwia֒zanym z

uk ladem (X̃N , α̃N) dualnym do uk ladu (BN , δ), gdzie BN = span{
⋃N
n=0 S

n
pAT np }, δ(·) =

Tp(·)Sp, a N ∈ N jest takie, że b ∈ BN .
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Dowód. Zacznijmy od naste֒puja֒cych uwag. Po pierwsze, oznaczaja֒c przez Dn
dziedzine֒ odwzorowania γn (za lóżmy, że D0 = Ω) z warunku 2) Definicji 3.1 mamy
Dn = ϕ

−1(∆n), n ∈ N. Dla każdego n ∈ N mamy również

ess(ϕ(Dn ∩ Ω0)) = essϕ(Dn) = ∆n, (3.3)

co wynika z domknie֒to-otwartości ∆n oraz równości essϕ(Ω0) = X i Dn = ϕ
−1(∆n) .

Po drugie, korzystaja֒c dodatkowo z domknie֒tości Y oraz równości essϕ(Ω \ γ(D)) =
essϕ(Ω0 \ γ(D)), otrzymujemy

ess(ϕ(Dn ∩ Ω0 \ γ(D))) = ess(ϕ(Dn \ γ(D))) = ∆n ∩ Y. (3.4)

W szczególności, modyfikuja֒c (ewentualnie) odwzorowanie ϕ na zbiorze miary zero,
możemy za lożyć, że ϕ(Ω \ γ(D)) ⊂ Y .
Wracaja֒c do zasadniczej cze֒ści dowodu, niech b ∈ span{⋃n∈N S

n
pAT np }. Wtedy istnieje

N ∈ N takie, że b jest elementem BN = span{
⋃N
n=0 S

n
pAT np }. Jak nietrudno sie֒ przeko-

nać, por. Twierdzenie 1.22, BN jest przemienna֒ C∗-algebra֒. Rozumuja֒c podobnie jak
w dowodzie Twierdzenia 1.28 widmo algebry BN możemy utożsamić z podprzestrzenia֒

X̃N =
N−1⋃

n=0

{(x0, x1, ..., xn, 0, ..., 0) : xn ∈ Y ∩∆n, xn−k = αk(xn)}

∪{(x0, x1, ..., xN ) : xN ∈ ∆N , xN−k = αk(xN)}
przestrzeni produktowej

∏N
n=0(X ∪ {0}). Operator Tp generuje wtedy na podzbiorze

∆̃1 = {(x0, x1, ...) ∈ X̃N : x0 ∈ ∆1} ⊂ X̃N odwzorowanie

α̃N(x0, x1, ...) = (α(x0), x0, ...), (x0, x1, ...) ∈ ∆̃1.

Aby pokazać, że operator bTp jest konkretnym operatorem ważonego przesunie֒cia

zwia֒zanym z uk ladem (X̃N , α̃N) zdefiniujmy odwzorowanie ϕ̃ : Ω → X̃N w naste֒pu-
ja֒cy sposób. Rodzina

{
γn(Dn) \ γn+1(Dn+1)

}N−1
n=0
∪
{
γN(DN)

}

stanowi podzia l przestrzeni Ω. Dla n = 0, 1, ..., N − 1 oraz t ∈ γn(Dn) \ γn+1(Dn+1)
po lóżmy

ϕ̃(t) :=
(
ϕ(t), ϕ(γ−1(t)), ϕ(γ−2(t)), ..., ϕ(γ−n(t)), 0, ..., 0

)
.

Z przemienności diagramu (3.1) oraz relacji

ϕ
(
γ−n

(
γn(Dn) \ γn+1(Dn+1)

))
= ϕ(Dn \ γ(Dn+1)) ⊂ ϕ(Dn)∩ϕ(Ω \ γ(D)) ⊂ ∆n∩Y.

wynika, iż odwzorowanie ϕ̃ : γn(Dn) \ γn+1(Dn+1) → X̃N jest poprawnie określone.
Analogicznie sprawdza sie֒, że poprawne jest określenie ϕ̃ : γN(DN)→ X̃N wzorem

ϕ̃(t) :=
(
ϕ(t), ϕ(γ−1(t)), ϕ(γ−2(t)), ..., ϕ(γ−N(t))

)
.
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Jasne jest, że w laśnie zdefiniowane odwzorowanie ϕ̃ : Ω → X̃N spe lnia warunek 2)
Definicji 3.1. Ponadto k lada֒c

Ω̃0 =
N−1⋃

n=0

γn (Dn ∩ Ω0) \ γn+1 (Dn+1) ∪ γN(DN ∩ Ω0).

widzimy, iż spe lniony jest również warunek 3), gdyż

ess ϕ̃(Ω̃0 \ γ(D)) = ess ϕ̃(Ω0 \ γ(D)) = essϕ(Ω0 \ γ(D))
= essϕ(Ω \ γ(D)) = ess ϕ̃(Ω \ γ(D)).

By wykazać warunek 1) zauważmy, że zbiory postaci Ũn = {(x0, ...) ∈ X̃N : xn ∈ U},
gdzie U jest otwartym podzbiorem Y ∩∆n, jeśli n < N lub ∆N , jeśli n = N , tworza֒
podbaze֒ topologi na X̃N . Dla każdego takiego zbioru wielkość

ν̃(Ũn) := µ(ϕ̃
−1(Ũn) ∩ Ω̃0) = µ(γn(ϕ−1(U) ∩ Ω0))

jest skończona wtedy i tylko wtedy, gdy skończona jest wielkość ν(U) = µ(ϕ−1(U) ∩
Ω0). Zatem sta֒d, że miara ν jest lokalnie skończona, taka֒ też jest miara

ν̃(Ũ) := µ(ϕ̃−1(Ũ) ∩ Ω̃0), Ũ ∈ B(X̃N).
Definicje ϕ̃, Ω̃0 oraz relacje (3.3), (3.4) implikuja֒, iż ess ϕ̃(Ω̃0) = X̃N , co kończy dowód.
�

Teza powyższego twierdzenia nie uogólnia sie֒ na przypadek operatorów bTp z waga֒
b be֒da֒ca֒ dowolnym elementem algebry Banacha B = span{⋃n∈N S

n
pAT np }. Można to

spostrzec rozważaja֒c np. operatory z kolejnego podrozdzia lu.

3.2 Operatory generuja֒ce odwzorowania zN na okre֒-

gu S1. Solenoidy

Operatory generuja֒ce odwzorowania α(z) = zN , z ∈ S1, graja֒ w obecnej pracy ważna֒,
pogla֒dowa֒ oraz motywacyjna֒ role֒, por. Przyk lad 0.3. W szczególności warto je do-
k ladniej omówić zanim przejdziemy do zapowiedzianej ogólnej konstrukcji operatorów
w przestrzeniach Lp(R) generuja֒cych dowolny uk lad jednowymiarowy.

Niech E = Lp(R), 1 ¬ p ¬ ∞. Ustalmy N = 2, 3, ..., i rozważmy operator
Tp ∈ L(E) be֒da֒cy unormowanym operatorem z lożenia z funkcja֒ γ(t) = Nt, t ∈ R;
operator Tp jest odwracalna֒ izometria֒:

(Tpf)(t) = N
1
p f(Nt), (T−1p )(t) =

1

N
1
p

f
(
t

N

)

(gdzie 1
∞ = 0). Niech A ⊂ L(E) sk lada sie֒ operatorów mnożenia przez cia֒g le funkcje

okresowe o okresie 1:
A ∼= C(S1),

Nietrudno spostrzec, że zachodza֒ relacje TpAT−1p ⊂ A, T−1p ATp * A oraz przy utoż-
samieniu A z C(S1), mamy

(TpaT
−1
p )(z) = a(z

N), z ∈ S1,
czyli operator Tp generuje na S1 odwzorowanie α(z) = zN , z ∈ S1.
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Stwierdzenie 3.7. Dla każdego a ∈ A, aTp jest konkretnym operatorem ważonego
przesunie֒cia na przestrzeni Lp(R) zwia֒zanym z uk ladem (S1, α), α(z) = zN .

Dowód. Odwzorowania γ : R→ R, γ(t) = Nt; ϕ : R→ S1, ϕ(t) = e2πit oraz zbiór
Ω0 = [0, 1] spe lniaja֒ warunki 1), 2), 3) Definicji 3.1. Ponadto, przy tych oznaczeniach,
dla a ∈ A, operator aTp jest dany wzorem (3.2). �

Algebra T−1p ATp, , por. Przyk lad 0.3, sk lada sie֒ operatorów mnożenia przez funkcje
okresowe o okresie N . Ogólnie dla n ∈ N, An = T−np AT np jest algebra֒ operatorów
mnożenia przez cia֒g le funkcje okresowe o okresie Nn. Zatem

A = A0 ⊂ A1 ⊂ ... ⊂ An ⊂ ... , An ∼= C(S1),

oraz
B = span{

⋃

n∈N

T−np AT np } =
⋃

n∈N

An.

Można sta֒d wywnioskować, że algebra Banacha B jest izomorficzna z granica֒ prosta֒
cia֒gu prostego

A δ−→ A δ−→ A δ−→ ... ,

gdzie δ : A → A jest monomorfizmem δ(a) = a ◦ α, a ∈ A = C(S1). Sta֒d nato-
miast, poprzez dualność, widmo X̃ algebry B jest homeomorficzne z granica֒ odwrotna֒
lim←−−(S

1, α) cia֒gu odwrotnego S1
α←− S1

α←− S1
α←− ... (co oczywíscie wynika również

z Twierdzenia 1.30 iv)).

F -

Rysunek 3.1: Solenoid.

Przestrzeń topologiczna lim←−−(S
1, α), a wie֒c i przestrzeń idea lów maksymalnych X̃, re-

prezentuje sie geometrycznie jako N -adyczny solenoid, zwany też atraktorem Smale’a;
jest to jeden z najbardziej znanych przyk ladów hiperbolicznego atraktora [BS03, 1.9],
[Dev89, 2.5], [Nad92, 2.8]. Przypomnijmy pokrótce odpowiednia֒ konstrukcje֒.
Niech F : T → T be֒dzie cia֒g lym, różnowartościowym odwzorowaniem bry ly torusa
T = S1 ×D2, D2 = {z ∈ C : |z| ¬ 1}, rozcia֒gaja֒cym T , N -krotnie w kierunku S1,
ścia֒gaja֒cym T ponad N -krotnie w kierunku D2 i zawijaja֒cym obraz F (T ), N -krotnie
wewna֒trz T :

F (z1, z2) =
(
zN1 , λz2 +

N − 1
N

z1

)
, (3.5)
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gdzie 0 < λ < 1
N

. Dzia lanie F dla N = 2 przedstawia Rysunek 3.1. N -adycznym
solenoidem S nazywamy atraktor odwzorowania F , czyli zbiór

S :=
⋂

n∈N

F n(T ). (3.6)

Lokalnie S jest produktem kartezjańskim odcinka i zbioru Cantora, por. Przyk lad
4.11. Odwzorowanie F : S → S jest homeomorfizmem i jeśli p : T → S1 jest rzutem
na pierwsza wspó lrze֒dna֒ p(z1, z2) = z1, to przyporza֒dkowanie

S ∋ s 7−→ (p(s), p(F−1(s)), ..., p(F−k(s)), ...) ∈
∏

k∈N

S1

ustala topologiczne sprze֒żenie mie֒dzy uk ladami (S, F ) oraz ( lim←−−(S
1, α), α̃), por.

[Dev89, 2.5], [BS03, 1.9].

Twierdzenie 3.8. Algebre֒ B możemy utożsamić z algebra֒ funkcji C(S) na N -adycz-
nym solenoidzie S. Wtedy automorfizm δ : B → B, gdzie δ(·) = Tp(·)T−1p , staje sie֒
operatorem z lożenia z homeomorfizmem F : S → S.

Dowód. Teza wynika ze Stwierdzeń 3.7, 3.5, Twierdzenia 1.30 iv) oraz z [Dev89,
2.5, Tw. 5.6]. �

Korzystaja֒c ze znanej klasyfikacji solenoidów [AF91] otrzymujemy naste֒puja֒ca֒
klasyfikacje algebr powsta lych przez rozszerzenie algebry A za pomoca֒ rozważanych
operatorów Tp.

Twierdzenie 3.9. Niech TN , TM , N,M > 0 be֒da֒ operatorami na E = Lp(R), p ∈
[1,∞], danymi wzorami

(TNf)(t) = N
1
p f(Nt), (TMf)(t) =M

1
p f(Mt)

i niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒ operatorów mnożenia przez okresowe funkcje cia֒g le
o okresie 1. Algebry Banacha

BN = span{
⋃

n∈N

T−nN AT nN}, BM = span{
⋃

n∈N

T−nM AT nM}

sa֒ izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy w rozk ladzie na czynniki pierwsze liczb N
oraz M pojawiaja֒ sie֒ te same liczby pierwsze.

Dowód. Zastosować Twierdzenie 3.8 oraz g lówny rezultat z [AF91]. �

3.3 Ogólna konstrukcja konkretnych operatorów

przesunie֒cia generuja֒cych jednowymiarowe uk la-

dy dynamiczne

Do tej pory omówilísmy dwa ważne przyk lady konkretnych ważonych operatorów
przesunie֒cia zwia֒zanych z niedowracalnymi uk ladami jednowymiarowymi:
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• operatory generuja֒ce odwzorowania α(z) = zN okre֒gu S1,

• operatory generuja֒ce odwzorowania logistyczne, podrozdzia l 2.1.

W tym podrozdziale pokażemy, że powyższe operatory sa֒ szczególnymi przypadkami
jednej ogólnej konstrukcji obejmuja֒cej wszystkie jednowymiarowe uk lady dynamiczne.
Przy czym, przez jednowymiarowy uk lad dynamiczny be֒dziemy rozumieć tu pare֒
(X,α), gdzie X jest skończonym grafem skierowanym (ang. oriented 1-dimensional
branched manifold), a α : X → X jest odwzorowaniem cia֒g lym i kawa lkami monoto-
nicznym, por. strona 59. Monotoniczność można tu rozumieć w sensie orientacji grafu
X lub równoważnie w sensie topologicznym, patrz [Nad92, 8.21, 8.22].
Konstrukcja przebiegać be֒dzie w dwu krokach. Najpierw zdefiniujemy operatory zwia֒-
zane z dowolnym kawa lkami cia֒g lym i kawa lkami monotonicznym odwzorowaniem od-
cinka, a naste֒pnie do w laśnie takich odwzorowań sprowadzimy cia֒g le odwzorowania
na grafie.

3.3.1 Operatory generuja֒ce odwzorowania na odcinku

Rozważmy kawa lkami cia֒g la֒ i kawa lkami monotoniczna֒ funkcje֒ α : [0, 1] → [0, 1];
niecia֒g lość dopuszczamy tu maja֒c na celu późniejsze zastosowania w paragrafie 3.3.2.
Niech 0 = p0 < p1 < ... < pn = 1 be֒da֒ takimi punktami, że moc przeciwobrazu dowol-
nego punktu z przedzia lu (pi−1, pi) jest ustalona dla ustalonego przedzia lu (pi−1, pi) i
wynosi, powiedzmy mi. Dopuszczamy tu przypadek, gdy mi = 0 i w ogólności może
sie֒ zdarzyć, że mi = mj dla i 6= j, przy czym pomijaja֒c ewentualnie pewne punkty
pi możemy wymagać, aby mi 6= mj, gdy |i− j| = 1. Innymi s lowy, zak ladamy, że dla
każdego i = 1, ..., n zachodzi

x ∈ (pi−1, pi) =⇒ |α−1(x)| = mi (3.7)

oraz przedzia l (pi−1, pi) jest maksymalny ze wzgle֒du na w lasność (3.7). Wtedy dla każ-

dego i = 1, ..., n, istnieje dok ladnie mi roz la֒cznych, niepustych przedzia lów {I(i)j }mi−1j=0

takich, że

(pi−1, pi) ⊂ α(I
(i)
j ) ⊂ [pi−1, pi], αij := α|I(i)

j

jest 1-1 oraz
n⋃

j=1

mi⋃

i=1

I
(i)
j = [0, 1).

Przyjmujemy, że dla ustalonego i = 1, ..., n, odcinki I
(i)
0 , I

(i)
1 ,..., I

(i)
mi−1 leża֒ na [0, 1]

zgodnie z porza֒dkiem. Wtedy jedyna swoboda w wyborze odcinków I
(i)
j leży w przy-

należności ich końców (i możemy je obrać dowolnie, gdyż nie be֒dzie to mia lo znaczenia
w dalszych rozważaniach). Aby oznaczyć końce odcinków, o których mowa ponume-
rujmy je zgodnie z porza֒dkiem, to jest niech

q0 = 0 < q1 < ... < qm = 1,
m⋃

i=0

{qi} = α−1({p0, ..., pn}),

gdzie m = m1 + m2 + ... + mn. Wprowadzone powyżej oznaczenia zobrazujemy na
przyk ladzie.
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Przyk lad 3.10. Dla odwzorowania α : [0, 1]→ [0, 1] danego wykresem przedstawio-
nym na Rysunku 3.2, n wynosi 4; m1 = 1, m2 = 0, m3 = 3, m4 = 2 oraz na przyk lad
I
(1)
0 = (q1, q2), I

(3)
0 = [0, q1], I

(3)
1 = [q3, q4), I

(3)
2 = [q4, q5), I

(4)
0 = [q2, q3), I

(4)
1 = [q5, 1].

Jedyna dowolność w wyborze odcinków I
(i)
j leży tu w przynależności punktów q3, q4.

-

6

p0
0 q1 q2 q3 q4 q5 1

p1

p2

p3

p4

r
r

b
b

r
b r
r

Rysunek 3.2: Kawa lkami cia֒g le i kawa lkami monotoniczne odwzorowanie odcinka.

Przez [0, 1]q be֒dziemy oznaczać odcinek z usunie֒tymi punktami qi

[0, 1]q := [0, 1] \ {q0, q1, ..., qm} =
n⋃

j=1

mi⋃

i=1

Int (I
(i)
j ).

Przez {t} ∈ [0, 1) be֒dziemy oznaczać cze֒ść u lamkowa֒ liczby t ∈ R. W szczególności,
t− {t} = max{k ∈ Z : k ¬ x} jest tak zwana֒ funkcja֒ entier.

Stwierdzenie 3.11. Przy powyższych oznaczeniach wzór

γ(t) = α({t}) +mi · (t− {t}) + j, gdy {t} ∈ I(i)j , (3.8)

definiuje odwzorowanie γ : R→ R takie, że

i) dla każdego t ∈ R zachodzi {γ(t)} = α({t}),

ii) poza przeliczalna֒ ilościa֒ punktów γ jest cia֒g le i różnowartościowe, a dok ladniej
funkcja

γ : {x ∈ R : {t} ∈ [0, 1]q} −→ {t ∈ R : {t} ∈ α([0, 1]q)}

jest homeomorfizmem,

iii) odwzorowanie odwrotne do powyższej bijekcji można opisać wzorem

γ−1(t) = α−1ij ({t}) + l,

gdzie {t} ∈ (pi−1, pi), t− {t} = mi · l+ j dla j = 0, ...,mi − 1 oraz αij = α|I(i)
j

.
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Dowód. Punkt i) wynika wprost z definicji γ. By dowieść ii) zauważmy, że cia֒g lość

γ na wskazanym zbiorze wynika z cia֒g lości α na odcinkach I
(i)
j . By wykazać różno-

wartościowość weźmy s, t ∈ R takie, że {s},{t} ∈ [0, 1]q oraz za lóżmy, że γ(s) = γ(t).
Wtedy

α({t}) +mi · (t− {t}) + j = α({s}) +mk · (s− {s}) + l

gdzie {t} ∈ I(i)j i {s} ∈ I(k)l . Zatem

α({t})− α({s}) = mk · (s− {s})−mi · (t− {t}) + l − j,

gdzie prawa strona równości jest liczba֒ ca lkowita֒, natomiast lewa strona leży w prze-
dziale (−1, 1), gdyż α({t}), α({s}) ∈ α([0, 1]q) ⊂ (0, 1). W konsekwencji α({t}) =
α({s}) oraz i = k (por. definicja przedzia lów I

(i)
j ). Powyższa równość daje nam wie֒c

kolejna֒

mi ·
(
(t− {t})− (s− {s})

)
= l − j,

która z jednej strony dzieli sie֒ przez mi, a z drugiej leży w przedziale [−mi+1,mi−1],
gdyż j, l = 0, ...,mi − 1. Sta֒d l = j i w konsekwencji s = t, gdyż odwzorowanie α na
odcinkach I

(j)
j jest różnowartościowe.

Suriektywność odwzorowania γ : {t ∈ R : {t} ∈ [0, 1]q} −→ {t ∈ R : {t} ∈
α([0, 1]q)} pokażemy wykazuja֒c iii). Weźmy dowolny t taki, że {t} ∈ α([0, 1]q). Wtedy

istnieje i ∈ {1, ..., n} takie, że {t} ∈ α(I
(i)
j ) dla każdego j = 0, ...,mi − 1. Dziela֒c

t− {t} przez mi otrzymujemy, iż

t− {t} = mi · l + j,

dla pewnego l ∈ Z oraz j ∈ {0, ...,mi − 1}. Istnieje dok ladnie jeden punkt q ∈ I
(i)
j

taki, że α(q) = {t}, s lownie q = α−1ij ({t}). Sta֒d widzimy, iż

γ(l + α−1ij ({t})) = α(α
−1
ij ({t})) +mi · l + j = t,

ska֒d odczytujemy formu le֒ na γ−1. �

Rozważany w powyższym stwierdzeniu zbiór, na którym odwzorowanie γ jest róż-
nowartościowe oznaczymy przez D:

D := {t ∈ R : {t} ∈ [0, 1]q} = R \ {qi + k : i = 0, ...,m− 1, k ∈ Z}.

Wtedy

γ(D) = {t ∈ R : {t} ∈ α([0, 1]q)} = γ(R) \ {pi + k : i = 0, ..., n, k ∈ Z}.

Z punktu widzenia miary Lebesgue’a zbiory D, R oraz γ(D), γ(R) sa֒ równe (ich róż-
nice symetryczne maja֒ miare֒ zero). W szczególności, ze Stwierdzenia 3.11 ii) wynika,
że operator Tp zdefiniowany w przestrzeni E = Lp(R), p ∈ [1,∞], formu la֒

(Tpf)(t) = |γ′(t)|
1
pf(γ(t)), f ∈ E, (3.9)
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(na mocy kawa lkami monotoniczności α pochodna γ′(t) istnieje prawie wsze֒dzie) jest
cze֒ściowa֒ izometria֒, a nawet ko-izometria֒. Dok ladniej, Tp jest cze֒ściowa֒ izometria֒
sprze֒żona֒ z izometria֒

(Spf)(t) =




|(γ−1)′(t)| 1pf(γ−1(t)), t ∈ γ(D)
0, t /∈ γ(D).

Jeśli α jest suriekcja֒, to Tp = S−1p jest odwracalna֒ izometria֒. W przypadku, gdy α
jest odwzorowaniem cia֒g lym otrzymujemy

Twierdzenie 3.12. Niech α : [0, 1] → [0, 1] be֒dzie dowolnym kawa lkami monoto-
nicznym odwzorowaniem cia֒g lym. Niech A ⊂ L(Lp(R)), p ∈ [1,∞], be֒dzie algebra֒
operatorów mnożenia przez funkcje okresowe o okresie 1, cia֒g le na odcinku [0, 1) i
posiadaja֒ce granice֒ lewostronna֒ w 1. Niech operator Tp be֒dzie dany wzorem (3.9),
gdzie γ jest zadane formu la֒ (3.8). Wtedy operator

aTp, dla a ∈ A,

jest konkretnym operatorem ważonego przesunie֒cia zwia֒zanym z uk ladem ([0, 1], α).
Przy utożsamieniu A = C([0, 1]) otoczka֒ idea lu J = {a ∈ A : SpTpa = a} jest
najmniejszy (w sensie Stwierdzenia 1.26) z możliwych zbiorów: Y = [0, 1] \ α([0, 1]).

Dowód. Korzystaja֒c ze Stwierdzenia 3.11 nietrudno spostrzec, że warunki Defi-
nicji 3.1 spe lnione sa֒ dla naste֒puja֒cych obiektów: γ oraz D zdefiniowanych powyżej,
ϕ(t) = {t}, t ∈ R, oraz Ω0 = [0, 1]. W szczególności

ϕ(R \ γ(D) = ϕ([0, 1] \ γ(D)) = [0, 1] \ α([0, 1]q)

i essϕ(R \ γ(D)) = [0, 1] \ α([0, 1]). Zatem teza wynika ze Stwierdzenia 3.5. �

Wracaja֒c do ogólnego przypadku (tzn. gdy α jest jedynie kawa lkami cia֒g le), niech
δ(·) = Tp(·)Sp oraz δ∗(·) = Sp(·)Tp be֒da֒ operatorami na L(E), por. Stwierdzenie 1.14.
Dla operatora a mnożenia przez funkcje֒ a(t) ∈ L∞(R) zachodza֒ relacje

δ(a)(t) = a(γ(t)), t ∈ R, (3.10)

δ∗(a)(t) =




a(γ−1(t)), t ∈ γ(D),
0, t /∈ γ(D). (3.11)

W ważnym dla nas kontekście rozszerzeń algebr za pomoca֒ odwzorowania δ∗ intere-
suja֒cym jest naste֒puja֒ce

Stwierdzenie 3.13. Niech M = NWW{mi 6= 0 : i = 1, ..., n} be֒dzie najmniejsza
wspólna֒ wielokrotnościa liczb mi 6= 0, danych przez (3.7) i niech Aper(k) be֒dzie algebra֒
operatorów mnożenia przez okresowe funkcje z L∞(R) o okresie k ∈ N. Wtedy

δ(Aper(1)) ⊂ Aper(1),

δ∗(Aper(1)) ⊂ Aper(k) ⇐⇒ M dzieli k.
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Dowód. Inkluzja δ(Aper(1)) ⊂ Aper(1) wynika z (3.10) oraz ze Stwierdzenia 3.8 i).
By dowieść inkluzji δ∗(Aper(1)) ⊂ Aper(M), w świetle (3.11), należy wykazać, że dla
prawie wszystkich (ze wzgle֒du na miare֒ Lebesgue’a) punktów t zachodzi albo

t, t+M ∈ γ(D) i {γ−1(t+M)} = {γ−1(t)},

albo oba punkty t i t +M nie leża֒ w γ(D). Z konstrukcji odwzorowania γ wynika
jednak, że jeśli {t} 6= pi, dla i ∈ {0, ..., n}, to t leży w γ(D) wtedy i tylko wtedy, gdy
t + k ∈ γ(D) dla każdego k ∈ Z. Wystarczy wie֒c rozważyć przypadek, gdy t oraz
t+M leża֒ w γ(D), a wtedy równość {γ−1(t+M)} = {γ−1(t)} wynika z podpunktu
iii) Stwierdzenia 3.8.
Niech teraz k be֒dzie dowolna֒ liczba֒ która nie dzieli sie֒ przez M . Wtedy dla pewnego
i ∈ {0, ..., n}, mi nie dzieli k i by pokazać, że δ∗(Aper(1)) * Aper(k) wystarczy wzia֒ć

dowolna֒ funkcje֒ z Aper(1) przyjmuja֒ca֒ różne wartości na różnych przedzia lach I
(i)
j ,

j = 0, ...,mi − 1. Rzeczywíscie, po lóżmy na przyk lad

a(t) := {t}, t ∈ R.

Wtedy dla każdego t ∈ R takiego, że {t} ∈ (pi−1, pi) reszty j i j′ z dzielenia przez mi
odpowiednio liczb t− {t} oraz t− {t}+ k sa֒ różne: j 6= j′. Zatem wartości

a(γ−1(t)) = a(α−1ij (t)) = α
−1
ij (t) ∈ I(i)j ,

a(γ−1(t+ k)) = a(α−1ij′ (t)) = α
−1
ij′ (t) ∈ I(i)j′

sa֒ różne i w konsekwencji δ∗(a) /∈ Aper(k). �

3.3.2 Operatory generuja֒ce odwzorowania na grafach

Ustalmy cia֒g le, kawa lkami monotoniczne odwzorowanie α : X → X na skończonym
grafie skierowanymX;X jest jednowymiarowa֒ przestrzenia֒ topologiczna֒ be֒da֒ca֒ skoń-
czona֒ suma֒  luków (krawe֒dzi), przecinaja֒cych sie֒ ewentualnie w punktach końcowych
(wierzcho lkach). Na każdym takim  luku obieramy orientacje֒ i monotoniczność α ro-
zumiemy w sensie tej orientacji.
Aby uogólnić Twierdzenie 3.12 tak, by obejmowa lo uk lad (X,α) zastosujemy kon-
strukcje֒ z poprzedniego podrozdzia lu do uk ladu ([0, 1], β) powsta lego z (X,α) poprzez

”
u lożenie”krawe֒dzi grafu na odcinku [0, 1]. W tym celu ponumerujmy (w dowolny spo-

sób) krawe֒dzie e1, ..., en grafu X i oznaczmy przez V ⊂ X zbiór jego wierzcho lków.
Niech Ψ : X \ V → [0, 1] be֒dzie odwzorowaniem przekszta lcaja֒cym krawe֒dź ei \ V
(bez wierzcho lków) zgodnie z orientacja֒ na odcinek ( i−1

n
, i
n
):

Ψ(ei \ V ) =
(
i− 1
n

,
i

n

)
, i = 1, ..., n.

Dla każdego i = 1, ..., n zbior

Ψ(α−1(V ) ∩ ei) = {j(i)1 , ..., j(i)mi}
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jest skończony. Odwzorowanie β : [0, 1] → [0, 1] poza zbiorem
⋃n
i=1{ i−1n , j

(i)
1 , ..., j

(i)
mi
}

określmy wzorem

β(x) = Ψ(α(Ψ−1(x))), x ∈
(
i− 1
n

,
i

n

)
\ {j(i)1 , ..., j(i)mi}. (3.12)

Naste֒pnie przed lużmy je na odcinek [0, 1] w taki sposób, żeby by lo prawostronnie cia֒-
g le, a w jedynce również lewostronnie cia֒g le. Otrzymujemy wtedy kawa lkami cia֒g le
oraz kawa lkami monotoniczne odwzorowanie β : [0, 1]→ [0, 1].
Niech γ : R → R be֒dzie odwzorowaniem zdefiniowanym w Stwierdzeniu 3.11 za-
stosowanym do odwzorowania β i niech Tp, p ∈ [1,∞], be֒dzie cze֒ściowa֒ izometria֒
dana֒ wzorem (3.9). Rozważmy algebre֒ A ⊂ L(Lp(R)) sk ladaja֒ca֒ sie֒ z operatorów
mnożenia przez ograniczone funkcje a(t) spe lniaja֒ce relacje

a(t+ 1) = a(t), a|( i−1n , in) ∈ C
(
i− 1
n

,
i

n

)
, i = 1, ..., n,

koniec ei jest pocza֒tkiem ej =⇒ lim
t→ i
n

−

a(t) = a
(
j − 1
n

)
, i, j = 1, ..., n.

Wtedy algebra A jest izomorficzna z algebra֒ C(X); izomorfizm π : C(X) → A jest
wyznaczony przez warunek

π(a)(t) = a(Ψ−1({t})), {t} ∈ X \ V. (3.13)

Mówia֒c jeszcze inaczej dla odwzorowania ϕ(t) := Ψ−1({t}) zdefiniowanego na prawie
ca lej prostej R, zbioru Ω0 = [0, 1] oraz odwzorowania γ spe lnione sa֒ warunki Definicji
3.1.

Twierdzenie 3.14. Przy powyższych oznaczeniach, dla każdego a ∈ A, operator aTp
jest konkretnym ważonym operatorem przesunie֒cia na przestrzeni Lp(R), p ∈ [1,∞],
zwia֒zanym z jednowymiarowym uk ladem dynamicznym (X,α).
Ponadto otoczka idea lu

J = {a ∈ C(X) : SpTpπ(a) = π(a)}

jest najmniejsza֒ z możliwych (por. Stwierdzenie 1.26), czyli

hull(J) = X \ α(X).

W szczególności operator Tp jest (odwracalna֒) izometria֒ wtedy i tylko wtedy, gdy α
jest surjekcja֒.

Dowód. Jedynym co wymaga wyjaśnienia, por. Twierdzenie 3.12, jest postać
otoczki idea lu J . Wynika ona sta֒d, iż dla prawie wszystkich t ∈ R zachodza֒ naste֒pu-
ja֒ce równości

(SpTp)(t) = χγ(R)(t) = χβ([0,1])({t}) = χΨ(α(X)\V ))({t})

= χα(X)\V (Ψ
−1({t})) = χα(X)(Ψ−1({t})),
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co w świetle postaci (3.13) reprezentacji π daje równość hull(J) = X \ α(X). �

Uk lady jednowymiarowe (X,α), tj. odwzorowania na grafach, zwyczajowo opi-
suje sie֒ poprzez tzw. regu ly owijania (ang. wrapping rules), patrz [Yi01], [Dev89],
[Wil67]. Regu ly te mówia֒, na które krawe֒dzie, w jakiej kolejności i w jakim kierunku
α odwzorowuje dana֒ krawe֒dź. W poniższych przyk ladach be֒dziemy używać zapisu
multiplikatywnego.

Przyk lad 3.15 (Solenoidy). W przypadku uk ladu (S1, α), gdzie α(z) = zN , z ∈ S1,
traktuja֒c α jako odwzorowanie grafu sk ladaja֒cego sie֒ z jednego wierzcho lka i jednej
krawe֒dzi e1, można je opisać za pomoca֒ regu ly owijania e1 7→ e1e1...e1︸ ︷︷ ︸

N

. Wtedy algebra

A i operator Tp, o których mowa w Twierdzeniu 3.14 pokrywaja֒ sie֒ z identycznie
oznaczonymi obiektami w Podrozdziale 3.2. W szczególności widmo algebry B =
span{⋃n∈N T

−n
p AT np } jest N -adycznym solenoidem, patrz Twierdzenie 3.8.

Przyk lad 3.16 (Atraktor Plykina). Rozważmy graf X sk ladaja֒cy sie֒ z dwu wierz-
cho lków i czterech krawe֒dzi e1, e2, e3, e4 przedstawiony na Rysunku 3.3 (a). Niech
α : X → X be֒dzie odwzorowaniem danym przez regu ly owijania na Rysunku 3.3 (b).

"!
# 
6 r r
"!
# 
6

-

"!
# 

?

e1

e2

e3
e4

e1 7−→ e2
e2 7−→ e2 e3 e4 e

−1
3 e−12

e3 7−→ e3 e
−1
4 e3

e4 7−→ e1

(a) (b)

Rysunek 3.3: Graf X zwia֒zany z atraktorem Plykina (a); regu ly nawijania zadaja֒ce
odwzorowanie α : X → X (b).
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Rysunek 3.4: Wykres odwzorowania funkcji a(t) na [0, 1) dla a ∈ A (a); Wykres
odwzorowania β : [0, 1]→ [0, 1] (b).

Niech algebra A ⊂ L(Lp(R)), p ∈ [1,∞], sk lada sie֒ z operatorów a mnożenia przez
ograniczone funkcje a(t) okresowe o okresie jeden, cia֒g le na przedziale [0, 1) i spe lnia-
ja֒ce relacje

a(0) = a
(
1

4

)
= a

(
1

2

)
, a

(
3

4

)
= lim
t→1−

a(t),
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patrz Rysunek 3.4 (a), gdzie dla pogla֒dowości odcinki ( i−1
4
, i
4
) zosta ly ponumerowane

odpowiadaja֒cymi im krawe֒dziami ei grafu X. Algebra A jest izomorficzna z C(X).
Niech β : [0, 1]→ [0, 1] be֒dzie prawostronnie cia֒g lym odwzorowaniem o wykresie da-
nym na Rysunku (3.4) (b); odwzorowanie β spe lnia (3.12). Niech γ : R → R be֒dzie
odwzorowaniem powsta lym z β w sposób opisany w Stwierdzeniu 3.11. Wtedy ope-

rator (Tpf)(t) = |γ′(t)|
1
pf(γ(t)) jest na Lp(R) odwracalna֒ izometria֒ i δ(·) = Tp(·)T−1p

jet endomorfizmem A, który przy utożsamieniu A z C(X) jest operatorem kompo-
zycji z odwzorowaniem α. Ponadto, widmo X̃ algebry B = span{⋃n∈N T

−n
p AT np } jest

homeomorficzne z atraktorem Plykina.

(a) (b)

A

B

C D

P (C)

P (D)

@@R

P (B)PPq

P (A)��1

Rysunek 3.5: Atraktor Plykina.

Dok ladniej, atraktor Plykina jest zbiorem postaci Λ =
⋂
n∈N P

n(R), gdzie R = A ∪
B ∪ C ∪ D jest obszarem przedstawionym na Rysunku 3.5 (a), a P : R → R jest
odwzorowaniem, dzia lanie którego obrazuje Rysunek 3.5 (b). Uk lad (Λ, P ) jest to-
pologicznie sprze֒żony z granica֒ odwrotna֒ oraz homeomorfizmem indukowanym przez
odwzorowanie α, patrz [Dev89, 2.5]. Zatem

algebre֒ B można utożsamić z algebra֒ funkcji C(Λ) na atraktorzez Plykina
Λ. Wtedy automorfizm δ : B → B, gdzie δ(·) = Tp(·)T−1p , staje sie֒ opera-
torem z lożenia z homeomorfizmem P : Λ→ Λ.

Przyk lad 3.17 (Kafelkowania Fibonacciego). Niech (X,α) be֒dzie jednowymia-
rowym uk ladem dynamicznym, gdzie X jest grafem sk ladaja֒cym sie֒ z trzech wierz-
cho lków i czterech krawe֒dzi e1, e2, e3, e4, patrz Rysunek 3.6 (a), a α jest dane przez
regu ly owijania na Rysunku 3.6 (b).
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e1

e4

e1 7−→ e2 e3
e2 7−→ e4 e3
e3 7−→ e1
e4 7−→ e2 e3

(a) (b)

Rysunek 3.6: Graf X zwia֒zany z kafelkowaniami Fibonacciego (a); regu ly owijania
odwzorowania α : X → X (b).

Niech algebraA ⊂ L(Lp(R)), p ∈ [1,∞], sk lada sie֒ z operatorów mnożenia przez ogra-
niczone funkcje a(t) okresowe o okresie jeden, cia֒g le na przedziale [0, 1) i spe lniaja֒ce
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relacje

a(0) = a
(
3

4

)
, a

(
1

2

)
= lim
t→1−

a(t),

patrz Rysunek 3.7 (a). Wtedy A ∼= C(X).

-
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Rysunek 3.7: Wykres odwzorowania funkcji a(t) na [0, 1) dla a ∈ A (a); Wykres
odwzorowania β : [0, 1]→ [0, 1] (b).

Wykres odwzorowania β : [0, 1] → [0, 1] spe lniaja֒cego (3.12) jest przedstawiony na
Rysunku 3.7 (b). Jeśli γ jest odwzorowaniem danym wzorem (3.8), gdzie w miejsce

α stoi β, to operator (Tpf)(t) = |γ′(t)|
1
pf(γ(t)) jest na Lp(R) odwracalna֒ izome-

tria֒ generuja֒ca֒ na widmie algebry A uk lad (X,α). Natomiast na widmie algebry
B = span{⋃n∈N T

−n
p AT np } operator Tp generuje uk lad (X̃, α̃), który jest topologicznie

sprze֒żony z uk ladem kafelkowań Fibonacciego.

(a) (b)

Rysunek 3.8: Typowe kafelkowanie Fibonacciego (a); regu la podstawiania dla kafel-
kowań Fibonacciego (b).

Kafelkowania Fibonacciego prostej rzeczywistej powstaja֒ z kopii dwu kafelków: ze-
rem oznaczamy kafelek o d lugości be֒da֒cej z lota֒ liczba֒ φ = 1+

√
5
2

; jedynka֒ oznaczamy
kafelek o d lugości 1, patrz Rysunek 3.8 (a). Regu la podstawiania: 0→ 01, 1→ 0, dla
tychże kafelkowań zadana jest przez z loty podzia lem, patrz Rysunek 3.8 (b), i generuje
ona homeomorfizm na przestrzeni wszystkich kafelkowań Fibonacciego wyposażonej
w pewna֒ naturalna֒ topologie֒, patrz [AP98]. Andersona i Putnama [AP98] pokazali, że
otrzymany w ten sposób uk lad jest topologicznie sprze֒żony z uk ladem ( lim←−−(X,α), α̃).
Zatem mówia֒c obrazowo, Stwierdzenie 3.5 i Twierdzenie 3.14 implikuja֒, iż

idea lom maksymalnym algebry B odpowiadaja֒ kafelkowania Fibonacciego i
przy tej odpowiedniości operator Tp generuje na widmie B homeomorfizm
α̃ dany przez regu le֒ podstawiania 0→ 01, 1→ 0.
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3.4 Symboliczne uk lady dynamiczne

W tym podrozdziale omówimy naturalne rozszerzenia nieodwracalnych symbolicznych
uk ladów dynamicznych zwanych przesunie֒ciami skończonego typu (ang. shift of finite
type) lub też topologicznymi przesunie֒ciami Markowa [BS03]. Takie uk lady zadane
sa֒ przez graf skierowany, lub równoważnie przez macierz incydencji takiego grafu.

Niech A = (A(i, j))i,j∈{1,...,N} be֒dzie macierza֒ kwadratowa֒ o wyrazach w zbiorze
{0, 1}. Macierz A be֒dziemy nazywać macierza֒ incydencji . Definiuje ona graf skiero-
wany GA o wierzcho lkach {1, ..., N} i krawe֒dziach danych relacja֒:

wierzcho lek i wysy la krawe֒dź do wierzcho lka j ⇐⇒ A(i, j) = 1.

Jako sta le za lożenie przyjmiemy, iż A nie posiada wierszy zerowych (równoważnie
każdy wierzcho lek grafu GA wysy la co najmniej jedna֒ krawe֒dź). Z macierza֒ A (czy
też grafem GA) wia֒że sie֒ naste֒puja֒ce dwie zwarte przestrzenie topologiczne

ΣA = {(xk)k∈N ∈ {1, ..., N}N : A(xk, xk+1) = 1, k ∈ N},

ΣA = {(xk)k∈Z ∈ {1, ..., N}Z : A(xk, xk+1) = 1, k ∈ Z}
wyposażone w topologie֒ produktowa֒, gdzie {1, ..., N} traktujemy jako przestrzeń dys-
kretna֒. Jednostronne przesunie֒cie Markowa σA definiuje sie֒ na przestrzeni ΣA, a dwu-
stronne przesunie֒cie Markowa σA na ΣA; oba odwzorowania przesuwaja֒ dany cia֒g w
prawo

(σAx)k = xk+1, dla k ∈ N i x ∈ ΣA,
(σAx)k = xk+1, dla k ∈ Z i x ∈ ΣA.

Jasnym jest, iż σA jest homeomorfizmem. Natomiast σA jest iniekcja֒ wtedy i tylko
wtedy, gdy A jest macierza֒ permutacji. Co wie֒cej, σA jest suriekcja֒ wtedy i tylko
wtedy, gdy A nie posiada kolumn zerowych, a dok ladniej obraz σA jest zbiorem
domknie֒to-otwartym danym wzorem

σA(ΣA) = {(xk)k∈N ∈ ΣA :
N∑

i=1

A(i, x0) > 0}.

Opiszemy naturalne rozszerzenie uk ladu (ΣA, σA) zwia֒zane z (najmniejszym możli-
wym) zbiorem Y = ΣA \ σA(ΣA), patrz Definicja 1.32. Zaczniemy od przypadku, gdy
σA jest surjekcja֒.

Stwierdzenie 3.18. Jeśli macierz incydencji A nie posiada zerowych kolumn, to
naturalne rozszerzenie jednostronnego przesunie֒cia Markowa (ΣA, σA) zwia֒zane ze
zbiorem Y = ∅ jest topologicznie sprze֒żone z dwustronnym przesunie֒ciem Markowa
(ΣA, σA).

Dowód. Niech (X̃A, σ̃A) be֒dzie naturalnym rozszerzeniem (ΣA, σA) zwia֒zanym
z Y = ∅ i niech x̃ ∈ X̃A. Wtedy x̃ = (x0, x1, ...) gdzie xn = (xn,k)k∈N ∈ XA oraz
σmA (xn+m) = xn, n,m ∈ N. Sta֒d dla l, n, m ∈ N mamy xn+l,m+l = xn,m. Cia֒g
x = (xk)k∈Z, gdzie

xk := xn,m, k = m− n ∈ Z
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jest elementem przestrzeni ΣA i w szczególności wzór

Υ(x̃) = (..., xn,0, ..., x1,0, ẋ0,0, x0,1, ..., x0,n, ...), (3.14)

gdzie kropka nad x0,0 oznacza zerowa֒ wspó lrze֒dna֒, definiuje odwzorowanie Υ : X̃A →
XA. Odwzorowanie to jest bijekcja֒, a odwzorowanie do niego odwrotne przyjmuje
postać

Υ−1((xk)k∈Z) = (x0, x1, ...), gdzie xn := (x−n, x−n+1, ...) ∈ ΣA, n ∈ N.

Cia֒g lość Υ sprawdza sie֒ bezpośrednio (czyli Υ jest homeomorfizmem). W końcu przy-
pomnijmy, że dla x̃ ∈ X̃A mamy σ̃A(x̃) = (σA(x0), x0, ...), a przy wyżej wprowadzo-
nych oznaczeniach σA(x0) = (x0,1, x0,2, ...). Sta֒d

Υ(σ̃A(x̃)) = (..., xn,0, ..., x1,0, x0,0, ẋ0,1, ..., x0,n, ...) = σA(Υ(x̃)),

co oznacza, że Υ sprze֒ga uk lady (X̃A, σ̃A) i (σA, XA). �

Jeśli A posiada choćby jedna֒ kolumne֒ zerowa֒, to naturalne rozszerzenie uk ladu
(XA, σA) nie jest topologicznie sprze֒żone z (XA, σA). Jednakże możemy otrzymać
ogólny rezultat zwie֒kszaja֒c wyj́sciowy alfabet {1, ..., N} oraz macierz incydencji A.

Stwierdzenie 3.19. Niech A = (A(i, j))i,j∈{1,...,N} be֒dzie macierza֒ incydencji. Zdefi-
niujmy wie֒ksza֒ macierz incydencji B = (B(i, j))i,j∈{0,1,...,N}, patrz Rysunek 3.9, wzo-
rem

B(i, j) =





A(i, j), jeśli i, j ∈ {1, ..., N},
1, jeśli i = 0 oraz j = 0, lub j-ta kolumna A jest zerowa ,

0, w przeciwnym razie.

Wtedy domknie֒to-otwarty zbiór Σ
+

B = {(xk)k∈Z ∈ ΣB : x0 6= 0} jest niezmienniczy
ze wzgle֒du na σB i naturalne rozszerzenie (ΣA, σA) zwia֒zane z Y = ΣA \ σA(ΣA) jest

topologicznie sprze֒żone z uk ladem (Σ
+

B , σB).
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B =




0

0

.

.

.

0

1 0 ... 1 ... 1 ... 0




Rysunek 3.9: Macierze incydencji A i B.

Dowód. Potraktujmy przestrzeń XA jako (domknie֒ty) podzbiór {0, 1, ..., N}Z i
przypomnijmy, że X̃A =

⋃
n∈NXA,n ∪ XA,∞. Argument z dowodu Stwierdzenia 3.18

pokazuje, że wzór (3.14) zadaje homeomorfizm Υ : XA,∞ → XA. Przed lużmy, go na
zbiory XA,n wzorem

Υ(x̃) = (..., 0, 0, xn,0, ..., x1,0, ẋ0,0, x0,1, ..., x0,n, ...)
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gdzie x̃ = (x0, x1, ..., xn, 0, ...) ∈ XA,n xm = (xm,k)k∈N ∈ XA, m = 0, ..., n − 1, oraz
xn−1 ∈ Y = ΣA \ σA(ΣA), co oznacza, że

∑N
i=1A(i, xn) = 0. Podobnie jak w dowodzie

Stwierdzenia 3.18 sprawdza sie֒, że odwzorowanie Υ : X̃A → {0, 1, ..., N}Z jest cia֒g la֒
iniekcja֒ oraz zachodzi równość Υ(σ̃A(x̃)) = σB(Υ(x̃)), x̃ ∈ X̃A. Ponadto z definicji B
wynika, że Υ odwzorowuje XA,n na zbiór

{(xk)k∈Z ∈ {0, 1, ..., N}Z : xk = 0, k < −n;
N∑

i=1

A(i, xn) = 0; A(xk, xk+1) = 1, k > −n}

= {(xk)k∈Z ∈ ΣB : x−(n+1) = 0},
zatem Υ(X̃A) = Υ(

⋃
n∈NXA,n ∪XA,∞) = {(xk)k∈Z ∈ ΣB : x0 6= 0} = Σ+B . �

Przyk lad 3.20. Niech TN, SN be֒da֒ operatorami przesunie֒cia dzia laja֒cymi na prze-
strzeni E = ℓp(N), p ∈ [1,∞], patrz Przyk lad 1.13, i niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒
operatorów mnożenia przez cia֒gi postaci a = (a(0), a(1), a(1), a(1), ...), a(0), a(1) ∈ C.
Wtedy dla a ∈ A mamy

TNaSN = (a(1), a(1), a(1), ...) ∈ A, SNaTN = (0, a(0), a(1), a(1), ...).

Zatem operator TN generuje na dwuelementowym widmie X = {x0, x1} algebry A od-
wzorowanie sta le: α({x0, x1}) = {x1}. Zaś na widmie algebry B = span{⋃n∈N S

n
N
AT n

N
}

operator TN generuje uk lad dynamiczny (X̃, α̃) be֒da֒cy naturalnym rozszerzeniem
(X,α) zwia֒zanym z Y = X \ α(X) = {x0}. Uk lad (X,α) można utożsamić z jedno-

stronnym przesunie֒ciem Markowa (ΣA, σA) danym przez macierz A =

(
1 0
1 0

)
, lub

q
1

q
2

�

	
- � q

1
q
2

q 0�

	
-

@
@

@R�

	
- �

(a) (b)

Rysunek 3.10: Grafy skierowane zadaja֒ce przesunie֒cia Markowa z Przyk ladu 3.20.

równoważnie przez graf GA przedstawiony na Rysunku 3.10 (a). Zatem uk lad (X̃, α̃)

można utożsamić z uk ladem (Σ
+

B , σB) opisanym w Stwierdzeniu 3.19. Nietrudno od-
czytać z grafu GB, patrz Rysunek 3.10 (b), odpowiadaja֒cego macierzy

B =



0 1 0
0 1 0
1 0 1


 ,

że przestrzeń Σ
+

B sk lada sie֒ z naste֒puja֒cych elementów

x̃∞ = (...1, 1, 1̇, 1, 1, ...), x̃n = (..., 1, 1̇, 1, ..., 1, 2︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, 0, ...), n ∈ N,

gdzie kropka nad liczba֒ wskazuje wspó lrze֒dna֒ zerowa֒. Sta֒d naturalne rozszerzenie
uk ladu (ΣA, σA) = (X,α) możemy utożsamić z para֒ (X̃, α̃), gdzie X̃ = N = N∪ {∞}
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jest jednopunktowym uzwarceniem przestrzeni dyskretnej N, a odwzorowanie α̃ jest
dane wzorem

α̃(n) = n+ 1, n ∈ N, α̃(∞) =∞.
Powyższy opis można otrzymać bezpośrednio, gdyż nietrudno spostrzec, że algebra B
sk lada sie֒ operatorów mnożenia przez cia֒gi zbieżne, czyli B ∼= C(N).

3.4.1 Operatory generuja֒ce pe lne przesunie֒cia Markowa. Pod-
kowy Smale’a

Teraz przedstawimy operatory generuja֒ce szczególnie ważny przypadek wyżej omó-
wionych, symbolicznych uk ladów dynamicznych, zadanych przez macierz A, której
wszystkie wyrazy sa֒ równe 1 (równoważnie graf GA jest pe lny). Przesunie֒cia Mar-
kowa (ΣA, σA) i (XA, σA) odpowiadaja֒ce takim macierzom be֒dziemy nazywać pe l-
nymi przesunie֒ciami Markowa i korzystaja֒c z faktu, iż uk lady te sa֒ jednoznacznie
wyznaczone przez wymiar N macierzy A, jednostronne przesunie֒cia pe lne be֒dziemy
oznaczać przez (ΣN , σN), a dwustronne przez (ΣN , σN).
Ustalmy N = 2, 3, ... . Reprezentacje֒ algebry C(ΣN) zdefiniujemy na przestrzeni Ba-
nacha Lpη(R+), gdzie p ∈ [1,∞], a miara η jest osobliwa (ze wzgle֒du na miare֒ Le-
besgue’a). Miare֒ η zdefiniujemy za pomoca֒ dystrybuanty F be֒da֒cej przed lużeniem
odwzorowania, którego wykres zwany jest diabelskimi schodami Cantora, patrz Ry-
sunek 3.11.
W tym celu rozpatrzmy podzbiór ΩN ⊂ R+ wszystkich liczb, których rozwinie֒cie o

2

1

0 1
3

2
3

1 2 3

Rysunek 3.11: Wykres dystrybuanty miary η dla N = 2 – diabelskie schody Cantora
przed lużone na pó lprosta֒ R+.

podstawie 2N − 1 sk lada wy la֒cznie z liczb parzystych:

ΩN = {
n∑

k=−∞
ak(2N − 1)k : ak ∈ {0, 2, ..., 2N − 2}, k ¬ n, n ∈ N}.

Zdefiniujemy odwzorowanie F na zbiorze ΩN wzorem

F (t) =
n∑

k=−∞

ak
2
Nk, t =

n∑

k=−∞
ak(2N − 1)k ∈ ΩA
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i przed lużmy je na R+ wzorem: F (t) = F (max{t′ ∈ ΩN : t′ ¬ t}), t ∈ R+. Jako
niemaleja֒ca i prawostronnie cia֒g la, funkcja F jest dystrybuanta֒ σ-skończonej miary
η na R+:

η([0, t]) = F (t), t ∈ R+.

Nośnikiem miary η jest zbiór ΩN . Odwzorowanie γ(t) := (2N−1)t, t ∈ R+ zachowuje
zbiór ΩN , γ : ΩN → ΩN jest homeomorfizmem i dla każdego t ∈ ΩN zachodzi równość

F ((2N − 1)t) = NF (t).

Rozważmy przestrzeń E = Lpη(R+), p ∈ [1,∞]. Z powyższych uwag wynika, że ope-
rator

(Tpf)(t) = N
1
pf((2N − 1)t), f ∈ Lpη(R+),

jest poprawnie określona֒, odwracalna֒ izometria֒. Niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒
sk ladaja֒ca֒ sie֒ z operatorów mnożenia przez funkcje a(t) okresowe o okresie 2, cia֒g le
na odcinku [0, 1]:

a(t+ 2) = a(t), t ∈ R+, a|[0,1] ∈ C([0, 1]). (3.15)

Postać miary η implikuje, iż A ∼= C(ΣN) (równoważnie algebre֒ A można także zadać
np. za pomoca֒ relacji (2.1)).

Twierdzenie 3.21. Przy powyższych oznaczeniach

i) dla każdego a ∈ A, operator aTp jest konkretnym ważonym operatorem przesu-
nie֒cia na przestrzeni Lpη(R+), p ∈ [1,∞], zwia֒zanym z jednostronnym pe lnym
przesunie֒ciem Markowa (ΣN , σN);

ii) algebra B = span
{⋃∞
n=0 S

n
pAT np

}
jest izomorficzna z algebra֒ funkcji cia֒g lych na

przestrzeni ΣN i przy utożsamieniu B = C(ΣN) operator Tp generuje na widmie
B dwustronne przesunie֒cie Markowa (ΣN , σN).

Dowód. Niech ϕ : R+ → ΣN be֒dzie dowolnym borelowskim odwzorowaniem
takim, że dla t =

∑n
k=−∞ ak(2N − 1)k ∈ ΩN mamy

ϕ(t) =
(
a−1
2
+ 1,

a−2
2
+ 1,

a−3
2
+ 1, ...

)
∈ ΣN .

Wtedy ϕ : [0, 1]∩ΩN → ΣN jest homeomorfizmem, miara η ◦ϕ|[0,1]∩ΩN jest probabili-
styczna֒ miara֒ produktowa֒ na ΣN i w szczególności spe lniony jest warunek 1) Definicji
3.1. Sprawdzenie pozosta lych warunków Definicji 3.1 nie nastre֒cza trudności (przy-
pomnijmy iż γ(t) = (2N−1)t). Zatem, jako że wzór π(a)(t) := a(ϕ(t)), t ∈ R+ zadaje
izometryczna֒ reprezentacje֒ π : C(ΣN)→ L(E) taka֒, że A = π(C(ΣN)), otrzymujemy
teze֒ i).
Teza ii) wynika z i) oraz ze Stwierdzeń 3.5, 3.18. �

Topologiczne, dwustronne przesunie֒cia Markowa reprezentuja֒ sie֒ jako atraktory
zwane podkowami Smale’a [Szl82], [BS03], [Dev89]. Umożliwia to geometryczna֒ in-
terpretacje֒ przestrzeni idea lów maksymalnych algebry rozszerzonej B.
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Przyk lad 3.22 (Podkowa Smale’a). Rozpatrzmy przypadek, gdy N = 2, to jest
niech η be֒dzie miara֒ o dystrybuancie przedstawionej na Rysunku 3.11 i niech operator
Tp ∈ L(Lpη(R+)) be֒dzie dany wzorem

(Tpf)(t) = 2
1
pf(3t), f ∈ Lpη(R+).

Operator Tp generuje na widmie algebry A sk ladja֒cej sie֒ z operatorów mnożenia
przez ograniczone funkcje spe lniaja֒ce (3.15), uk lad topologicznie sprze֒żony z jed-
nostronnym przesunie֒ciem Markowa (Σ2, σ2). Zaś na widmie algebry rozszerzonej
B = span{⋃n∈N{T−np AT np }, Tp generuje uk lad topologicznie sprze֒żony z shiftem dwu-

stronnym (Σ2, σ2). Geometrycznej reprezentacji tego uk ladu (jako atraktora) dostar-
cza klasyczna podkowa Smale’a. Przypomnijmy pokrótce konstrukcje֒ tego uk ladu dy-
namicznego.

S -h -h -h . . .

Rysunek 3.12: Iteracje odwzorowania podkowy Smale’a.

Niech h : S → R2 be֒dzie odwzorowaniem przekszta lcaja֒cym kwadrat S ⊂ R2 na zbiór
przypominaja֒cy podkowe֒ zgodnie z Rysunkiem 3.12. Wtedy zbiór H+ =

⋂∞
n=0 h

n(S)
jest iloczynem kartezjańskim odcinka (horyzontalnie) i zbioru Cantora (wertykalnie).
Analogicznie, dla przeciwobrazów odwzorowania h, zbiór H− =

⋂∞
n=1 h

−n(S) jest

S�h−1�h−1�h−1
. . .

Rysunek 3.13: Przeciwobrazy odwzorowania podkowy Smale’a.

iloczynem kartezjańskim odcinka (wertykalnie) i zbioru Cantora (horyzontalnie), Ry-
sunek 3.13.
Atraktor H = H+ ∩ H− = ⋂

n∈Z h
n(S) nazywany jest zbiorem podkowy. Odwzoro-

wanie h : H → H jest homeomorfizmem, i
”
koduja֒c” punkty zbioru H za pomoca֒

dwustronnych cia֒gów jedynek i dwójek zgodnie Rysunkiem 3.14, można utożsamić
uk lad (H, h) z dwustronnym shiftem pe lnym (Σ2, σ2), patrz [Szl82], [BS03], [Dev89].
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2.1

1.1 1.2

2.2

-

22.11

12.11

22.12

12.12

21.11

11.11

21.12

11.12

22.21

12.21

22.22

12.22

21.21

11.21

21.22

11.22

-
. . .

Rysunek 3.14: Kodowanie punktów zbioru podkowy H.

3.5 Nieodwracalne operatory generuja֒ce odwracal-

ne uk lady dynamiczne

Zasadnicza֒ w lasnościa֒ algebraiczno-operatorowej metody rozszerzania uk ladów dy-
namicznych przedstawiona֒ w rozdziale 1 jest to, iż prowadzi ona od uk ladów nieod-
wracalnych do uk ladów odwracalnych. Dlatego, nieco zaskakuja֒cym jest, że ciekawe
i nietrywialne wyniki można również otrzymać stosuja֒c te֒ metode֒ do uk ladów od-
wracalnych. W procedurze tego typu interesuja֒ce zjawiska zwia֒zane sa֒ z dowolnościa֒
wyboru zbioru Y (równoważnie idea lu J , patrz paragraf 1.4.1) i zachodza֒ tylko dla
operatorów nieodwracalnych. Jak postaramy sie pokazać w niniejszym podrozdziale
takie rozważania w sposób naturalny pojawiaja֒ sie֒ przy badaniu kompresji opera-
torów odwracalnych. Naste֒puja֒ce stwierdzenie opisuje ogólna֒ strukture֒ obiektów, o
których be֒dzie tu mowa.

Stwierdzenie 3.23. Jeśli α : X → X jest homeomorfizmem i (X̃, α̃) jest naturalnym
rozszerzeniem uk ladu (X,α) zwia֒zanym ze zbiorem Y ⊂ X, patrz Definicja 1.32, to
X̃ możemy traktować jako domknie֒ty podzbiór

X̃ =
⋃

N∈N

XN ∪X∞ ⊂ N×X

przestrzeni produktowej, gdzie N = N∪ {∞} jest jednopunktowym uzwarceniem prze-
strzeni dyskretnej N,

X∞ = {∞} ×X, XN = {N} × αN(Y ), N ∈ N,

cze֒ściowy homeomorfizm α̃ : X̃ → X̃ dzia la wed lug wzoru

α̃(N, x) = (N + 1, α(x)), α̃(∞, x) = (∞, α(x)).
Dowód. Zdefiniujemy homeomorfizm Ψ przestrzeni X̃ =

⋃
N∈N XN ∪X∞ opisanej

w tezie Twierdzenia 1.28 na domknie֒ta֒ podprzestrzeń N × X za pomoca֒ rzutu Φ :
X̃ → X, patrz (1.22):

Ψ(x̃) := (∞,Φ(x̃)), dla x̃ ∈ X∞, Ψ(x̃) := (N,Φ(x̃)), dla x̃ ∈ XN , N ∈ N.

Sta֒d, że α jest homeomorfizmem Ψ :
⋃
N∈NXN∪X∞ →

⋃
N∈N{N}×αN(Y )∪{∞}×X

jest bijekcja֒. Nietrudno spostrzec, iż Ψ jest homeomorfizmem i przy utożsamieniu X̃
z Ψ(X̃) zachodzi teza dowodzonego stwierdzenia. �
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3.5.1 Nieodwracalne operatory generuja֒ce homeomorfizmy
okre֒gu jako kompresje operatorów odwracalnych

Niech α : S1 → S1 be֒dzie zachowuja֒cym orientacje֒ homeomorfizmem okre֒gu oraz
niech γ : R→ R be֒dzie jego podniesieniem do R, tzn. γ jest cia֒g la֒ funkcja֒ taka֒, iż

α(e2πit) = e2πiγ(t), t ∈ [0, 1].

Odwzorowanie γ jest monotonicznie rosna֒cym homeomorfizmem takim, że γ(t+1) =
γ(t) + 1, t ∈ R, wyznaczonym przez α z dok ladnościa֒ do przesunie֒cia ca lkowitolicz-
bowego.
Niech E = Lp(R), p ∈ [1,∞] i rozważmy operator Tp ∈ L(E):

(Tpf)(t) = |γ′(t)|
1
pf(γ(t))

gdzie 1
∞ = 0 (pochodna γ′(t) istnieje prawie wsze֒dzie na mocy monotoniczności γ).

Wtedy Tp jest odwracalna֒ izometria֒: (T−1p f)(t) = |(γ−1)′(t)|
1
pf(γ−1(t)) i jeśli A ⊂

L(E) jest algebra֒ operatorów mnożenia przez cia֒g le funkcje okresowe o okresie 1:
A ∼= C(S1), to

TpAT
−1
p ⊂ A, T

−1
p ATp ⊂ A, (3.16)

a dok ladniej mamy

Stwierdzenie 3.24. Dla każdego a ∈ A operatory aTp i aT−1p sa֒ konkretnymi opera-
torami ważonego przesunie֒cia zwia֒zanymi odpowiednio z uk ladem (S1, α) i (S1, α−1).

Dowód. Wystarczy po lożyć Ω0 = [0, 1] i ϕ(t) = {t}, gdzie {t} jest cze֒ścia֒ u lam-
kowa֒ liczby t ∈ R. �

Rozważmy teraz kompresje wyżej wprowadzonych obiektów do przestrzeni E :=
Lp(R+ ∪ {0}) traktowanej jako podprzestrzeń przestrzeni E = Lp(R). Dok ladniej,
oznaczmy przez P : E→ E rzut E na E i po lóżmy

Tp := P (Tp)P, Sp := P (T
−1
p )P, A := PAP.

Wtedy algebra A ⊂ L(E) jest izomorficzna z C(S1), a operatory Tp, Sp ∈ L(E) sa֒
wzajemnie sprze֒żonymi cze֒ściowymi izometriami.

Stwierdzenie 3.25. Zachodzi jedna z możliwości:

i) albo γ(0) > 0 i wtedy Tp jest nieodwracalna֒ ko-izometria֒:

TpASp ⊂ A, SpATp * A,

operator aTp, a ∈ A, jest konkretnym operatorem ważonego przesunie֒cia zwia֒-
zanym z (S1, α) oraz hull({a ∈ A : SpTpa = a}) = {e2πit : t ∈ [0, γ(0)]} ,

ii) albo γ(0) = 0 i wtedy Tp jest odwracalna֒ izometria֒: Sp = T
−1
p oraz

TpAT−1p ⊂ A, T−1p ATp ⊂ A,

dla a ∈ A operatory aTp i aT−1p sa֒ konkretnymi operatorami ważonego przesu-
nie֒cia zwia֒zanymi odpowiednio z uk ladem (S1, α) i (S1, α−1),
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iii) albo γ(0) < 0 i wtedy Tp jest nieodwracalna֒ izometria֒:

SpATp ⊂ A, TpASp * A,

operator aSp, a ∈ A, jest konkretnym operatorem ważonego przesunie֒cia zwia֒-
zanym z (S1, α−1) oraz hull({a ∈ A : TpSpa = a}) = {e2πit : t ∈ [0, γ−1(0)]} .

Dowód. Jeśli γ(0) > 0, to

(Tpf)(t) = |γ′(t)|
1
pf(γ(t)), (Spf)(t) =




|(γ−1)′(t)| 1pf(γ−1(t)), t ∈ [γ(0),∞)
0, t ∈ [0, γ(0)).

K lada֒c Ω0 = [0, 1] oraz ϕ(t) = {t} otrzymujemy teze֒ punktu i). W szczególności, rzut
SpTp jest operatorem mnożenia przez funkcje֒ charakterystyczna֒ χγ(R) = χ[γ(0),∞),
ska֒d hull({a ∈ A : SpTpa = a}) = {e2πit : t ∈ [0, γ(0)]}. Punkt ii) nie nastre֒cza
trudności. Natomiast teze֒ punktu iii) można otrzymać analogicznie jak teze֒ punktu
i) zamieniaja֒c rolami γ i γ−1. �

Istotna֒ wada֒ obiektów po kompresji, z punktu widzenia naszych rozważań, jest
ewentualna utrata jednej z relacji (3.16). Zgodnie z rezultatami rozdzia lu 1 możemy
jednak zawsze te֒ relacje֒

”
odzyskać” przechodza֒c do wie֒kszej algebry. Aby to bliżej

wyjaśnić za lóżmy, że
γ(0) > 0

(przypadek, gdy γ(0) < 0 rozpatruje sie֒ analogicznie). Po lóżmy

B = span
{ ∞⋃

n=0

SnpAT np
}
.

W świetle Twierdzenia 1.22, B jest najmniejsza֒ algebra֒ Banacha zawieraja֒ca֒ A oraz
taka֒, że

Tp B Sp ⊂ B, Sp B Tp ⊂ B.
Ponadto mamy

Twierdzenie 3.26. Niech γ(0) > 0. Algebra B jest izomorficzna z algebra֒ funkcji
C(X̃) na domknie֒tym podzbiorze przestrzeni produktowej N× S1. Przy czym

i) jeśli γ(0) ­ 1, to X̃ = N× S1, patrz Rysunek 3.15 (a).

ii) jeśli γ(0) ∈ (0, 1), to X̃ =
⋃
N∈NXN ∪X∞, gdzie X∞ = {∞}×S1 jest okre֒giem,

a dla N ∈ N zbiór XN jest  lukiem

XN = {N} × [αN(1), αN+1(1)],

gdzie [αN(1), αN+1(1)] oznacza  luk na o pocza֒tku αN(1) i końcu αN+1(1), patrz
Rysunek 3.15 (b).

Przy utożsamieniu B = C(X̃) operator Tp generuje na X̃ odwzorowanie α̃ dzia laja֒ce
wed lug wzoru

α̃(N, x) = (N + 1, α(x)), α̃(∞, x) = (∞, α(x)).
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Dowód. Na mocy Stwierdzenia 3.25 i Twierdzenia 1.28 uk lad (X̃, α̃) jest natu-
ralnym rozszerzeniem (S1, α) zwia֒zanym ze zbiorem

Y =
{
e2πit : t ∈ [0, γ(0)]

}

który albo jest okre֒giem S1, gdy γ(0) > 1, albo  lukiem na okre֒gu S1 o pocza֒tku
1 = e2πi0 i końcu α(1) = e2πiγ(0). Wystarczy wie֒c zastosować Stwierdzenie 3.23.
�
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Rysunek 3.15: Widmo algebry B zwia֒zanej z homeomorfizmem okre֒gu.

Z powyższego twierdzenia wynika w szczególności, że algebra B zależy nie tylko
od homeomorfizmu α, ale także od wyboru jego podniesienia γ. Na przyk lad, jeśli
γ(0) ­ 1, to niezależnie od α mamy

B ∼= C(N× S1).

Jeśli natomiast γ(0) ∈ (0, 1), to struktura algebry B zależy jedynie od orbity punktu
1 ∈ S1. Bliżej to zagadnienie omówimy w naste֒puja֒cym paragrafie.

3.5.2 Klasyfikacja algebr rozszerzonych przez operatory zwia֒-
zane z homeomorfizmami okre֒gu za pomoca֒ liczb ob-
rotu

W obecnym podrozdziale przedstawimy klasyfikacje֒ algebr opisanych w podpunkcie
ii) Twierdzenia 3.26. W tym celu przypomnijmy [FKS87], [Szl82], [BS03], [Dev89],
że jeśli γ : R → R jest podniesieniem do R homeomorfizm okre֒gu α : S1 → S1, to
granica limn→∞

γ(t)
n

nie zależy od t ∈ R, a jej cze֒ść u lamkowa

τ(α) := { lim
n→∞

γ(t)

n
} ∈ [0, 1) (3.17)

nie zależy również od wyboru podniesienia γ. Wielkość τ(α) nazywana jest liczba֒
obrotu odwzorowania α. Zosta la ona wprowadzona w 1885 roku przez H. Poincaré
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[Poi85] i jest ważnym niezmiennikiem dla uk ladów dynamicznych na okre֒gu, co t lu-
maczy naste֒puja֒ce twierdzenie, por. [FKS87], [Szl82], [BS03], [Dev89]. Symbolem Θτ ,
τ ∈ [0, 1), be֒dziemy oznaczać obrót okre֒gu o ka֒t 2πτ : Θτ (z) = z · e2πiτ , z ∈ S1.

Twierdzenie 3.27 (Klasyfikacja Poincaré). Niech α : S1 → S1 be֒dzie zachowuja֒cym
orientacje֒ homeomorfizmem okre֒gu.

1) Jeśli τ(α) = m
n

, gdzie m
n

jest u lamkiem nieskracalnym, to α posiada punkty
okresowe i wszystkie orbity okresowe maja֒ okres n.

2) Jeśli τ(α) /∈ Q, to α nie posiada punktów okresowych i zbiór Ω(α) sk ladaja֒cy
sie֒ z punktów skupienia dowolnej orbity {α(x)}n∈Z nie zależy wyboru punktu
x ∈ S1. Zachodza֒ dwa podprzypadki

a) Jeśli Ω(α) = S1, czyli gdy α jest homeomorfizmem tranzytywnym, to uk lad
(S1, α) jest topologicznie sprze֒żony z uk ladem (S1,Θτ(α)).

b) Jeśli α jest homeomorfizmem intranzytywnym, to Ω(α) jest doskona lym
nigdziege֒stym podzbiorem S1 i istnieje cia֒g la suriekcja φ : Ω(α) → S1

pó l-sprze֒gaja֒ca uk lad (Ω(α), α) z uk ladem (S1,Θτ(α)).

Zauważmy, że każdy zachowuja֒cy orientacje֒ homeomorfizm okre֒gu, dla którego
1 ∈ S1 nie jest punktem sta lym, posiada dok ladnie jedno podniesienie γ spe lniaja֒ce

0 < γ(0) < 1. (3.18)

Zatem przy za lożeniu (3.18), które przyjmujemy w ca lym tym uste֒pie, zarówno ope-
ratory Tp,Sp jak i algebra B ∼= C(X̃), zdefiniowane w poprzednim podrozdziale zależa֒
jedynie od homeomorfizmu α. Tym samym uzasadniony jest zapis

B = Bα oraz X̃ = X̃α,

który be֒dziemy stosować od tej pory. Przypomnijmy, Twierdzenie 3.26 ii), że prze-
strzeń Xα sk lada sie֒ z okre֒gu X∞ oraz cia֒gu  luków {XN}N∈N.

Twierdzenie 3.28. Niech α : S1 → S1 be֒dzie zachowuja֒cym orientacje֒ homeomor-
fizmem okre֒gu.

1) Jeśli τ(α) = m
n

, gdzie m
n

jest u lamkiem nieskracalnym, to zbiór punktów sku-
pienia punktów końcowych  luków {XN}N∈N tworzy n-elementowy podzbiór X∞
oraz

Bα ∼= BΘm
n
.

2) Jeśli τ(α) /∈ Q, to zachodza֒ dwa podprzypadki

a) Gdy α jest homeomorfizmem tranzytywnym, to X∞ jest zbiorem punktów
skupienia punktów końcowych  luków {XN}N∈N oraz

Bα ∼= BΘτ(α) .
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b) Gdy α jest homeomorfizmem intranzytywnym, to zbiór punktów skupienia
punktów końcowych  luków {XN}N∈N tworzy doskona ly nigdziege֒sty pod-
zbiór X∞. W szczególności

Bα 6= BΘτ , τ ∈ [0, 1).

Dowód. Zbiór punktów skupienia punktów końcowych  luków {XN}N∈N pokrywa
sie֒ ze zbiorem {∞}×Ω(α) ⊂ X∞, gdzie Ω(α) jest zbiorem punktów skupienia orbity
{αN(1)}N∈N. Korzystaja֒c z Twierdzenia 3.27 mamy naste֒puja֒ce przypadki.

1) Gdy τ(α) = m
n

, to Ω(α) sk lada sie֒ z n punktów tworza֒cych orbite֒ okresowa֒
odwzorowania α. Dok ladniej istnieje n punktów x0, x1, ..., xn−1 ∈ S1 ponumerowanych
zgodnie z orientacja֒ oraz takich, że

lim
N→∞

αNn+k(1) = xkm, k = 0, ...,m− 1.,

Sta֒d oraz z postaci przestrzeni X̃α, patrz Twierdzenie 3.26 ii), wynika, że

lim
N→∞

XNn+k = {∞} × [xkm (mod n), x(k+1)m (mod n)], k = 0, ..., n− 1,

tj. cia֒g  luków {XNm+k}N∈N zbiega w metryce Hausdorffa do  luku na X∞ o pocza֒tku
(∞, xkn (mod m)) i końcu (∞, x(k+1)n (mod m)). Rozpatrzmy odwzorowanie φ : X̃α →
X̃Θm

n
które

”
liniowo” przeprowadza  luki wed lug schematu:

{∞} × [xk, xk+1(modn)] φ7−→ {∞} ×
[
e2πi

k
n , e2πi

k+1
n

]
, k = 0, ..., n− 1,

{N} × [αN(1), αN+1(1)] φ7−→ {N} ×
[
e2πi

N
n , e2πi

N+1
n

]
, N ∈ N.

Nietrudno spostrzec, że φ jest homeomorfizmem, a zatem algebry Bα = C(X̃α) i
BΘm

n
= C(X̃Θm

n
) sa֒ izomorficzne.

2a) Jeśli τ(α) /∈ Q i α jest homeomorfizmem tranzytywnym, to {∞} × Ω(α) =
{∞} × S1 = X∞ i istnieje homeomorfizm φ : S1 → S1 taki, że diagram

S1
α−−−→ S1

φ

y
yφ

S1
Θτ(α)−−−→ S1

jest przemienny, gdzie Θτ(α) jest obrotem o ka֒t 2πτ(α). Ponadto φ można wybrać
tak, by φ(1) = 1, patrz np. [BS03, Dowód Tw. 7.1.9]. Sta֒d wynika, że odwzorowanie
id× φ : X̃α −→ X̃Θτ(α) :

(id× φ)(N, x) = (N,φ(x)), (N, x) ∈ XN , N ∈ N,

jest homeomorfizmem. Zatem Bα ∼= BΘτ(α) .
2b) jeśli τ(α) /∈ Q i α jest homeomorfizmem intranzytywnym, to {∞} × Ω(α)

jest doskona lym nigdziege֒stym podzbiorem X∞. Zatem przestrzeń X̃α nie jest home-
omorficzna z żadna֒ z przestrzeni X̃Θτ , τ ∈ [0, 1), równoważnie Bα 6= BΘτ , τ ∈ [0, 1).
�
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Liczba obrotu jest
”
niezmiennikiem” homeomorfizmów okre֒gu w naste֒puja֒cym

sensie: jeśli φ jest topologicznym sprze֒żeniem uk ladów (S1, α) i (S1, α′), to albo τ(α) =
τ(α′), jeśli φ zachowuje orientacje֒, albo τ(α) + τ(α′) = 1, jeśli φ orientacje֒ zmienia.
Dla algebr Bα liczba obrotu jest już niezmiennikiem sensu stricto.

Twierdzenie 3.29. Jeśli algebry Bα i Bα′ sa֒ izomorficzne, to τ(α) = τ(α′).

Dowód. Jeśli Bα i Bα′ sa֒ izomorficzne to istnieje homeomorfizm φ : X̃α → X̃α′ ,
gdzie X̃α =

⋃
N∈N

XN i X̃α′ =
⋃
N∈N

X ′N sa֒ przestrzeniami idea lów maksymalnych
algebr Bα i Bα′ . Odwzorowanie φ, jako homeomorfizm, musi przeprowadzać  luki
{XN}N∈N na  luki {X ′N}N∈N, okra֒g X∞ na okra֒g X ′∞, a zbiór punktów skupienia
Ω(α) ⊂ X∞ punktów końcowych  luków {XN}N∈N na zbiór skupienia Ω(α′) ⊂ X ′∞
punktów końcowych  luków {X ′N}N∈N. Dla uproszczenia notacji przyjmijmy dalej
utożsamienie X∞ = X ′∞ = S1. Twierdzimy, że φ ustala sprze֒żenie mie֒dzy uk la-
dami (Ω(α), α) i (Ω(α′), α′) lub (Ω(α), α) i (Ω(α′), α′−1) w zależności od tego, czy
φ : X∞ → X ′∞ zachowuje, czy zmienia orientacje֒. Jeśli to wykażmy, to stosuja֒c stan-
dardowy argument otrzymamy, że albo τ(α) = τ(α′), albo τ(α) + τ(α′−1) = 1, gdzie
podstawiaja֒c τ(α′−1) = 1 − τ(α′) również otrzymamy τ(α) = τ(α′) i dowód be֒dzie
zakończony.
By wykazać stwierdzenie, z którego powyżej wnioskowalísmy, ustalmy cia֒g {αNk(1)}k∈N

zbieżny do dowolnie wybranego punktu x0 ∈ Ω(α). Wtedy cia֒g {αNk+1(1)}k∈N zbiega
do punktu α(x0), a cia֒g  luków {XNk}N∈N zbiega (w metryce Hausdorffa) do  luku
[x0, α(x0)].
Jeśli φ : X∞ → X ′∞ zachowuje orientacje֒, to prawie wszystkie  luki z cia֒gu {XNk}N∈N

przejda֒ (zgodnie z orientacja֒) na prawie wszystkie  luki z cia֒gu {φ(XNk)}N∈N, a zatem

[φ(x0), φ(α(x0))] = φ([x0, α(x0)]) = φ( lim
k→∞

XNk) = lim
k→∞

φ(XNk) = [φ(x0), α
′(φ(x0))],

ska֒d φ(Θq(x0)) = Θq′(φ(x0)). Czyli φ sprze֒ga uk lady (Ω(α), α), (Ω(α′), α′).
Jeśli φ : X∞ → X ′∞ zmienia orientacje֒, to argumentuja֒c analogicznie jak powyżej

[φ(α(x0)), φ(x0)] = φ([x0, α(x0)]) = φ( lim
k→∞

XNk) =

= lim
k→∞

φ(XNk) = [α
′−1(φ(x0)), φ(x0)],

ska֒d φ(α(x0)) = α
′−1(φ(x0)). Czyli φ sprze֒ga uk lady (Ω(α), α), (Ω(α′), α′−1). �

Stosuja֒c klasyczny rezultat A. Denjoy [Den32], który mówi, że każdy dyfeomor-
fizm okre֒gu o skończonej wariancji i niewymiernej liczbie obrotu jest tranzytywny
otrzymujemy, że w klasie algebr rozszerzonych Bα zwia֒zanych z dyfeomorfizmami o
skończonej wariancji liczba obrotu jest nie tylko niezmiennikiem, lecz wre֒cz ich rów-
noważnikiem.

Twierdzenie 3.30. Jeśli jeden z homeomorfizmów α, α′ jest dyfeomorfizmem o
skończonej wariancji, to algebry Bα i Bα′ sa֒ izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy
τ(α) = τ(α′).

Dowód. Zastosować Twierdzenia 3.28, 3.29 oraz Twierdzenie Denjoy, patrz np.
[FKS87], [Szl82], [BS03], [Dev89]. �
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3.5.3 Operatory generuja֒ce przesunie֒cia na torusie

Rozważania zawarte w poprzednich podrozdzia lach można do pewnego stopnia uogól-
nić na przypadek operatorów generuja֒cych homeomorfizmy na d-wymiarowym torusie
Td. Jednakże, jak pokażemy w Przyk ladzie 3.33 próba klasyfikacji (analogicznej do tej
zawartej w podrozdziale 3.5.2) powsta lych w ten sposób algebr, już w najprostszym
przypadku przesunie֒ć na torusie T2, napotyka trudności.
Przesunie֒ciem o wektor h = (h1, ..., hN ) ∈ Rd+ na torusie Td be֒dziemy nazywać od-
wzorowanie α : Td → Td, które w zapisie addytywnym: Td = Rd/Zd, dane jest wzorem

α(x1, x2, ..., xd) = (x1 + h1 (mod 1), x2 + h2 (mod 1), ..., xd + hd (mod 1)).

Niech E = Lp(Rd+), p ∈ [1,∞]. Ustalmy wektor h ∈ Rd+ i zdefiniujmy operatory

(Tf)(t) = f(t+ h), (Sf)(t) =




f(t− h), t− h ∈ Rd+
0, t− h /∈ Rd+,

t ∈ Rd+.

Jasnym jest, że T, S ∈ L(E) sa֒ wzajemnie sprze֒żonymi izometriami cze֒ściowymi.
Niech ei, i = 1, ..., d, be֒da֒ standardowymi wersorami w Rd+ i niech A ⊂ L(E) be֒dzie
algebra֒ operatorów mnożenia przez okresowe funkcje cia֒g le o okresach ei, i = 1, ..., d:

A = {a ∈ C(Rd+) : a(t+ ei) = a(t), t ∈ Rd+, i = 1, ..., d}.
Wtedy mamy naturalny izomorfizm A ∼= C(Td) oraz zachodzi

Stwierdzenie 3.31. Operator aT , a ∈ A, jest konkretnym operatorem ważonego
przesunie֒cia zwia֒zanym z uk ladem (Td, α), gdzie α jest przesunie֒ciem na Td o wektor
h. Ponadto otoczka֒ Y idea lu

J = {a ∈ A : STa = a}
jest ca ly torus Td albo torus Td z wycie֒tym d-wymiarowym p latem, a dok ladniej:

Y =





Td, jeśli hi ­ 1 dla pewnego i,

Td \ (h1, 1)× (h2, 1)× ...× (hd, 1) w przeciwnym razie,

gdzie h = (h1, h2, ..., hd).

Dowód. By wykazać, że operator aT , a ∈ A, jest konkretnym operatorem ważo-
nego przesunie֒cia wystarczy po lożyć γ(t) := t+h, t ∈ Rd+, Ω0 := (0, 1)× ...× (0, 1) ⊂
Rd+ i ϕ(t) := (t1 (mod 1), ..., td (mod 1)), gdzie t = (t1, ..., td) ∈ Rd. Postać otoczki ide-
a lu J wynika sta֒d, że ST jest operatorem mnożenia przez funkcje֒ charakterystyczna֒
stożka

{t = (t1, t2, ..., td) ∈ Rd+ : ti ­ hi, i = 1, ..., d}.
�

Biora֒c pod uwage֒ Stwierdzenia 3.31, 3.23 oraz Twierdzenie 1.28 otrzymujemy
naste֒puja֒cy opis algebry rozszerzonej

B := span



⋃

n∈N

SnAT n




oraz dzia laja֒cego na niej cze֒ściowego automorfizmu T (·)S.
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(a) (b)

Rysunek 3.16: Widmo algebry zwia֒zanej z przesunie֒ciami na torusie T2.

Twierdzenie 3.32. Algebra B jest izomorficzna z algebra֒ funkcji cia֒g lych na:

a) przestrzeni N× Td, gdy hi ­ 1 dla pewnego i = 1, ..., d, lub w przeciwnym razie

b) podprzestrzeni X̃ =
⋃
N∈N

XN ⊂ N×Td sk ladaja֒ca֒ sie֒ z torusa X∞ = {∞}×Td

oraz cia֒gu torusów z wycie֒tymi d-wymiarowymi p latami:

XN = {N} × Td \ αN ((h1, 1)× ...× (hd, 1)) ,

gdzie α jest przesunie֒ciem na Td o wektor h, N ∈ N.

Operator T generuje na widmie algebry B cze֒ściowy homeomorfizmem dzia laja֒cy zgod-
nie ze wzorami α̃(N, x) = (N + 1, α(x)) i α̃(∞, x) = (∞, α(x)).

Zarówno algebra B jak i jej widmo X̃ zależa֒ jedynie od wyboru wektora h. Roz-
patruja֒c różne wektory be֒dziemy pisać Bh oraz X̃h maja֒c na myśli obiekty odpo-
wiadaja֒ce wektorowi h. W szczególności, dla h nie leża֒cych w d-wymiarowej kostce
(0, 1)d ⊂ Rd wszystkie algebry Bh sa֒ parami izomorficzne:

Bh ∼= C(N× Td).

Przekrój przez przestrzeń N×Td, dla d = 2, przedstawia Rysunek 3.16 (a). Jeśli na-
tomiast h = (h1, h2, ..., hd) ∈ (0, 1)d, to przestrzeń idea lów maksymalnych X̃h algebry
Bh można wyobrażać sobie jako (ca ly) torus X∞ oraz cia֒g torusów XN , N ∈ N, z
wycie֒tymi oknami (d-wymiarowymi p latami) o ustalonych wymiarach: 1−h1, 1−h2,
1−hd, patrz Rysunek 3.16 (b). Cia֒g ten zbiega do torusa X∞ w ten sposób, że XN+1
leży wewna֒trz XN , a jego okno przesunie֒te jest w stosunku do okna w XN o wektor h.
Okna w torusach {XN}N∈N zbiegaja֒c do X∞ ”

odbijaja֒ w nim ślad”, który jest topo-
logicznym niezmiennikiem pozwalaja֒cym rozróżniać mie֒dzy widmami algebr Bh. W
szczególności, dla d = 1 brzegami takich okien sa֒ punkty końcowe  luków XN , N ∈ N,
których analiza doprowadzi la nas, patrz Twierdzenie 3.29, do stwierdzenia, że

Bh ∼= Bh′ ⇐⇒ h = h′.

Okazuje sie֒, że dla d ­ 2, struktura algebry Bh nie determinuje wartości wspó lrze֒d-
nych wektora h.
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h =
(
1
2
, 1
2

)
h =

(
1
3
, 1
3

)
h =

(
1
3
, 2
3

)
h =

(
2
3
, 2
3

)

h =
(
1
4
, 1
4

)
h =

(
1
4
, 1
2

)
h =

(
1
4
, 3
4

)
h =

(
3
4
, 3
4

)

Rysunek 3.17:
”
Niehomeomorficzne siatki okien” odbite na torusie X∞.

h =
(
4
5
, 4
5

)
h =

(
3
5
, 4
5

)

Rysunek 3.18: ”Homeomorficzne siatki okien” odbite na torusie X∞.

Przyk lad 3.33. Niech d = 2 i niech wspó lrze֒dne wektora h = (m1
n1
, m2
n2
) ∈ (0, 1)×(0, 1)

be֒da֒ u lamkami nieskracalnymi. Wtedy odwzorowanie αh jest okresowe o okresie
n = NWW (n1, n2) i dla każdego k = 0, ..., n − 1, brzegi okien w cia֒gu {XnN+k}N∈N

zbiegaja֒ do pewnego prostoka֒ta na torusie X∞, rozważanym jako kwadrat z utożsa-
mionymi bokami naprzeciwleg lymi. Prostoka֒ty te tworza֒ siatke֒ na X∞, której punkty
sa֒ topologicznie scharakteryzowane przez w lasność, że każde ich otoczenie przecina
niepusto brzeg okna w nieskończenie wielu elementach rodziny {XN}N∈N. Ponadto w
X∞ można wyróżnić punkty nie leża֒ce pod żadnym oknem jako takie, których każde
otoczenie przecina prawie wszystkie elementy rodziny {XN}N∈N.
Na Rysunku 3.17 przedstawilísmy siatki na X∞ odpowiadaja֒ce wybranym wektorom;
kolor szary oznacza zbiory punktów nie leża֒cych pod żadnym oknem. Z rysunków
tych wynika, że dla rozważanych wektorów h przestrzenie X̃h sa֒ parami niehome-
omorficzne, czyli algebry Bh sa֒ parami nieizomorficzne. Z drugiej strony nie trudno
zauważyć, że istnieje homeomorfizm ϕ : T2 → T2 przekszta lcaja֒cy na siebie siatki
odpowiadaja֒ce wektorom h = (4

5
, 4
5
) i h′ = (3

5
, 4
5
), Rysunek 3.18. Schematyczny opis

takiego homeomorfizmu przedstawiony jest na Rysunku 3.19. Odwzorowanie

id× ϕ : X̃( 4
5
, 4
5
) → X̃( 3

5
, 4
5
)
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Rysunek 3.19: Homeomorfizm torusa ustalaja֒cy X̃( 4
5
, 4
5
)
∼= X̃( 3

5
, 4
5
).

jest poprawnie określonym homeomorfizmem, a sta֒d

B( 4
5
, 4
5
)
∼= B( 3

5
, 4
5
).

Uwagi do rozdzia lu 3

Na geneze֒ Definicji 3.1 sk ladaja֒ sie֒ te w lasności ważonych operatorów kompozycji,
które spe lnione sa֒ przez wszystkie operatory wyste֒puja֒ce w niniejszej pracy oraz
którymi be֒dziemy pos lugiwać sie w dowodzie Twierdzenia 8.6. Zatem postać Definicji
3.1 podyktowana jest tu jedynie opracowanym dowodem i doste֒pnymi przyk ladami.
Operatory omówione w tym rozdziale, a w szczególności konstrukcje z podrozdzia lu
3.3, pokazuja֒, że definicja ta jest wzgle֒dnie naturalna.

Solenoid 2-adyczny jako grupe֒ topologiczna֒ rozważa l L. Vietoris [Vie27]. Na nowo,
na drodze geometrycznej opisanej w podrozdziale 3.2, odkry l go D. van Dantzig
[Dan30]. Naste֒pnie S. Smale rozs lawi l go jako przyk lad, niebe֒da֒cego orbita֒ okresowa֒,
atraktora strukturalnie stabilnego uk ladu dynamicznego [Dev89]. Solenoid jako prze-
strzeń idea lów maksymalnych algebry operatorów po raz pierwszy otrzyma l autor w
[Kwa05’], patrz też [KL08]. Dowody Stwierdzeń 3.18, 3.19 pochodza֒ z [Kwa05’], przy
czym Stwierdzenie 3.18 w standardowym kontekście granic odwrotnych jest dobrze
znane.

W zwia֒zku z przedstawiona֒ w paragrafie 3.5.2 klasyfikacja֒ algebr Bα, warto wspo-
mnieć klasyczny rezultat M. A. Rieffela [Rie81], który za pomoca֒ liczb obrotu otrzy-
ma l klasyfikacje֒ C∗-algebr Aα = C∗(A, Uα), gdzie A = C(S1), a Uα jest operatorem
unitarnym generuja֒cy na widmie S1 obrót α o ka֒t niewymierny.



Rozdzia l 4

Promień spektralny operatorów
przesunie֒cia z waga֒

W tym rozdziale uogólnimy formu le֒ wariacyjna֒ (6) otrzymana֒ w [Leb79], [Kit79]
tak, by wyraża la promień spektralny ważonych operatorów przesunie֒cia rozumianych
w naszym, szerszym sensie (Definicja 1.19). W rzeczywistości otrzymamy dwa ro-
dzaje zasad wariacyjnych, na wyj́sciowej przestrzeni X i na przestrzeni rozszerzonej
X̃. Zwia֒zek mie֒dzy tymi formu lami oraz sama natura zasad wariacyjnych zostanie
dok ladnie omówiona i wyjaśniona na przyk ladach obejmuja֒cych wszystkie operatory
rozważane w rozdziale 2 i 3. Przedstawione przyk lady obrazuja֒ m. in. ścis ly zwia֒-
zek pomie֒dzy spektralnymi w lasnościami rozpatrywanych operatorów, a teoria֒ ergo-
dyczna֒ generowanych przez nie topologicznych uk ladów dynamicznych.

4.1 Zasady wariacyjne. Miary α-niezmiennicze i α-

ergodyczne.

Ustalmy (abstrakcyjny) ważony operator przesunie֒cia aT z waga w algebrzeA, dzia la-
ja֒cy w przestrzeni Banacha E, patrz Definicja 1.19. Niech S be֒dzie cze֒ściowa֒ izometrie֒
sprze֒żona֒ z T i niech δ oraz δ∗ be֒da֒ zwia֒zanymi z S i T odwzorowaniami na prze-
strzeni operatorów L(E), patrz (1.5), (1.6). Wtedy δ : A → A jest endomorfizmem,
natomiast na algebrze

B = span{
∞⋃

n=0

SnAT n} = span{
∞⋃

n=0

δn∗ (A)}

oba odwzorowania δ, δ∗ zadaja֒ cze֒ściowe automorfizmy, Twierdzenie 1.22.
Podstawa֒ naszych rozważań jest uwaga, iż pewne w lasności spektralne abstrakcyjnego
ważonego operatora przesunie֒cia aT : E → E i endomorfizmu z waga֒ aδ : A →
A, gdzie a ∈ A, sa֒ podobne (w tym kontekście interesuja֒cy jest również zwia֒zek
operatorów bT i bS z odwzorowaniami bδ, bδ∗ : B → B dla b ∈ B).

Stwierdzenie 4.1. Dla a ∈ A zachodzi równość

r(aT ) = r(aδ) = lim
n→∞ ‖aδ(a)... δ

n−1(a)‖ 1n .

81
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W szczególności r(aT ) = r(δk(a)T ) dla każdego k ∈ N.

Dowód. Z jednej strony, korzystaja֒c ze Stwierdzenia 1.21 oraz faktu iż obrazem
cześciowej izometri T n jest podprzestrzeń T nSnE dostajemy

‖(aT )n‖ = ‖
n−1∏

k=0

δk(a)T n‖ = ‖
n−1∏

k=0

δk(a)T nSn‖ = ‖
n−1∏

k=0

δk(a)δn(1)‖

Z drugiej strony, z kontrakcyjności odwzorowania δ

‖(aδ)n‖ = ‖
n−1∏

k=0

δk(a)δn‖ = ‖
n−1∏

k=0

δk(a)δn(1)δn‖ ¬ ‖
n−1∏

k=0

δk(a)δn(1)‖

oraz z definicji normy operatorowej

‖
n−1∏

k=0

δk(a)δn(1)‖ = ‖(aδ)n(1)‖ ¬ ‖(aδ)n‖.

Zatem ‖(aδ)n‖ = ‖(aT )n‖ = ‖∏n−1k=0 δk(a)δn(1)‖, ska֒d

r(aT ) = r(aδ) = lim
n→∞ ‖aδ(a)... δ

n−1(a)δn(1)‖ 1n .

Patrza֒c z kolei na oszacowania

‖
n−1∏

k=0

δk(a)δn(1)‖ ¬ ‖
n−1∏

k=0

δk(a)‖ = ‖
n−2∏

k=0

δk(a)δn−1(1)δn−1(a)‖

¬ ‖
n−2∏

k=0

δk(a)δn−1(1)‖ · ‖a‖

widzimy, iż limn→∞ ‖
∏n−1
k=0 δ

k(a)δn(1)‖ 1n = limn→∞ ‖
∏n−1
k=0 δ

k(a)‖ 1n , co kończy dowód
pierwszej cze֒ści stwierdzenia. Podobne oszacowania jak powyzej pokazuja֒, iż

lim
n→∞

‖aδ(a)... δn−1(a)‖ 1n = lim
n→∞

‖δ(a)δ2(a)... δn(a)‖ 1n ,

a sta֒d r(aT ) = r(δ(a)T ) i poprzez indukcje֒ r(aT ) = r(δk(a)T ) dla dowolnego k ∈ N.
�

Jeśli b =
∑m
k=0 δ

k
∗(ak), to b =

∑m
k=0 δ

k
∗(δ
k(1)ak), por. Stwierdzenie 1.21 iv), i dla-

tego bez straty ogólności można za lożyć, że b =
∑m
k=0 δ

k
∗(ak), gdzie ak ∈ δk(1)A. W

świetle tej uwagi naste֒puja֒ce stwierdzenie mówi, że dla ge֒stego zbioru elementów w B
promień spektralny operatora przesunie֒cia z waga֒ b można wyrazić poprzez promień
spektralny operatora przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A.

Stwierdzenie 4.2. Jeśli b ∈ B jest postaci b = a0 + δ∗(a1) + ... + δ
m
∗ (am), gdzie

ak ∈ δk(1)A, to
r(bT ) = r(aT )

dla a = δm(a0) + δ
m−1(a1) + ...+ am ∈ A.
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Dowód. Stosuja֒c do operatora bT i algebry B Stwierdzenie 4.1 z jednej strony
mamy r(bT ) = r(δm(b)T ). Z drugiej strony

δm(b) = δm
(
a0 + δ∗(a1) + ...+ δ

m
∗ (am)

)
= δm(a0) + δ

m−1(a1) + ...+ am,

por. Stwierdzenie 1.21 iv). �

Niech X be֒dzie widmem algebry A i niech α be֒dzie cze֒ściowym odwzorowaniem
dualnym do endomorfizmu δ : A → A, por. Definicja 1.3. Przypomnijmy, por. strona
3, iż dla n ∈ N, ∆n oznacza dziedzine֒, a ∆−n przeciwdziedzine֒ odwzorowania αn.
Po lóżmy ponadto

∆−∞ =
⋂

n∈N

∆−n, ∆+∞ =
⋂

n∈N

∆n, ∆∞ =
⋂

n∈Z
∆n.

Zbiór ∆+∞ zawiera wszystkie punkty, które można iterować (za pomoca֒ α) dowolna֒
ilość razy, zbiór ∆−∞ sk lada sie֒ z tych punktów które maja֒ niepusty przeciwobraz
dowolnego rze֒du, natomiast punkty zbioru ∆∞ = ∆+∞ ∩∆−∞ posiadaja֒ obie te w la-
sności. W szczególności α : ∆∞ → ∆∞ jest suriekcja֒.
Aby unikna֒ć nieścis lości oraz cia֒g lych powtórzeń zdefiniujemy formalnie poje֒cia miary
niezmienniczej oraz miary ergodycznej dla odwzorowania cze֒ściowego. Stwierdzenie
4.4 pokazuje, że poje֒cia te można traktować jako odpowiednie miary pe lnego odwzo-
rowania α : ∆∞ → ∆∞.

Definicja 4.3. Przez miare֒ niezmiennicza֒ ze wzgle֒du na cze֒ściowe odwzorowanie
α (krócej miare֒ α-niezmiennicza֒) be֒dziemy rozumieć borelowska֒, regularna֒ miare֒
probabilistyczna֒ na X spe lniaja֒ca֒ warunek

µ(α−1(ω)) = µ(ω) dla każdego borelowskiego ω ⊂ X.

Zbiór wszystkich miar α-niezmienniczych be֒dziemy oznaczać Inv(X,α). Miara֒ ergo-
dyczna֒ wzgle֒dem α (lub krócej miara֒ α-ergodyczna֒) be֒dziemy nazywać α-niezmien-
nicza֒ miare֒ µ taka֒, że dla każdego borelowskiego zbioru ω ⊂ X zachodzi implikacja

α−1(ω) = ω =⇒ µ(ω) = 0 lub µ(ω) = 1.

Zbiór miar α-ergodycznych be֒dziemy oznaczać przez Erg(X,α). W szczególności
Erg(X,α) ⊂ Inv(X,α).

Z poniższego stwierdzenia wynika m. in., że jeśli ∆∞ = ∅, to Inv(X,α) = ∅
i na mocy twierdzenia Bogolubowa-Kry lowa (w klasie przestrzeni metryzowalnych)
zachodzi również implikacja odwrotna.

Stwierdzenie 4.4. Jeśli µ ∈ Inv(X,α), to suppµ ⊂ ∆∞. Zatem miary niezmienni-
cze (ergodyczne) wzgle֒dem cze֒ściowego odwzorowania α można traktować jako miary
niezmiennicze (ergodyczne) wzgle֒dem pe lnego odwzorowania α : ∆∞ → ∆∞:

Inv(X,α) = Inv(∆∞, α), Erg(X,α) = Erg(∆∞, α).
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Dowód. Na mocy cia֒g lości miary wystarczy pokazać, że µ(∆n) = 1 oraz µ(∆−n) =
1 dla każdego n ∈ N. Dowód pierwszej równości jest  latwy

1 = µ(X) = µ(α−n(X)) = µ(∆n).

By wykazać, że µ(∆−n) = 1 zauważmy, że dla dowolnego k > 0 mamy

µ(∆−k) = µ
(
α−1(∆−k)

)
= µ

(
α−1(α(∆−k+1) ∩∆1)

)
= µ

(
α−1(α(∆−k+1)) ∩ α−1(∆1)

)

= µ
(
α−1(α(∆−k+1)) ∩∆2

)
= µ

(
α−1(α(∆−k+1))

)
­ µ(∆−k+1),

gdzie skorzystalísmy z równości ∆−k = α(∆−k+1 ∩ ∆), wykazanego wyżej faktu, iż
µ(∆2) = 1 oraz monotoniczności miary. Zatem z za lożenia µ(∆−k+1) = 1 wynika
µ(∆−k) = 1 i na mocy indukcji matematycznej µ(∆−n) = 1 dla wszystkich n ­ 0.
�

W dalszej cze֒ści podrozdzia lu be֒dziemy zak ladać, że A jest algebra֒ funkcyjna֒, to
znaczy, że norma dowolnego elementu a ∈ A pokrywa sie֒ z jego promieniem spek-
tralnym: ‖a‖ = r(a); równoważnie transformacja Gelfanda na A jest izometria֒, czyli
algebre֒ A można traktować jako domknie֒ta֒ podalgebre֒ C(X), gdzie X jest widmem
A, [Żel, 30.1].

Twierdzenie 4.5 (Zasady wariacyjne I). Niech A be֒dzie algebra֒ funkcyjna֒ i niech
b ∈ B be֒dzie postaci b = a0+ δ∗(a1)+ ...+ δ

m
∗ (am), gdzie ak ∈ A. Wtedy zachodzi wzór

r(bT ) = max
µ∈Erg(X,α)

exp
∫

∆∞
ln

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

âk(α
n−k(x))

∣∣∣∣∣ dµ, (4.1)

gdzie przyjmujemy, że exp(−∞) = 0 oraz r(bT ) = 0, jeśli Erg(X,α) = ∅. W szcze-
gólności dla a ∈ A mamy

r(aT ) = max
µ∈Erg(X,α)

exp
∫

∆∞
ln |â(x)| dµ. (4.2)

Dowód. Zacznijmy od wykazania formu ly (4.2). Przyjmijmy utożsamienie A ⊂
C(X). Niech α oznacza dowolne, cia֒g le przed lużenie funkcji α z ∆1 na X i niech
ã(x) := a(x)χ∆1(x), x ∈ X. Wtedy ã ∈ C(X) i ważony operator kompozycji ãTα :
C(X) → C(X), tj. operator dany wzorem (ãTαf)(x) = ã(x)f(α(x)), jest przed luże-
niem endomorfizmu z waga֒ aδ : A → A. Ze Stwierdzenia 4.1 wynika, że r(aT ) =
r(aδ) = r(ãTα), a do obliczenia r(ãTα) możemy zastosować znany wzór [Ant96, Tw.
5.1], otrzymuja֒c w ten sposób formu le֒

r(aT ) = max
µ∈Erg(X,α)

exp
∫

X
ln |ã(x)| dµ.

Dla miar µ ∈ Erg(X,α), dla których suppµ * ∆1 ca lka w powyższym wzorze jest
rozbieżna do −∞. Istotne zatem sa֒ tylko miary których nośnik zawarty jest w ∆1, a
Stwierdzenie 4.4 implikuje, że nośnik takich miar musi zawierać sie֒ w ∆∞. Możemy
wie֒c powyższa֒ formu le֒ wariacyjna֒ ograniczyć do ca lek po zbiorze ∆∞, co wraz z rów-
nościami ã|∆∞ = a|∆∞ , α|∆∞ = α|∆∞ daje (4.2).
Wzór (4.1) wynika teraz z (4.2) oraz ze Stwierdzenia 4.2. Nie potrzebujemy tu za-
k ladać, że wagi ak należa֒ do δk(1)A, gdyż δk(1) = χ∆k , a istotne sa֒ tylko wartości
funkcji ak na zbiorze ∆∞. �
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Uwaga 4.6. i) Zbiór Inv(X,α) jako wypuk ly, ∗-s labo zwarty podzbiór przestrzeni
miar Radona C(X)∗ jest sympleksem w sensie Choquet’a, a Erg(X,α) jest zbio-
rem punktów ekstremalnych tego sympleksu, por. [Wal82, Tw. 6.10]. Z zasady
maksimum Bauera wynika, że we wzorach (4.1), (4.2) maksimum może być
brane po ca lym sympleksie Inv(X,α), gdyż i tak realizuje sie֒ ono na zbiorze
punktów ekstremalnych Erg(X,α).

ii) Wzór (4.2) można czasem ulepszyć w naste֒puja֒cym sensie. Zbiorem maksyma-
lizuja֒cym algebry A nazywamy każdy domknie֒ty podzbiór F ⊂ X taki, że
‖a‖ = maxx∈F |â(x)| dla każdego a ∈ A. Istnieje jednoznacznie określony mi-
nimalny podzbiór maksymalizuja֒cy algebry A oznaczany przez ∂A i nazywany
brzegiem Szy lowa. Jeśli odwzorowanie α zachowuje zbiór ∂A (tak jest zawsze
np., gdy endomorfizm δ : A → A jest epimorfizmem, por. [Żel, Tw. 15.3]), to α
zachowuje ∂A ∩∆∞, a sta֒d

r(aT ) = max
µ∈Erg(X,α)

exp
∫

∂A∩∆∞
ln |â(x)| dµ,

gdzie maksimum wystarczy brać po zbiorze Erg(∂A ∩∆∞, α) wszystkich miar
ergodycznych wzgle֒dem odwzorowania α : ∂A ∩∆∞ → ∂A ∩∆∞.

Zwróćmy uwage֒, że funkcje âk ∈ C(X) wyste֒puja֒ce we wzorze (4.1) nie sa֒ jedno-
znacznie wyznaczone przez element b = a0+Sa1T + ...+S

nanT
n, natomiast wartości

funkcji
∑n
k=0 âk(α

n−k(x)) na zbiorze ∆∞ już tak. Możemy to  latwo wyjaśnić korzysta-
ja֒c z otrzymanego w rozdziale 1 opisu widma X̃ algebry B. Przy okazji rozszerzymy
poprzednie twierdzenie na przypadek operatorów przesunie֒cia z dowolna֒ waga֒ w B
(niekoniecznie w ge֒stej podalgebrze span{⋃∞n=0 SnAT n}). W tym celu oznaczmy przez
(X̃, α̃) cze֒ściowy uk lad dynamiczny generowany przez T na widmie X̃ algebry B, por.
Twierdzenie 1.28, i po lóżmy

∆̃∞ =
⋂

n∈Z
∆̃n,

gdzie ∆̃n jest dziedzina֒ cze֒ściowego homeomorfizmu α̃n, n ∈ Z. W stosunku do Twier-
dzenia 4.5 potrzebujemy nieco wzmocnić za lożenia, gdyż może zdarzyć sie֒ tak, że
algebra B nie jest funkcyjna mimo iż A taka֒ jest.

Twierdzenie 4.7 (Zasady wariacyjne II). Jeśli B jest algebra֒ funkcyjna֒, to dla
każdego b ∈ B mamy

r(bT ) = max
µ∈Erg(X̃,α̃)

exp
∫

∆̃∞
ln |b̂(x̃)| dµ.

Ponadto b jest postaci b = a0+Sa1T+...+S
nanT

n, ak ∈ A, n ∈ N, wtedy i tylko wtedy,
gdy transformata Gelfanda b̂ ∈ C(X̃) zależy od skończonej liczby wspó lrze֒dnych:

b̂(x̃) = b̂(x0, ..., xn), gdzie x̃ = (x0, x1, ...) ∈ X̃,
patrz Twierdzenie 1.28, a wtedy

r(bT ) = max
µ∈Erg(X,α)

exp
∫

∆∞
ln |b̂(αn(x), ...α(x), x)| dµ

oraz b̂(αn(x), ...α(x), x) =
∑n
k=0 âk(α

n−k(x)), x ∈ ∆n.
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Dowód. Pierwsza cze֒ść tezy wynika z Twierdzenia 4.5 zastosowanego do algebry
B. Druga cze֒ść tezy wynika z Uwagi 1.29 oraz Twierdzenia 4.5. �

Ciekawym zastosowaniem
”
odwracalności” uk ladu dynamicznego generowanego

przez T na widmie algebry B, jest

Wniosek 4.8. Jeśli B jest algebra֒ funkcyjna֒, to

r(bT ) = r(bS) dla każdego b ∈ B.

Dowód. Niech b ∈ B. W świetle Twierdzenia 1.23 operator bS jest ważonym
operatorem przesunie֒cia z waga֒ w algebrze B i S generuje na X̃ cze֒ściowe odwzoro-
wanie α̃−1. Natomiast sta֒d, że α̃ : ∆̃∞ → ∆̃∞ jest homeomorfizmem, to Erg(X̃, α̃) =
Erg(X̃, α̃−1) i stosuja֒c Twierdzenie 4.7 otrzymujemy, iż r(bS) i r(bT ) wyrażaja֒ sie֒
tym samym wzorem. �

Mimo, iż z topologicznego punktu widzenia zbiór ∆̃∞ jest na ogó l dużo bardziej
skomplikowany niż zbiór ∆∞, to dla operatorów przesunie֒cia z waga֒ w podalgebrze
span{⋃∞n=0 SnAT n} ⊂ B formu ly w Twierdzeniach 4.5 oraz 4.7 sa֒ w pewnym sen-
sie równie efektywne, gdyż istnieje naturalna bijekcja mie֒dzy zbiorami Erg(X̃, α̃) i
Erg(X,α).

Twierdzenie 4.9. Niech Φ : X̃ → X be֒dzie odwzorowaniem dualnym do inkluzji
A ⊂ B, patrz też wzór (1.22). Wtedy formu la

µ(ω) = µ̃(Φ−1(ω)), (4.3)

gdzie ω ⊂ X jest podbiorem borelowskim, ustala afiniczny izomorfizm mie֒dzy symplek-
sami miar niezmienniczych Inv(X̃, α̃) oraz Inv(X,α). W szczególności izomorfizm ten
ustala bijekcje֒ mie֒dzy zbiorami Erg(X̃, α̃) oraz Erg(X,α).

Dowód. Nietrudno spostrzec, że odwzorowanie Φ : X̃ → X pó l-sprze֒ga (∆̃∞, α̃)
z (∆∞, α). To znaczy naste֒puja֒cy diagram

∆̃∞
α̃−−−→ ∆̃∞

Φ

y
yΦ

∆∞
α−−−→ ∆∞

(4.4)

jest przemienny, por. (1.23).
Maja֒c na uwadze fakt (Stwierdzenie 4.4), iż miary niezmiennicze skoncentrowane
sa֒ odpowiednio na zbiorach ∆∞, ∆̃∞, możemy i be֒dziemy zak ladać, iż ∆∞ = X i
∆̃∞ = X̃, czyli że α : X → X jest suriekcja֒, a α̃ : X̃ → X̃ jest homeomorfizmem.
Wtedy X̃ = lim←−−(X,α) jest granica֒ odwrotna֒, α̃ homeomorfizmem indukowanym
przez α, por. Definicja 1.24.
Jasne jest, że dla dowolnej miary µ̃ ∈ Inv(X̃, α̃) wzór (4.3) determinuje pewna֒ miare֒
µ na X. Przemienność diagramu (4.4) implikuje, że jest to miara α-niezmiennicza:
dla dowolnego podzbioru borelowskiego ω ⊂ X mamy

µ(α−1(ω)) = µ̃
(
Φ−1(α−1(ω))

)
= µ̃

(
α̃−1(Φ−1(ω))

)
= µ̃(Φ−1(ω)) = µ(ω).
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Aby pokazać, że każdej mierze µ ∈ Inv(X,α) odpowiada dok ladnie jedna miara µ̃ ∈
Inv(X̃, α̃) spe lniaja֒ca (4.3) ustalmy miare֒ µ ∈ Inv(X,α). Skonstruujemy miare֒ µ̃ na
σ-ciele zbiorów borelowskich B(X̃) za pomoca֒ rzutów Φn : X̃ → X:

Φn(x0, x1, ..., xn, ...) = xn, n ∈ N.

Rozważmy zste֒puja֒ca֒ rodzine֒ {Bn(X̃)}n∈N σ-podcia l rodziny B(X̃) dana֒ wzorem

Bn(X̃) = {Φ−1n (ω) ⊂ X̃ : ω ∈ B(X)}.
Biora֒c pod uwage֒ relacje֒ Φ−1n (ω) = Φ

−1
n+1(α

−1(ω)), która wynika z równości Φn =

α ◦ Φn+1 widzimy, że Bn(X̃) ⊂ Bn+1(X̃). Sta֒d i z definicji topologi produktowej na
X̃ otrzymujemy, że

B1(X̃) ⊂ B2(X̃) ⊂ ... ⊂ Bn(X̃) ⊂ ... oraz
⋃

n∈N

Bn(X̃) jest cia lem generuja֒cym σ-cia lo B(X̃).

Miare֒ µ̃ na ciele
⋃
n∈NBn(X̃) definiujemy wzorem

µ̃(Φ−1n (ω)) = µ(ω), ω ∈ B(X).
Określenie jest poprawne, gdyż jeżeli Φ−1n (ω) = Φ

−1
m (ω

′), gdzie ω, ω′ ∈ B(X) i (na
przyk lad) n < m, to sta֒d iż Φn = αm−n ◦ Φm mamy Φ−1n (ω) = Φ

−1
m (α

n−m(ω)), czyli
ω′ = αn−m(ω). Na mocy niezmienniczości miary µ dostajemy wie֒c

µ̃(Φ−1n (ω)) = µ̃(Φ
−1
m (ω

′)).

Funkcja zbioru µ̃ na
⋃
n∈N Bn(X̃) jest skończenie addytywna. By wykazać że przed luża

sie֒ ona do σ-addytywnej funkcji zbioru na B(X̃) pokażemy, że jest ona cia֒g la z góry.
Niech {Ãn}n∈N be֒dzie zste֒puja֒cym cia֒giem elementów cia la

⋃
n∈NBn(X̃), których

miary nie zbiegaja֒ do zera, to jest

Ã0 ⊃ Ã1 ⊃ ... ⊃ Ãn ⊃ ... oraz lim
n→∞ µ̃(Ãn) = ε > 0.

W szczególności µ̃(Ãn) > ε dla każdego n ∈ N. Wykażemy, iż
⋂
n∈N Ãn 6= ∅.

Bez straty ogólności możemy za lożyć, że zbiory Ãn sa֒ postaci Ãn = Φ
−1
n (An) gdzie

An ∈ B(X). Dla każdego n ∈ N, na mocy regularności miary µ możemy wybrać zbiór
zwarty Kn ⊂ An taki, że

µ(An \Kn) <
ε

2n+1
,

czyli innymi s lowy µ̃(Ãn \ Φ−1n (Kn)) < ε
2n+1

. Dla każdego n ∈ N po lóżmy D̃n :=⋂n
i=0Φ

−1
i (Ki). Zbiór D̃n ⊂ Ãn jest zwarty, a sta֒d, że Ãn \ D̃n ⊂

⋃n
k=0 Ãk \ Φ−1k (Kk)

mamy

µ̃(Ãn \ D̃n) ¬
n∑

k=0

µ̃(Ãk \ Φ−1k (Kk)) <
∞∑

k=0

ε

2k+1
= ε.

Czyli µ̃(D̃n) > µ̃(Ãn)− ε > 0 i w szczególności D̃n 6= ∅. Zatem rodzina {D̃n}n∈N jako
zste֒puja֒cy cia֒g niepustych zbiorów zwartych posiada niepusty przekrój

∅ 6=
⋂

n∈N

D̃n ⊂
⋂

n∈N

Ãn,

co kończy dowód twierdzenia. �
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4.2 Przyk lady formu l wariacyjnych

Formu ly wariacyjne otrzymane w Twierdzeniach 4.5, 4.7 wyjaśniaja֒ nature֒ promie-
nia spektralnego ważonych operatorów przesunie֒cia, wskazuja֒c na zwia֒zek w lasności
spektralnych takich operatorów z w lasnościami ergodycznymi odpowiednich uk ladów
dynamicznych. Opis sympleksu miar niezmienniczych Inv(X,α), czy też zbioru jego
punktów ekstremalnych Erg(X,α) jest jednym z nietrywialnych i podstawowych pro-
blemów teorii ergodycznej [Wal82]. Zbiór Inv(X,α) posiada zazwyczaj z lożona֒ struk-
ture֒ i dość charakterystycznym przyk ladem jest tu sympleks Poulsena, czyli metry-
zowalny sympleks o ge֒stym zbiorze punktów ekstremalnych [Pou61] (z dok ladnościa֒
do afinicznego izomorfizmu istnieje dok ladnie jeden taki sympleks [LOS78]). Formu ly
(4.1), (4.2) oznaczaja֒, że obliczenie promienia spektralnego rozważanych operatorów
jest równie skomplikowane jak opis wszystkich miar ergodycznych.

Przyk lad 4.10 (Operatory generuja֒ce przesunie֒cia Markowa). Niech E =
Lpη(R+), p ∈ [1,∞] i niech Tp ∈ L(E) be֒dzie operatorem generuja֒cym jednostronne,
pe lne przesunie֒cie Markowa (ΣN , σN) na widmie algebry A ⊂ L(E), zdefiniowanym
w podrozdziale 3.4.1. Znanym faktem jest, że Inv(ΣN , σN) tworzy sympleks Poulsena,
por. [BS03, Ćw. 4.6.5]. Elementy Inv(ΣN , σN) można opisać w naste֒puja֒cy sposób,
[Wal82, Str. 22]:

Jeśli dla skończonych cia֒gów x0, ..., xn ∈ {1, ..., N}, n ∈ N, dane sa֒
nieujemne liczby pn(x0, ..., xn) spe lniaja֒ce relacje

∑

x0∈{1,...,N}
p0(x0) = 1,

pn−1(x1, ..., xn) =
∑

x0∈{1,...,N}
pn(x0, x1, ..., xn) =

∑

xn+1∈{1,...,N}
pn(x1, ..., xn, xn+1),

to wzór

µ({(xk)k∈N ∈ ΣN : xm = y0, ... , xm+n = yn}) = pn(y0, ..., yn), m ∈ N,

jednoznacznie wyznacza miare֒ µ ∈ Inv(ΣN , σN). Każdy element Inv(ΣN , σN)
jest tej postaci. Mie֒dzy innymi do sympleksu Inv(ΣN , σN) należa֒ miary
produktowe na ΣN = {1, ..., N}N lub ogólniej miary Markowa dane przez
rozk lad pocza֒tkowy p = (p1, ..., pN) oraz macierz stochastyczna֒ P =
(pij)i,j∈{1,...,N}, dla których k ladziemy

pn(x0, ..., xn) := px0 px0,x1 ... pxn−1,xn .

Miara Markowa jest ergodyczna wtedy i tylko wtedy, gdy macierz stocha-
styczna P jest nieprzywiedlna.

Elementy sympleksu Inv(ΣN , σN), gdzie (ΣN , σN) jest dwustronnym, pe lnym prze-
sunie֒ciem Markowa, również sa֒ opisane przez liczby pn(x0, ..., xn) spe lniaja֒ce wyżej
wymienione relacje. Ponadto ustalenie liczb pn(x0, ..., xn) wyznacza bijekcje֒ mie֒dzy
Inv(ΣN , σN) oraz Inv(ΣN , σN), która pokrywa sie֒ z izomorfizmem opisanym w Twier-
dzeniu 4.9.
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I. Jeśli a ∈ A, to wybieraja֒c liczby pn(x0, ..., xn) i stosuja֒c Twierdzenie 4.5 otrzy-
mujemy oszacowanie promienia spektralnego r(aTp). W pewnych przypadkach może
to prowadzić do dok ladnego wyniku. Na przyk lad, jeśli waga â ∈ C(ΣN) zależy jedy-
nie od skończonej ilości wspó lrze֒dnych, czyli â((xk)k∈N) = â(x0, ..., xM ), to we wzorze
(4.2) wystarczy ca lkować po cylindrach postaci {(xk)k∈N ∈ ΣN : x0 = y0, ... , xM =
yM}, a sta֒d

r(aTp) = max
pM

∏

x0,...,xM∈{1,...,N}
|â(x0, ..., xM )|pM (x0,...,xM ) ,

gdzie maksimum bierzemy po NM liczbach {pM(x0, ..., xM )}x0,...,xM∈{1,...,N} takich, że∑
x0,...,xM∈{1,...,N} pM(x0, ..., xM) = 1.

II. Operator Tp generuje na widmie algebry rozszerzonej B = span
{⋃∞
n=0 S

n
pAT np

}

dwustronny przesunie֒cie Markowa (ΣN , σN), patrz Twierdzenie 3.21. Operator b ∈ B
jest elementów ge֒stej podalgebry span

{⋃∞
n=0 S

n
pAT np

}
wtedy i tylko wtedy, gdy funk-

cja b̂ ∈ C(ΣN) zależy od skończonej ilości wspó lrze֒dnych ujemnych, to jest gdy
b̂((xk)k∈Z) = b̂((xk)k­−M) dla pewnego M ∈ N, por. wzór (3.14). Na mocy Twier-
dzenia 4.7 mamy wtedy

r(bTp) = r(aTp), gdzie a ∈ A oraz â((xk)k∈N) = b̂((xk−M)k∈N),

co sprowadza zadanie wyznaczenia r(bTp) do sytuacji I. Aby jednak obliczyć r(bTp)
dla dowolnego b ∈ B potrzebujemy ca lkować po przestrzeni cia֒gów dwustronnych ΣN ,
Twierdzenie 4.7. Na przyk lad dla N = 2 uk lad (Σ2, σ2) możemy utożsamić z podkowa֒
Smale’a, Przyk lad 3.22. Wtedy Σ2 ⊂ R2 i miare֒ µ̃ ∈ Erg(Σ2, σ2) możemy traktować
jako rozk lad prawdopodobieństwa na R2. Dystrybuanta rozk ladu miary Markowa o

wektorze pocza֒tkowym p = (1
2
, 1
2
) i macierzy stochastycznej P =

(
1
2
1
2

1
2
1
2

)
jest przed-

stawiona na Rysunku 4.1(b). Nośnikiem tej miary jest zbiór podkowy, por. Rysunek
3.12. Przy izomorfizmie z Twierdzenia 4.9 mierze tej odpowiada klasyczna miara Can-
tora na przestrzeni Σ2 utożsamionej ze zbiorem Cantora, por. Rysunek 4.1(a).

Przyk lad 4.11 (Operatory generuja֒ce odwzorowania zN). Zadanie wyznacze-
nia promienia spektralnego ważonego operatora przesunie֒cia zwia֒zanego z uk ladem
(S1, α), gdzie α(z) = zN , N = 2, 3, ... , można sprowadzić do poprzedniego przy-
k ladu. Rzeczywíscie, traktuja֒c S1 jako odcinek R/Z = [0, 1) (mod 1) funkcja Cantora
Ψ : ΣN → S1:

Ψ((xk)k∈N) =
∞∑

k=0

xk − 1
Nk+1

(mod 1)

jest cia֒g la֒ suriekcja֒ (a poza przeliczalnym zbiorem również iniekcja֒) taka֒, że diagram

ΣN
σN−−−→ ΣN

Ψ

y
yΨ

S1
α−−−→ S1
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Rysunek 4.1: Dystrybuanty miar Markowa na zbiorze Cantora i zbiorze podkowy.

x

F(x)

x

y

F(x,y)

(a) (b)

jest przemienny. Sta֒d każdej mierze η ∈ Inv(ΣN , σN) odpowiada dok ladnie jedna
miara µ ∈ Inv(S1, α) taka, że

µ(ω) = η(Ψ−1(ω)), dla borelowskiego podzbioru ω ⊂ S1.

Odpowiedniość ta ustala bijekcje֒ mie֒dzy zbiorami Erg(ΣN , σN)\{δ(1,1,1,...)} i Erg(S1, α),
gdzie δ(1,1,1,...) jest miara֒ Diraca punktu (1, 1, 1, ...) ∈ ΣN . W szczególności Inv(S1, α)
jest sympleksem Poulsena.
Niech teraz Tp ∈ L(Lp(R)) i A ⊂ L(Lp(R)) be֒da֒ takie jak w podrozdziale 3.2. Widmo
algebry A utożsamiamy z okre֒giem S1, operator Tp generuje na S1 odwzorowanie α.

I. Jeśli a ∈ A, to z powyższych rozważań oraz Twierdzenia 4.5 wynika, że

r(aTp) = max
µ∈Erg(ΣN ,σN )

exp
∫

ΣN
ln |â(Ψ(x))| dµ,

co sprowadza obliczenie r(aTp) do rozważań z Przyk ladu 4.10. W szczególności, jako,
że σN -ergodycznej mierze produktowej na ΣN = {1, ..., N}N danej przez rozk lad jed-
nostajny p = ( 1

N
, ..., 1

N
) odpowiada unormowana miara Lebesgue’a m na S1 otrzymu-

jemy oszacowanie

r(aTp) ­ exp
∫

S1
ln |â(x)| dm.

II. Podobne wzory możemy wypisać dla operatorów bTp z waga֒ w algebrze roz-

szerzonej B = span
{⋃∞
n=0 T

−n
p AT np

}
. Utożsamiaja֒c widmo algebry B z N -adycznym

solenoidem S, patrz podrozdzia l 3.2, operator Tp generuje na S odwzorowanie F dane

wzorem (3.5). Odwzorowanie Ψ̃ : ΣN → S

Ψ̃ ((xk)k∈Z) =



∞∑

k=0

xk − 1
Nk+1

(mod 1), ...,
∞∑

k=−n

xk − 1
Nk+n+1

(mod 1), ...


 ,

gdzie S traktujemy jako granice֒ odwrotna֒ lim←−−(S
1, α), pó l-sprze֒ga uk lady (ΣN , σN)

oraz (S, F ). Dla każdego b ∈ B zachodzi zatem

r(bTp) = max
µ∈Erg(ΣN ,σN )

exp
∫

ΣN
ln |â(Ψ̃(x))| dµ.
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Przy izomorfizmie z Twierdzenia 4.9 mierze Lebesgue’a na okre֒gu S1 odpowiada miara
m̃ na Solenoidzie S, która lokalnie jest miara֒ produktowa֒ miary Lebesgue’a z miara֒
Cantora. Wyjaśnijmy to w przypadku, gdy N = 2. Rozważmy podzbiór 2-adycznego
solenoidu S przedstawiony na Rysunku 4.2(a), gdzie a jest ka֒tem wycinka mierzo-
nego jako cze֒ść ka֒ta pe lnego unormowanego do 1. Iteracje torusa wzgle֒dem odwzo-
rowania (3.5) tworza֒ na jego przekroju

”
ser Cantora”, patrz Rysunek 4.2(b). Zatem

w naturalny sposób rozważany zbiór możemy utożsamić z iloczynem kartezjańskim
[a1, a2] × C odcinka o d lugości a, ze zbiorem Cantora C. Miara m̃ na wyróżnionym
podzbiorze pokrywa sie֒ z produktem miary Lebesgue’a na [a1, a2] z miara֒ Cantora na
C (dystrybuante֒ miary Cantora przedstawia Rysunek 4.1(a)).

(a)
(b)

a

b

Rysunek 4.2: Miara naturalna na solenoidzie.

W szczególności mamy oszacowanie

r(bTp) ­ exp
∫

S
ln |â(x)| dm̃,

gdzie m̃ jest opisana֒ wyżej miara֒ naturalna֒ na solenoidzie.

Przyk lad 4.12 (Operatory generuja֒ce odwzorowania logistyczne). Niech A
oraz Tλ, λ ∈ (0, 1], be֒da֒ takie jak w rozdziale 2. Wtedy widmo A możemy utożsa-
mić z odcinkiem [0, 1]: A ∼= C([0, 1]), a operator Tλ generuje na [0, 1] odwzorowanie
logistyczne αλ(x) = 4λx(1 − x). Przypomnijmy, iż λ1, λ2, ... , jest cia֒giem wartości
parametru λ, w których naste֒puje pierwsza kaskada bifurkacji podwojenia okresu αλ
oraz przyjmujemy oznaczenia λ−1 = 0, λ0 =

1
4

i λ∞ = limn→∞ λn.
I. Niech a ∈ A. Dla λ ∈ (λn−1, λn], n ∈ N, mamy naste֒puja֒ce orbity okresowe

{0}, {ω1,1}, {ω2,1, ω2,2}, ... , {ω2n−1,1, ..., ω2n−1,2n−1}.

Każdej orbicie {ω2k,1, ..., ω2k,2k} odpowiada miara ergodyczna 1
2k
(δω

2k,1
+ ...+ δw

2k,2k
),

a punktowi sta lemu 0 odpowiada miara Diraca δ0. Dla λ < λ∞ wszystkie miary
ergodyczne sa֒ tej postaci. Zatem jeśli λ ∈ (0, λ∞), to istnieje n ∈ N takie, że λ ∈
(λn−1, λn] i formu la (4.2) przyjmuje postać

r(aTλ) = max
{
|â(0)|, max

0¬k¬n−1
2k
√
|â(ω2k,1) · ... · â(ω2k,2k)|

}
. (4.5)
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Wraz ze wzrostem parametru λ od 0 do λ∞ sympleks Inv([0, 1], αλ) ulega stopniowej
komplikacji. Sympleks Inv([0, 1], αλn) posiada 2n punktów ekstremalnych i można go
traktować jako ściane֒ sympleksu Inv([0, 1], αλn+1) posiadaja֒cego 2n+1 punktów eks-
tremalnych. Analogia mie֒dzy cia֒giem {Inv([0, 1], αλn)}n∈N oraz cia֒giem sympleksów z
konstrukcji Poulsena [Pou61] nie jest przypadkowa, gdyż dla parametru λ ∈ [λ∞, 1] sy-
tuacja przypomina te֒ z poprzednich dwu przyk ladów. W szczególności dla λ = 1 zbiór
miar niezmienniczych wzgle֒dem odwzorowania α1(x) = 4x(1− x) ma strukture֒ sym-
pleksu Poulsena, co można zauważyć np. pó l-sprze֒gaja֒c uk lad (S1, α), gdzie α(z) = z2,
z uk ladem ([0, 1], α1), patrz [Dev89, Str. 51], por. Przyk lad 4.10. Podobna sytuacja
be֒dzie mia la miejsce dla parametru λ przyjmuja֒cego która֒ś z wartości cia֒gu {µn}n∈N

zdefiniowanego w uste֒pie 2.4.1. Ciekawym faktem zauważonym w 1947 roku przez S.
Ulama i J. von Neumanna [UN47], jest istnienie (dok ladnie jednej) α1-ergodycznej
miary absolutnie cia֒g lej wzgle֒dem miary Lebesgue’a, która dana jest przez ge֒stość

f(x) =
1

π
√
x(1− x)

, x ∈ [0, 1].

W szczególności, mamy wie֒c oszacowanie

r(aT1) ­ exp
∫ 1

0

ln |â(x)|
π
√
x(1− x)

dx.

b

b

b

b

b

b

b

a

a

0
0

0

1

1

1

Rysunek 4.3: Miara naturalna na B-J-K continuum.

II. Niech b ∈ B. Jeśli b jest postaci b = a0 + Sa1T + ...+ S
nanT

n, ak ∈ A, n ∈ N,
to zgodnie z Twierdzeniami 4.7, 4.5 promień spektralny operatora bTλ pokrywa sie֒
z promieniem spektralnym operatora aTλ z odpowiednia֒ waga֒ a należa֒ca֒ do A. Na
ogó l, by obliczyć r(bTλ) musimy ca lkować po przestrzeni rozszerzonej X̃λ, opisanej w
rozdziale 2. Jeśli np. λ ∈ (0, λ∞) =

⋃
n∈N(λn−1, λn], to promień spektralny wyraża sie֒

wzorem

r(bTλ) = max
{
|b̂(0̃)|, max

0¬k¬n−1
2k
√
|b̂(ω̃2k,1) · ... · b̂(ω̃2k,2k)|

}
dla λ ∈ (λn−1, λn],
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gdzie 0̃ jest końcem promienia R, a ω̃2k,i sa֒ punktami continuum we֒żowego X∞
opisanymi w Twierdzeniu 2.9. Analogicznie otrzymujemy oszacowanie na r(bTλ) w
przedzia lach parametru λ obejmuja֒cych okna stabilnych orbit okresowych o okre-
sach nieparzystych oraz naste֒puja֒ce po nich kaskady bifurkacji, por. uste֒p 2.4.2. Po
m-tej bifurkacji naste֒puja֒cej po oknie orbity stabilnej o okresie 2n + 1, czyli dla
λ ∈ (λ(n)m , λ

(n)
m+1], n > 0, m ∈ N, mamy

r(bTλ) ­ max
{
|b̂(0̃)|, max

0¬k¬n−1
2k(2n+1)

√
|b̂(ω̃2k(2n+1), 1) · ... · b̂(ω̃2k(2n+1),2k(2n+1))|

}
,

gdzie 0̃ jest końcem promienia R, a ω̃2k(2n+1),i sa֒ punktami continuum C2m(2n+1) opi-
sanymi w Twierdzeniu 2.14. Z Twierdzenia Szarkowskiego (Twierdzenie 2.7) wynika,

że odwzorowanie α̃λ, gdzie λ ∈ (λ(n)m , λ
(n)
m+1], posiada nieskończenie wiele orbit okreso-

wych. Zatem na ogó l powyższej nierówności nie możemy zasta֒pić równościa֒.
Aby otrzymać oszacowanie promienia spektralnego r(bT1) zauważmy, że na B-J-K
continuum X̃1 (Rysunek 2.2) istnieje naturalna miara m̃ zdefiniowana w naste֒puja֒cy
sposób. Utożsammy wycinek X̃1 postaci przedstawionej na Rysunku 4.3 z iloczynem
kartezjańskim [a, b]×C odcinka ze zbiorem Cantora i niech m̃ be֒dzie (na każdym takim
wycinku [a, b]×C) miara֒ produtkowa֒ miary Lebesgue’a na [a, b] z miara֒ Cantora na C.
Alternatywnie utożsamiaja֒c B-J-K continuum z granica֒ odwrotna֒ lim←−−(X,αT ), gdzie
αT jest odwzorowaniem trójka֒tnym, por. uwagi na stronie 30, m̃ możemy zdefiniować
jako α̃T -niezmiennicza֒ miare֒ na lim←−−(X,αT ) taka֒, że

m̃(Φ−1([a, b)) = b− a,

por. Twierdzenie 4.9. Parafrazuja֒c wynik S. Ulama i J. von Neumanna możemy po-
wiedzieć, że na B-J-K continuum X̃1 istnieje dok ladnie jedna α̃1-ergodyczna miara
absolutnie cia֒g la wzgle֒dem miary m̃, dana przez ge֒stość

f̃(x̃) = f(Φ(x̃)) =
1

π
√
Φ(x̃)(1− Φ(x̃))

, x̃ ∈ X̃1,

której wykres przedstawia Rysunek 4.4. Daje nam to oszacowanie

r(bT1) ­ exp
∫

X̃1

ln |b̂(x̃)|
π
√
Φ(x̃)(1− Φ(x̃))

dm̃, b ∈ B.

Jeśli λ osia֒ga wartośc µn zdefiniowana֒ na stronie 39, to przestrzeń X∞ jest suma֒
2n−1 promieni oraz 2n kopii B1, B2, ..., B2n B-J-K continuum, patrz Twierdzenie 2.12,
por. Rysunek 2.12. Oznaczaja֒c przez m̃i, zdefiniowana֒ powyżej, miare֒ naturalna֒ na
continuum Bi, dla b ∈ B otrzymujemy oszacowania

r(bTµn) ­ 2n

√√√√√
2n∏

i=1

exp
∫

Bi

ln |b̂(x̃)|
π
√
Φ(x̃)(1− Φ(x̃))

dm̃i,

r(bTµn) ­ max
{
|b̂(0̃)|, max

0¬k¬n−1
2k
√
|b̂(ω̃2k,1) · ... · b̂(ω̃2k,2k)|

}
,

gdzie 0̃ = (0, 0, 0...) ∈ X∞, a ω̃2k,i sa֒ punktami opisanymi w Twierdzeniu 2.12.



94 B.K. Kwaśniewski

x

f(x)

0 1

(a) (b)

Rysunek 4.4: Ge֒stość Ulama-Von Neummana na: odcinku (a); B-J-K continuum (b).

Wyjaśnimy teraz zwia֒zek otrzymanej przez nas zasady wariacyjnej ze znana֒ for-
mu la֒ [Hal82, Problem 91] wyrażaja֒ca֒ promień spektralny klasycznego operatora prze-
sunie֒cia z waga֒.

Przyk lad 4.13 (Klasyczne operatory przesunie֒cia z waga֒). Niech aTN, a ∈ A,
be֒dzie klasycznym operatorem przesunie֒cia z waga֒ dzia laja֒cym w jednej z przestrzeni
ℓp(N), p ∈ [1,∞], c(N) lub c0(N), por. Przyk lad 1.20. Operator TN generuje na widmie
β(N) algebry A odwzorowanie α, gdzie α(n) = n + 1 dla n ∈ N ⊂ β(N), por.
Przyk lad 3.3. Zbiór ∆∞ =

⋂
n∈N α

n(β(N)) pokrywa sie֒ z narostem β(N) \ N i każda
α-niezmiennicza miara skupiona jest na β(N) \ N. Innymi s lowy, funkcjona l φµ ∈(
C(β(N)

)∗
odpowiadaja֒cy mierze µ ∈ Inv(β(N), α) spe lnia warunki

‖φµ‖ = φµ(1) = 1, φµ(a ◦ α) = φµ(a),

czyli traktowany jako funkcjona l na rzeczywistej przestrzeni ℓ∞
R
(N) jest granica֒ Bana-

cha. Co wie֒cej każda granica Banacha jest tej postaci. Zatem oznaczaja֒c przez BLim
zbiór granic Banacha otrzymujemy naste֒puja֒ca֒ formu le֒

r(aTN) = max
φ∈BLim

expφ ({ln |a(n)|}n∈N) . (4.6)

W tym kontekście ważna֒ klase֒ tworza֒ tak zwane cia֒gi niemal zbieżne, czyli ta-
kie elementy a ∈ ℓ∞

R
(N) dla których wartość φ(a) nie zależy od wyboru granicy

Banacha φ ∈ BLim. Cia֒gami niemal zbieżnymi sa֒ np. cia֒gi zbieżne, cia֒gi okre-
sowe oraz kombinacje liniowe takich cia֒gów. Ogólnie G.G. Lorentz [Lor48] poka-
za l, że a = {a(n)}n∈N ∈ ℓ∞

R
(N) jest niemal zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy cia֒g

{an}n∈N ⊂ ℓ∞
R
(N) cia֒gów średnich an(k) :=

1
n

∑n−1
i=0 a(k+ i) jest zbieżny w przestrzeni

ℓ∞
R
(N) do cia֒gu sta lego. Dla dowolnego cia֒gu a ∈ ℓ∞

R
(N) o wyrazach nieujemnych

twierdzenie to wynika z faktu, że

max
φ∈BLim

φ(a) = lim
n→∞
sup
k∈N

1

n

n−1∑

i=0

a(k + i).
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Zatem dla dowolnej wagi a ∈ A wzór na promień spektralny, patrz (4.6), przyjmuje
postać

r(aTN) = lim
n→∞ supk∈N

n

√√√√
n−1∏

i=0

|a(k + i)|,

por. [Hal82, Problem 91]. Jeśli waga a ∈ A jest taka, że cia֒g {ln |a(n)|}n∈N jest
niemal zbieżny, to we wzorze (4.6) wystarczy zastosować dowolnie wybrana֒ granice֒
Banacha; dla najbardziej znanej granicy Banacha, jaka֒ jest granica średnich Cesàro

otrzymujemy wtedy r(aTN) = limn→∞
n

√∏n−1
k=0 |a(k)|.

Przypomnijmy, iż w przypadku odwzorowania pe lnego α : X → X punkt x0 ∈ X
nazywa sie֒ nieb la֒dza֒cym [Wal82], [Szl82], jeśli dla jego dowolnego otwartego otoczenia
U istnieje n takie, że α−n(U) ∩ U 6= ∅ (definicja ta ma sens również dla odwzorowań
cze֒ściowych i wynika z niej, że punkt nieb la֒dza֒cy jest elementem ∆∞). Zbiór punktów
nieb la֒dza֒cych be֒dziemy oznaczmy przez Ω(α). Jest to domknie֒ty, α-niezmienniczy
zbiór [Wal82, Tw. 5.5], a co ważne nośnik każdej α-niezmienniczej miary zawarty jest
w Ω(α) [Wal82, Tw. 6.15].

Przyk lad 4.14 (Operatory generuja֒ce homeomorfizmy okre֒gu). Rozważmy
operatory, o których mowa w punkcie i) Stwierdzenia 3.25. To znaczy niech

(Tpf)(t) = |γ′(t)|
1
pf(γ(t)), (Spf)(t) =




|(γ−1)′(t)| 1pf(γ−1(t)), t ∈ [γ(0),∞)
0, t /∈ [0, γ(0)).

be֒da֒ operatorami dzia laja֒cymi w przestrzeni E = Lp(R+ ∪ {0}), p ∈ [1,∞], gdzie
γ : R+∪{0} → R+∪{0} jest cia֒g la֒ monotonicznie rosna֒ca֒ funkcja֒ spe lniaja֒ca֒ warunki

γ(t+ 1) = γ(t) + 1, t ∈ R+, γ(0) > 0.

Niech A ⊂ L(E) be֒dzie algebra֒ operatorów mnożenia przez cia֒g le funkcje okresowe
o okresie 1, której widmo utożsamiać be֒dziemy z okre֒giem S1. Wtedy operator Tp
generuje na widmie A zachowuja֒cy orientacje֒ homeomorfizm α : S1 → S1.

I. Niech a ∈ A. W zależności od liczby obrotu τ(α) homeomorfizmu α zachodza֒
naste֒puja֒ce przypadki, por. Twierdzenie 3.27.

1. Jeśli τ(α) = m
n

, gdzie m
n

u lamkiem nieskracalnym, to zbiór punktów niewe֒dru-
ja֒cych Ω(α) sk lada sie֒ z punktów okresowych o okresie n i jedynymi miarami
α-ergodycznymi sa֒ miary postaci

µx :=
1

n
(δx + δα(x)...+ δαn−1(x)),

gdzie x ∈ Ω(α). Zatem promień spektralny operatora aTp wyraża sie֒ jako mak-
simum po średnich geometrycznych

r(aTp) = max
x0∈Ω(α)

exp
∫

S1
ln |â(x)|dµx0 = max

x0∈Ω(α)

[
n−1∏

i=0

|â(αi(x0))|
] 1
n

.
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W szczególności, jeśli γ jest przesunie֒ciem o m
n

, to α jest obrotem o ka֒t 2πm
n

, a
wtedy

r(aTp) = max
x0∈S1

[
n−1∏

k=0

|â(x0 · e
2kπi
n )|

] 1
n

= max
t∈[0,

1
n
)

[
n−1∏

k=0

∣∣∣∣a
(
t+

k

n

)∣∣∣∣

] 1
n

. (4.7)

2. Jeśli τ(α) jest liczba֒ niewymierna֒, to α nie posiada punktów okresowych i jest
pó l-sprze֒żone z obrotem Θτ(α) o ka֒t 2πτ(α) [FKS87, Tw. 3], tzn. istnieje cia֒g la
suriekcja φ : S1 → S1 taka, że diagram

S1
α−−−→ S1

φ

y
yφ

S1
Θτ(α)−−−→ S1

jest przemienny. Zachodza֒ dwa podprzypadki [FKS87, Tw. 4],[BS03, Tw. 7.1.9].

(a) Jeśli Ω(α) = S1, to φ jest homeomorfizmem i tym samym α jest topolo-
gicznie sprze֒żone z Θτ(α). Sta֒d oraz z faktu, iż jedyna֒ miara֒ ergodyczna֒
wzgle֒dem Θτ(α) jest miara Lebesgue’a µ otrzymujemy

r(aTp) = exp
∫

S1
ln |â(φ−1(x))|dµ. (4.8)

(b) Jeśli Ω(α) 6= S1, to Ω(α) jest doskona lym zbiorem nigdziege֒stym. Wtedy
pomijaja֒c przeliczalna֒ ilość punktów z Ω(α) można otrzymać podzbiór
Ω1(α) ⊂ Ω(α) taki, że φ : Ω1(α) → S1 jest bijekcja֒. Sta֒d, podobnie jak
powyżej, istnieje tylko jedna miara α-ergodyczna ν i jest ona powia֒zana z
miara֒ Lebesgue’a µ wzorem

µ(ω) = ν(φ−1(ω)), ω ⊂ S1

(miara ν jest skupiona na zbiorze nigdziege֒stym Ω(α)). W konsekwencji

r(aTp) = exp
∫

S1
ln |â(x)|dν. (4.9)

Wspomnijmy, iż metode֒ konstrukcji dyfeomorfizmów okre֒gu o niewymiernej
liczbie obrotu i nigdzie֒ge֒stym zbiorze punktów nieb la֒dza֒cych poda l w 1916
roku P. Bohl [Boh]. Dzisiaj konstrukcja ta nazywana jest przyk ladem (czy też
kontrprzyk ladem) Denjoy, gdyż jest ona zwia֒zana z popularnym Twierdzeniem
Denjoy [Den32], które mówi, że jeśli dyfeomorfizm α ma ograniczona֒ wariacje֒ i
nie posiada punktów okresowych, to jest tranzytywny: Ω(α) = S1.

II. Niech b be֒dzie elementem algebry rozszerzonej B = span
{⋃∞
n=0 S

n
pAT np

}
, por.

Twierdzenie 3.26, podrozdzia l 3.5.2. Jeśli b jest postaci

b = a0 + Spa1Tp + ....+ S
n
p anT

n
p , (4.10)
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to b jest operatorem mnożenia przez funkcje֒ cia֒g la֒ oraz okresowa֒ o okresie 1 na
każdym z przedzia lów [0, γ(0)), [γ(0), γ2(0)), ..., [γn−1(0), γn(0)), [γn(0),+∞). Z jed-
nej strony, promień spektralny r(bT ) jest ca lkowicie zdeterminowany przez funkcje֒∑n
k=0 âk ◦ αn−k, Twierdzenie 4.5, a z drugiej przez wartości funkcji b̂ na podzbiorze
∆̃∞ = {∞} × S1 widma X̃ algebry B, patrz Twierdzenie 3.26. Twierdzenia 4.5, 4.7
prowadza֒ do tej samej formu ly, gdyż

n∑

k=0

âk

(
αn−k(e2πit)

)
= b̂(∞, e2πit) = b(t) dla t ∈ [γn(0),+∞).

W konsekwencji dla operatora b ∈ B postaci (4.10) mamy

r(bTp) = r(bnTp), gdzie bn(t) := b(t+ γ
n(0)), bn ∈ A,

co sprowadza problem do przypadku już rozpatrzonego. Ogólnie, dla dowolnego b ∈ B,
maja֒ zastosowanie wzory otrzymane w przypadku I, przy czym w miejsce funkcji â
na okre֒gu S1 należy rozpatrywać funkcje֒ b̂ na okre֒gu {∞} × S1 ⊂ X̃.

Przyk lad 4.15 (Operatory generuja֒ce przesunie֒cia na torusie). Rozpatrzmy
operatory rozważane w podrozdziale 3.5.3. Niech h = (h1, ..., hN ) ∈ Rd+ i niech

(Tf)(t) = f(t+ h), (Sf)(t) =




f(t− h), t− h ∈ Rd+
0, t− h /∈ Rd+,

t ∈ Rd+.

be֒da֒ operatorami dzia laja֒cymi w przestrzeni E = Lp(Rd+), p ∈ [1,∞]. Widmo al-
gebry A ⊂ L(E) operatorów mnożenia przez okresowe funkcje cia֒g le o okresach ei,
i = 1, ..., d, utożsamiamy z torusem Td. Operator T generuje na widmie algebry A
przesunie֒cie α : Td → Td o wektor h.
Oznaczmy przez βx domknie֒cie trajektorii punktu x ∈ Td: βx = {αk(x); k ∈ Z}. Zbiór
βx jest podrozmaitościa֒ wymiaru n równego pomniejszonej o jeden ilości liniowo nie-
zależnych nad Q liczb spośród 1, h1, h2, ..., hN , por. [FKS87]. Zatem torus Td rozpada
sie֒ na sume֒ roz la֒czna֒ zbiorów βx, a każdy z nich jest nośnikiem dok ladnie jednej α-
ergodycznej miary µx – zbiór βx ma naturalna֒ strukture֒ zwartej grupy topologicznej
z dzia laniem αk(x) · αm(x) := αk+m(x), a µx jest miara֒ Haara tej grupy. Wszystkie
miary α-ergodyczne sa֒ tej postaci.

I. Dla a ∈ A otrzymujemy zatem wzór

r(aT ) = max
βx
exp

∫

βx

ln |â(y)|dµx(y).

W szczególności, gdy d = 2 oznacza to, co naste֒puje:

1. Jeśli h1 =
n1
m1

i h2 =
n2
m2

, gdzie liczby ni, mi sa֒ wzgle֒dnie pierwsze, i = 1, 2,

to każdy punkt x ∈ T2 jest okresowy o okresie be֒da֒cym najmniejsza֒ wspólna֒
wielokrotnościa֒ NWW (m1,m2) mianowników m1, m2. Zatem

r(aT ) = max
x∈T2

[
M−1∏

i=0

|â(αi(x))|
] 1
M

, M := NWW (m1,m2).
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2. Jeśli h1 =
n
m

, h2 /∈ Q i n, m sa֒ wzgle֒dnie pierwsze, to βx jest suma֒ n okre֒gów
równoleg lych do okre֒gu {1} × S1 i

ln r(aT ) = max
t0∈[0, 1n )

1

n

n−1∑

k=0

∫

[0,1)
ln
∣∣∣∣a
(
t0 +

k

n
, t
)∣∣∣∣ dt.

3. Jeśli h1 /∈ Q, h2 =
n
m

i n, m sa֒ wzgle֒dnie pierwsze, to βx jest suma֒ n okre֒gów
równoleg lych do okre֒gu S1 × {1} i

ln r(aT ) = max
t0∈[0, 1n )

1

n

n−1∑

k=0

∫

[0,1)
ln
∣∣∣∣a
(
t, t0 +

k

n

)∣∣∣∣ dt.

4. Jeśli h1, h2 /∈ Q i h1, h2 sa֒ wymiernie zależne, to istnieje u lamek n
m

nieskracalny
taki, że nh1 = mh2. Wtedy każda orbita βx jest okre֒giem po lożonym pod ka֒tem
n
m

do okre֒gu S1 × {1} oraz

r(aT ) = max
t0∈[0,1)

exp
∫

[0,1)
ln
∣∣∣∣a
(
t0 + nt,mt

)∣∣∣∣ dt.

5. Jeśli h1, h2 /∈ Q i h1, h2 sa֒ wymiernie niezależne, to βx = T2, x ∈ T2, a sta֒d

r(aT ) = exp
∫ 1

0

∫ 1

0
ln
∣∣∣a(t, s)

∣∣∣ dt ds.

II. Niech b ∈ B = span {⋃∞n=0 SnAT n}. Widmo X̃ algebry B sk lada sie֒ z cia֒gu
parami homeomorficznych d-wymiarowych rozmaitości XN , N ∈ N, zbiegaja֒cych do
d-wymiarowego torusa X∞ = {∞} × Td, patrz Twierdzenie 3.32. Dla operatora b ∈
B postaci b = a0 + Sa1T + .... + SnanT

n podobne rozważania jak w przyk ladzie
poprzednim prowadza֒ do wniosku, że

r(bT ) = r(bnT ), gdzie bn(t) := b(t+ nh), bn ∈ A.

Natomiast ogólnie, wzory otrzymane w przypadku I pozostaja֒ prawdziwe, przy czym
należy ca lkować funkcje֒ b̂ na torusie X∞ = {∞} × Td.

Uwagi do rozdzia lu 4

Zasade֒ wariacyjna֒ typu (4.2) wyznaczaja֒ca֒ promień spektralny automorfizmu z waga֒
aδ : A → A, a ∈ A, funkcyjnej algebry Banacha A, otrzyma l A. K. Kitover [Kit79].
Niezależnie, A. V. Lebedev [Leb79] wykaza l, iż taka֒ formu la֒ dany jest promień spek-
tralny operatora aT : E → E w przestrzeni Banacha E, gdzie a jest elementem
funkcyjnej algebry Banacha A, a T jest odwracalna֒ izometria֒ taka֒, że TAT−1 = A.
Formalnie s labszy rezultat Kitovera, w świetle Stwierdzenia 4.1, jest wynikowi Lebe-
deva równoważny. W tym rozdziale badalísmy formu ly wariacyjne podobnej natury
dla promienia spektralnego operatorów ważonego przesunie֒cia aT generuja֒cych nieod-
wracalne uk lady dynamiczne. Na podstawie rezultatów rozdzia lu 1 oraz Stwierdzenia
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4.1 otrzymalísmy ogólne zasady wariacyjne dwóch typów: na wyj́sciowej przestrzeni
X (Twierdzenie 4.5) oraz na przestrzeni rozszerzonej X̃, (Twierdzenie 4.7).

Zasadnicza cze֒ść dowodu Twierdzenia 4.9 jest wersja֒ twierdzenia Ko lmogorowa o
istnieniu miary. W przypadku granic odwrotnych twierdzenie to jest dobrze znane,
jednakże żadne, doste֒pne autorowi źród la nie podaja֒ dowodu tego faktu, por. [FKS87,
str. 206], [DJ05, Lem. 3.2]. Co wie֒cej źród la te przemilczaja֒ np. regularność rozważa-
nych miar, która zdaje sie֒ być tu istotna.

Formu ly analogiczne do tychże omówionych w przyk ladzie 4.14, jako promień
spektralny ważonego operatora kompozycji z homeomorfizmem okre֒gu na przestrzeni
C(S1), otrzyma l w swojej rozprawie doktorskiej A. V. Lebedev [Leb80], por. [AL94,
Przyk lad 5.11].





Rozdzia l 5

Zbiór modu lów wartości
spektralnych ważonego operatora
przesunie֒cia

Zaczynaja֒c od niniejszego rozdzia lu, krok po kroku, przedstawimy kompletny opis
widma ważonych operatorów przesunie֒cia aT . W tym rozdziale pokażemy, że każdej
spójnej sk ladowej zbioru

|σ(aT )| := {|λ| : λ ∈ σ(aT )}

odpowiada domknie֒ty, α-niezmienniczy podzbiór ω widma X algebry wag A taki, że
końce spójnej sk ladowej |σ(aT )| wyrażaja֒ sie֒ przez formu ly wariacyjne typu (4.1),
(4.2) (otrzymane w poprzednim rozdziale), na zbiorze ω. W przypadku, gdy widmo
operatora aT jest niezmiennicze ze wzgle֒du na obroty wokó l zera, patrz podrozdzia l
6.2, rezultat ten daje pe lny opis widma σ(aT ).
W obecnych rozważaniach fundamentalnym jest Twierdzenie 5.1 mówia֒ce, że rzut
Riesza odpowiadaja֒cy izolowanej spójnej sk ladowej zbioru |σ(aT )| należy do algebry
A. W podrozdziale 5.3 omówimy górne oszacowania ilości sk ladowych zbiorów postaci
|σ(aT )| dla wszystkich wag a jednocześnie oraz porównamy takie oszacowania dla wag
w algebrze A oraz algebrze rozszerzonej B = span {⋃∞n=0 SnAT n}.

5.1 Przynależność rzutu Riesza do algebry wag

W obecnym podrozdziale zak ladamy, że aT jest abstrakcyjnym operatorem przesu-
nie֒cia na przestrzeni Banacha E, z waga֒ w algebrze Banacha A ⊂ L(E) izomorficznej
z algebra֒ funkcji C(X):

A ∼= C(X).
Przez (X,α) oznaczamy cze֒ściowy uk lad dynamiczny generowany przez T na widmie
algebry A. Podzbiór ω ⊂ X be֒dziemy nazywać α-niezmienniczym, jeśli

α−1(ω) = ω ∩∆1,

por. uzupe lnienia C. Podstawowa֒ role֒ w obecnym rozdziale be֒dzie pe lnić poniższe
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Twierdzenie 5.1. Niech σ(aT ) ∩ S1 = ∅. Wtedy rzut Riesza

P =
1

2πi

∫

S1
(λ− aT )−1dλ

odpowiadaja֒cy cze֒ści widma σ(aT ) leża֒cej wewna֒trz ko la D2 = {z ∈ C : |z| < 1} jest
elementem algebry A. Dok ladniej P̂ = χω ∈ C(X), gdzie ω jest domknie֒to-otwartym,
α-niezmienniczym podzbiorem X takim, że

{x ∈ X : â(x) = 0} ⊂ ω, X \ ω ⊂ ∆∞.

Dowód. Z definicji rzutu P , patrz np. [RS90], podprzestrzenie E1 = PE i E2 =
kerP sa֒ zachowywane przez operator aT oraz

σ(aT |E1) ⊂ {z ∈ C : |z| < 1},

σ(aT |E2) ⊂ {z ∈ C : |z| > 1}.
Sta֒d istnieje n0 ∈ N oraz ε > 0 takie, że

‖(aT )ne1‖ < (1− ε)‖e1‖ dla każdego e1 ∈ E1, gdy n > n0, (5.1)

‖(aT )ne2‖ > (1 + ε)‖e2‖ dla każdego e2 ∈ E2, gdy n > n0. (5.2)

Dowód twierdzenia oprzemy na naste֒puja֒cych dwu lematach.

Lemat 5.2. Podprzestrzenie E1 i E2 sa֒ niezmiennicze ze wzgle֒du na dzia lanie wszyst-
kich operatorów leża֒cych w algebrze A.

Dowód. Niech e ∈ E i ropatrzmy rozk lad e = e1+e2 na sk ladniki z odpowiednich
podprzestrzeni ei ∈ Ei, i = 1, 2. Wtedy

‖(aT )ne‖ = ‖(aT )n(e1 + e2)‖ > ‖(aT )ne2‖ − ‖(aT )ne1‖.

Warunki (5.1), (5.2) implikuja֒, że w przypadku, gdy e2 6= 0, mamy

lim
n→∞ ‖(aT )

ne‖ =∞,

a w przypadku, gdy e2 = 0

lim
n→∞ ‖(aT )

ne‖ = lim
n→∞ ‖(aT )

ne1‖ = 0.

W szczególności, podprzestrzeń E1 jest wyznaczona przez naste֒puja֒cy warunek

e ∈ E1 ⇐⇒ lim
n→∞
(aT )ne = 0. (5.3)

Ustalmy teraz operator b ∈ A. Przestrzeń E1 jest niezmiennicza ze wzgle֒du na dzia-
 lanie operatora b, gdyż dla dowolnego e ∈ E1 mamy

‖(aT )nbe‖ = ‖δn(b)(aT )ne‖ 6 ‖b‖‖(aT )ne‖ −→
n→∞ 0,
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co w świetle (5.3) oznacza, że be ∈ E1, czyli bE1 ⊂ E1.
Aby wykazać, że przestrzeń E2 również jest niezmiennicza ze wzgle֒du na dzia lanie
operatora b rozpatrzmy operator sprze֒żony (aT )∗ do aT . Skoro σ(aT ) ∩ S1 = ∅, to
σ((aT )∗) ∩ S1 = ∅ i na przestrzeni dualnej E∗ mamy odpowiedni rozk lad spektralny:

E∗ = E1∗ ⊕ E2∗

gdzie

σ((aT )∗|E1∗) ⊂ {z ∈ C : |z| < 1},

σ((aT )∗|E2∗) ⊂ {z ∈ C : |z| > 1}.
Analogicznie jak powyżej pokazuje sie֒, że przestrzeń E1∗ jest niezmiennicza ze wzgle֒du
na dzia lanie operatora b∗, to jest b∗E1∗ ⊂ E1∗ . Znanym ogólnym faktem, patrz np.
[AL94, Lemat 7.3], jest, iż podprzestrzenie spektralne Ei, Ei∗, i = 1, 2, powia֒zane sa֒
relacjami

E1 =
⊥ E2∗ , E2 =

⊥ E1∗ .

W szczególności dla każdego e2 ∈ E2 oraz e∗1 ∈ E1∗ mamy e∗1(e2) = 0 i korzystaja֒c z
inkluzji b∗E1∗ ⊂ E1∗ dostajemy

0 = (b∗e∗1)(e2) = e
∗
1(be2),

czyli be2 ∈ E2. Sta֒d bE2 ⊂ E2 i dowód lematu jest zakończony. �

Lemat 5.3. Podprzestrzenie E1 i E2 sa֒ zachowywane przez operatory T i S.

Dowód. Na mocy Lematu 5.2 operator TS = δ(1) ∈ A zachowuje podprzestrze-
nie E1 i E2. Zatem jeśli, TEi ⊂ Ei, to również SEi ⊂ Ei, i = 1, 2. Wystarczy wie֒c
pokazać, że TEi ⊂ Ei, i = 1, 2. Wykażemy tu tylko inkluzje֒ TE1 ⊂ E1, gdyż wtedy
inkluzje֒ TE2 ⊂ E2, podobnie jak w drugiej cze֒ści dowodu Lematu 5.2, można otrzy-
mać przechodza֒c do przestrzeni dualnej E∗.
Przypomnijmy, iż zwarta przestrzeń Hausdorffa jest przestrzenia֒ normalna֒ [Rud98,
Tw. 2.7], możemy wie֒c zastosować twierdzenie Tietzego [Kur97] by wykazać istnienie
funkcji âk ∈ C(X), k = 1, 2, ..., spe lniaja֒cych naste֒puja֒ce warunki:

i) |âk(x)| 6 1,

ii) âk(x) =
|â(x)|
â(x)

gdy |â(x)| > 1
k
.

Wtedy limk→∞ aka = |a|. Na mocy Lematu 5.2 oraz niezmienniczości E1 wzgle֒dem
aT mamy [ak(aT )]E1 ⊂ akE1 ⊂ E1, k = 1, 2, ... ., Sta֒d

(| a|T )E1 ⊂ E1. (5.4)

Niech e ∈ E1 i niech Te = e1 + e2, gdzie ei ∈ Ei, i = 1, 2. Pokażemy, że e2 = 0.
Z jednej strony korzystaja֒c z (5.4) mamy (|a|T )e = |a|e1 + |a|e2 ⊂ E1, natomiast z
drugiej Lemat 5.2 implikuje, że |a|ei ∈ Ei, i = 1, 2. Zatem |a|e2 = 0.
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Dalej, stosuja֒c lemat Urysohna [Kur97], [Rud98], znajdziemy funkcje ϕ̂k ∈ C(X),
k = 2, 3, ..., takie, że

0 6 ϕ̂k 6 1, ϕ̂k(x) =




0, gdy |â(x)| 6 1

k
,

1, gdy |â(x)| > 1
k−1 .

Oznaczamy przez |a|k funkcje֒ dana֒ wzorem

|a|k(x) =



|â(x)|, gdy |â(x)| > 1

k
,

1
k
, gdy |â(x)| > 1

k
.

Wtedy |a|k ∈ A jest elementem odwracalnym w A. Sta֒d, że |a|ϕk = |a|kϕk oraz
|a|e2 = 0 mamy

|a|k(ϕke2) = (|a|ϕk)e2 = ϕk(|a|e2) = 0.
Korzystaja֒c z odwracalności |a|k otrzymujemy, że ϕke2 = 0, k = 2, 3, ... .
Jako że na podprzestrzeni E2 operator aT jest odwracalny, istnieje wektor e3 ∈ E2
taki, że aTe3 = e2. Z konstrukcji funkcji ϕk mamy limk→∞ ϕka = a. Zatem

e2 = aTe3 = lim
k→∞

ϕkaTe3 = lim
k→∞

ϕke2 = 0,

co konczy dowód lematu. �

Dalszy cia֒g dowodu Twierdzenia 5.1. Dla skrócenia zapisu ustalmy n > n0 i
oznaczmy operator

∏n−1
k=0 δ

k(a)δn(1) ∈ A litera֒ b, czyli

b :=
n−1∏

k=0

δk(a)δn(1).

Na mocy Lematu 5.2 mamy wtedy bEi ⊂ Ei, i = 1, 2.
Operatory T n i Sn sa֒ wzajemnie sprze֒żonymi cze֒ściowymi izometriami (Stwierdzenie
1.21) oraz T nEi ⊂ Ei i SnEi ⊂ Ei (Lemat 5.3). W szczególności T nEi = T nSnEi, a
sta֒d

‖b‖Ei = ‖
n−1∏

k=0

δk(a)T nSn‖Ei = ‖
n−1∏

k=0

δk(a)T n‖Ei = ‖(aT )n‖Ei , i = 1, 2,

por. dowód Stwierdzenia 4.1. Biora֒c dodatkowo pod uwage֒ warunki (5.1) i (5.2) otrzy-
mujemy, że

‖b‖E1 < (1− ε). (5.5)

Analogicznie na przestrzeni E2 istnieje operator odwrotny do b oraz

∥∥∥(b|E2)−1
∥∥∥ <

1

(1 + ε)
, (5.6)

co wynika sta֒d, że dla dowolnego wektora e ∈ E2 oraz liczby n > n0 mamy

‖
n−1∏

k=0

δk(a)δn(1)e‖ = ‖
n−1∏

k=0

δk(a)T n(Sne)‖ = ‖(aT )n(Sne)‖
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> (1 + ε)‖Sne‖ = (1 + ε)‖e‖,
gdzie równość ‖Sne‖ = ‖e‖ otrzymujemy z odwracalności T n na E2.
Warunki (5.5), (5.6) implikuja֒, że

σ(b) = σ(b|E1) ∪ σ(b|E2),

gdzie
σ(b|E1) ⊂ {z ∈ C : |z| < 1}, σ(b|E2) ⊂ {z ∈ C : |z| > 1}.

Niech P ′ be֒dzie rzutem odpowiadaja֒cym funkcji charakterystycznej χω zbioru

ω = {x ∈ X : |b̂(x)| < 1}.

Jako że P ′ ∈ A ∼= C(X), to podprzestrzenie E ′1 := P ′E, E ′2 := kerP
′ sa֒ zachowane

przez operator b ∈ A. Ponadto

σ(b|E1) = σ(b|E′1), σ(b|E2) = σ(b|E′2).

Pokażemy, że w istocie Ei = E
′
i, i = 1, 2.

Za lóżmy, że e = e1 + e2, ei ∈ Ei, i = 1, 2 oraz e2 6= 0. Wtedy

‖bme‖ = ‖bm(e1 + e2)‖ = ‖bme1 + bme2‖ > ‖bme2‖ − ‖bme1‖. (5.7)

Dzie֒ki nierównościom (5.5), (5.6) mamy limm→∞ ‖bme1‖ = 0, limm→∞ ‖bme2‖ = ∞.
Zatem podprzestrzeń E1 jest wyznaczona przez warunek

e ∈ E1 ⇐⇒ lim
m→∞ b

me = 0.

Ten sam warunek wyznacza podprzestrzeń E ′1, wie֒c E1 = E
′
1.

Aby wykazać równość E2 = E
′
2 za lóżmy nie wprost, że istnieje e′2 ∈ E ′2 taki, że e′2 /∈ E2

(przypadek E2 * E ′2 rozpatruje sie֒ ca lkowicie analogicznie). Wtedy e′2 = e1+ e2 gdzie
ei ∈ Ei oraz e1 6= 0. Skoro b : E ′2 → E ′2 jest operatorem odwracalnym, to dla każdego
m > 0 istnieje e′2(m) ∈ E ′2 taki, że

bme′2(m) = e
′
2.

Niech e′2(m) = e1(m) + e2(m), gdzie ei(m) ∈ Ei. Z równości σ(b|E2) = σ(b|E′2) mamy

lim
m→∞ e

′
2(m) = 0. (5.8)

Z drugiej jednak strony

e1 + e2 = e
′
2 = b

me2(m)
′ = bme1(m) + b

me2(m)

i skoro bmEi ⊂ Ei, i = 1, 2, to otrzymujmy, że bmei(m) = ei, i = 1, 2. Zatem warunki
(5.5), (5.6) oraz fakt, iż e1 6= 0 implikuja֒, że

lim
m→∞ ‖e1(m)‖ =∞, oraz lim

m→∞ ‖e2(m)‖ = 0.
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Sta֒d

‖e′2(m)‖ = ‖e1(m) + e2(m)‖ ­ ‖e1(m)‖ − ‖e2(m)‖ −→ ∞, przy m→∞,

co prowadzi do sprzeczności z (5.8).
W konsekwencji Ei = E

′
i, i = 1, 2, czyli

P = P ′ ∈ A.

By zakończyć dowód przypomnijmy (Lemat 5.3), że operator T komutuje z P oraz
zauważmy, że TS(1− P ) = (1− P ), gdyż E2 = TSE2 = (1− P )E. Sta֒d

δ(P ) = TPS = PTS = Pδ(1), czyli, χα−1(ω) = χω · χ∆1 = χω∩∆1 ,

δ(1− P ) = T (1− P )S = TS(1− P ) = 1− P, czyli, χα−1(X\ω) = χX\ω.

Z równości α−1(X \ ω) = χX\ω wynika, że X \ ω ⊂ ∆∞. Natomiast inkluzje֒ {x ∈ X :
â(x) = 0} ⊂ ω otrzymujemy wprost z określenia zbioru ω i elementu b. �

5.2 Opis zbioru |σ(aT )|
Stosuja֒c Twierdzenie 5.1 do odpowiednio przeskalowanego operatora aT otrzymu-
jemy, że rzut Riesza odpowiadaja֒cy cze֒ści widma σ(aT ) leża֒cej wewna֒trz ko la o
dowolnym promieniu leża֒cym poza |σ(aT )| należy do algebry A ∼= C(X). W szcze-
gólności każdemu domknie֒to-otwartemu podzbiorowi |σ(aT )| odpowiada domknie֒to-
otwarty α-niezmienniczy podzbiór X. Dok ladniej mamy

Twierdzenie 5.4. Niech I ⊂ [0, r(aT )] be֒dzie zbiorem sk ladaja֒cym sie֒ z lewych punk-
tów końcowych spójnych sk ladowych zbioru |σ(aT )|. Wtedy istnieje podzia l {ωi}i∈I
przestrzeni X na α-niezmiennicze, domknie֒te zbiory takie, że

i) jeśli 0 ∈ I, to X \∆∞ ∪ {x : â(x) = 0} ⊂ ω0,

ii) jeśli i ∈ I \ {0}, to ωi ⊂ ∆∞ ∩ {x : â(x) 6= 0}.

Ponadto dla każdego domknie֒to-otwartego podzbioru Λ zbioru |σ(aT )|, spektralnemu
rzutowi Riesza PΛ odpowiada funkcja charakterystyczna χω ∈ C(X), gdzie ω =⋃
i∈Λ ωi.

Dowód. Niech U be֒dzie spójna֒ sk ladowa֒ zbioru |σ(aT )|. Wtedy U jest albo punk-
tem, albo domknie֒tym przedzia lem, czyli U = [i0, j0], gdzie ewentualnie i0 = j0.
Za lóżmy najpierw, że i0 6= 0 i wybierzmy przedzia ly [ln, rn], n ∈ N tak, aby punkty
końcowe ln, rn, n ∈ N, nie leża ly w |σ(aT )| oraz

U = [i0, j0] =
⋂

n∈N

[ln, rn].

Rozważmy rzuty Riesza Pln,rn odpowiadaja֒ce cze֒ściom widma leża֒cym w pierścieniach
{z ∈ C : ln < |z| < rn}. Z Twierdzenia 5.1 wynika, iż P̂ln,rn = χωln,rn ∈ C(X)
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dla pewnego domknie֒to-otwartego, α-niezmienniczego, niepustego zbioru ωln,rn ⊂ X
zawartego w ∆∞ ∩ {x : â(x) 6= 0} i takiego, że α−1(ωln,rn) = ωln,rn . Sta֒d zbiór

ωi0 :=
⋂

n∈N

ωln,rn ⊂ ∆∞ ∩ {x : â(x) 6= 0}

jest domknie֒ty, α-niezmienniczy i niepusty (jako przekrój scentrowanej rodziny zbio-
rów domknie֒tych).
Niech teraz U = [0, j0] i niech [0, rn], n ∈ N, be֒da֒ przedzia lami takimi, że rn /∈
|σ(aT )| oraz limn→∞ rn = j0. Rozważmy rzuty spektralne P0,rn odpowiadaja֒ce cze֒-
ściom widma σ(aT ) leża֒cym w ko lach {z ∈ C : |z| < rn}. Zgodnie z Twierdzeniem
5.1 dla każdego n ∈ N, P̂0,rn = χω0,rn ∈ C(X), gdzie ω0,rn jest domknie֒to-otwartym
α-niezmienniczym, niepustym podzbiorem X zawieraja֒cym X \∆∞ ∪{x : â(x) = 0}.
Zatem zbiór

ω0 :=
⋂

n∈N

ω0,rn

jest domknie֒ty, α-niezmienniczy, niepusty i zawiera X \∆∞ ∪ {x : â(x) = 0}.
Jasne jest, że zdefiniowane powyżej elementy rodziny {ωi}i∈I sa֒ parami roz la֒czne.
Natomiast nie jest oczywiste, że suma

⋃
i∈I ωi wype lnia ca la֒ przestrzeń X. Aby to

wykazać rozważmy dla każdego i ∈ I \ {0} rosna֒cy cia֒g {l(i)n }n∈N liczb nieleża֒cych w
|σ(aT )|, taki, że limn→∞ l

(i)
n = i. Po lóżmy

ωi,r(aT ) :=
⋂

n∈N

ω
l
(i)
n ,r(aT )

,

gdzie ω
l
(i)
n ,r(aT )

jest domknie֒to-otwartym zbiorem zadanym przez rzut Riesza P
l
(i)
n ,r(aT )

odpowiadaja֒cy cze֒ści widma σ(aT ) leża֒cej w pierścieniu o promieniach l(i)n i r(aT ).
Dla i = 0 po lóżmy ω0,r(aT ) = X i za lóżmy nie wprost, że istnieje x0 /∈ ⋃

i∈I ωi.
Oznaczmy przez i0 kres górny zbioru {i ∈ I : x0 ∈ ωi,r(aT )} ⊂ [0, r(aT )]. Z definicji I
oraz i0 wynika, że i0 ∈ I. Skoro x0 /∈ ωi0 =

⋂
n∈N ωln,rn , to x0 /∈ ωln0 ,rn0 dla pewnego

n0, gdzie ln0 < i0 < rn0 . Weźmy teraz i ∈ I takie, że ln0 < i oraz x0 ∈ ωi,r(aT ). Wtedy
x0 ∈ ωi,r(aT ) \ ωln0 ,rn0 = ωrn0 ,r(aT ), co prowadzi do sprzeczności z wyborem i0. �

Korzystaja֒c z Twierdzenia 5.4 można otrzymać warunki na odwracalność ope-
ratora aT . W lasność ta zależy od postaci otoczki Y = hull(J) idea lu J = {a ∈ A :
STa = a} lub równoważnie widma algebry A+ = STA⊕(1−ST )A, por. Stwierdzenie
1.26.

Stwierdzenie 5.5. Operator aT jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy â(x) 6= 0,
x ∈ X oraz X+ = ∆1 (czyli X = ∆1 oraz Y = ∅). W szczególności aT jest odwracalny
wtedy i tylko wtedy, gdy odwracalne sa֒ oba operatory a oraz T .

Dowód. Jeśli â(x) = 0 dla pewnego x ∈ X, lub X 6= ∆1 (ska֒d X 6= ∆∞), to na
mocy Twierdzenia 5.4, 0 ∈ σ(aT ). Ponadto, jeśli Y 6= ∅, to ST 6= 1 i T posiada nie
trywialne ja֒dro, por. Twierdzenie 1.12. Z drugiej strony jeśli za lożymy, że â(x) 6= 0,
x ∈ X oraz X+ = ∆1, to a jest operatorem odwracalnym (gdyż element â ∈ C(X) jest
odwracalny) oraz T jest odwracalna֒ izometria֒, gdyż TS = ST = 1, por. Stwierdzenie
1.26. �

Stosuja֒c Twierdzenie 5.4 oraz rezultaty z podrozdzia lu 4.1 otrzymujemy
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Twierdzenie 5.6 (Opis |σ(aT )|). Niech aT be֒dzie abstrakcyjnym operatorem prze-
sunie֒cia na przestrzeni Banacha E z waga֒ w algebrze Banacha A, Definicja 1.19.
Niech A ∼= C(X) i niech (X,α) be֒dzie cze֒ściowym uk ladem dynamicznym generowa-
nym przez T na widmie algebry A. Niech I be֒dzie zbiorem sk ladaja֒cym sie֒ z lewych
punktów końcowych spójnych sk ladowych zbioru |σ(aT )| i dla każdego i ∈ I niech i+
be֒dzie prawym końcem spójnej sk ladowej |σ(aT )| do której należy i, tj.

|σ(aT )| =
⋃

i∈I
[i, i+].

Jeśli {ωi}i∈I jest podzia lem przestrzeni X na domknie֒te α-niezmiennicze zbiory z
Twierdzenia 5.4, to

i = min
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |â(x)| dµ, i ∈ I \ {0},

i+ = max
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |â(x)| dµ, i ∈ I.

Dowód. Ustalmy i ∈ I \ {0} i niech {ln}n∈N, {rn}n∈N, be֒da֒ odpowiednio niema-
leja֒cym oraz nierosna֒cym cia֒giem nieujemnych liczb leża֒cych poza |σ(aT )| takich,
że

lim
n→∞ ln = i, lim

n→∞ rn = i+.

Dla każdego n ∈ N rzut Riesza Pln,rn odpowiadaja֒cy cze֒ści widma aT leża֒cej w
pierścieniu {z ∈ C : ln < |z| < rn} należy do algebry A i P̂ln,rn = χωln,rn ∈ C(X),
patrz Twierdzenie 5.1. Zbiory {ωln,rn}n∈N tworza֒ cia֒g zste֒puja֒cy i

⋂
n∈N ωln,rn = ωi.

Ustalmy n ∈ N. Twierdzimy, że

ln < min
µ∈Erg(ωln,rn ,α)

exp
∫

ωln,rn

ln |â(x)| dµ ¬ i, (5.9)

i+ ¬ max
µ∈Erg(ωln,rn ,α)

exp
∫

ωln,rn

ln |â(x)| dµ < rn. (5.10)

Rzeczywíscie, na przestrzeni Eln,rn := Pln,rnE operator aT jest odwracalny, a sta֒d

[i, i+] ⊂ |σ(aT |Eln,rn )| ⊂
[
r
(
(aT |Eln,rn )−1

)−1
, r(aT |Eln,rn )

]
⊂ (ln, rn).

Ponadto,w świetle Twierdzenia 4.5 mamy

r(aT |Eln,rn ) = max
µ∈Erg(ωln,rn ,α)

exp
∫

ωln,rn

ln |â(x)| dµ,

co dowodzi (5.9). Natomiast naste֒puja֒cy rachunek

(aT |Eln,rn )−1 = T−1a−1|Eln,rn = Sa−1|Eln,rn = STSa−1|Eln,rn
= Sa−1TS = Sa−1TS|Eln,rn ,

Wniosek 4.8 oraz Twierdzenie 4.5 implikuja֒, że

r
(
(aT |Eln,rn )−1

)
= max
µ∈Erg(ωln,rn ,α)

exp
∫

ωln,rn

ln |â−1(x)| dµ
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= max
µ∈Erg(ωln,rn ,α)

exp−
∫

ωi

ln |â(x)| dµ =
(

min
µ∈Erg(ωln,rn ,α)

exp
∫

ωln,rn

ln |â(x)| dµ
)−1

,

co dowodzi (5.10).
Dla każdego n ∈ N niech µn ∈ Erg(ωln,rn , α) be֒dzie miara֒, dla której realizuje sie֒
minimum w (5.9), a νn ∈ Erg(ωln,rn , α) miara֒, dla której realizuje sie֒ maksimum
w (5.10). Cia֒gi {µn}n∈N, {νn}n∈N ⊂ Inv(X,α) posiadaja֒ w ∗-s labej topologi punkty
skupienia, powiedzmy µ0, ν0 ∈ Inv(X,α). Nośniki miar µ0, ν0 zawarte sa֒ w ωi =⋂
n∈N ωln,rn , wie֒c µ0, ν0 ∈ Inv(ωi, α). Z relacji (5.9), (5.10) wynika, że

i = lim
n→∞ exp

∫

ωln,rn

ln |â(x)| dµn = exp
∫

ωln,rn

ln |â(x)| dµ0,

i+ = lim
n→∞ exp

∫

ωln,rn

ln |â(x)| dνn = exp
∫

ωln,rn

ln |â(x)| dν0.

Zatem, por. Uwaga 4.6 i), mamy

min
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |â(x)| dµ ¬ exp
∫

ωln,rn

ln |â(x)| dµ0 = i,

max
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |â(x)| dµ ­ exp
∫

ωln,rn

ln |â(x)| dν0 = i+,

co w świetle (5.9), (5.10) daje teze֒ dowodzonego twierdzenia dla i 6= 0. Dla i = 0
wystarczy powtórzyć powyższe rozumowanie rozważaja֒c w miejsce rzutów Pln,rn rzuty
spektralne Prn odpowiadaja֒ce cze֒ściom widma aT leża֒cym w ko lach {z ∈ C : |z| <
rn}. �

Przedyskutujmy teze֒ powyższego twierdzenia na najprostszym możliwym przy-
k ladzie jakim jest standardowy operator mnożenia.

Przyk lad 5.7. Niech A be֒dzie algebra֒ operatorów mnożenia przez cia֒gi ograniczone
na przestrzeni E = ℓp(N), p ∈ [1,∞] i niech T be֒dzie operatorem identycznościowym.
Wtedy element a ∈ A możemy traktować jako abstrakcyjny ważony operator przesu-
nie֒cia aT = a, gdzie T = 1 generuje na widmie algebry A uk lad (β(N), α), α = id.
Niech teraz D ⊂ R+ ∪ {0} be֒dzie dowolnym zbiorem zwartym. Ustawiaja֒c w cia֒g
a = (a(0), a(1), ...) dowolny przeliczalny i ge֒sty podzbiór D otrzymujemy, że a ∈ A
oraz

σ(aT ) = |σ(aT )| = D.
Z Twierdzenia 5.6 wynika, że istnieje podzia l {ωi}i∈I przestrzeni β(N) na podzbiory
domknie֒te takie, że rodzina {Di}i∈I , gdzie

Di = {t ∈ R+ ∪ {0} : min
x∈ωi

â(x) ¬ t ¬ max
x∈ωi

â(x)}. i ∈ I,

jest podzia lem D na spójne sk ladowe. Na odwrót, jeśli a ∈ A i {Di}i∈I jest podzia lem
na spójne sk ladowe zbioru

D :=
⋃

n∈N

|a(n)|,

to |σ(aT )| = D i zbiory

ωi = {n ∈ N : a(n) ∈ Di} ⊂ β(N)
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tworza֒ podzia l {ωi}i∈I przestrzeni β(N) na (α-niezmiennicze) podzbiory domknie֒te.
Zauważmy jednak, że nie każdy podzia l przestrzeni β(N) na domknie֒te α-niezmien-
nicze podzbiory można otrzymać w ten sposób. Na przyk lad, gdyby operatorowi a
odpowiada l podzia l β(N) sk ladaja֒cy sie֒ ze zbiorów jednoelementowych, to operator
a generowa lby algebre֒ A ∼= C(β(N)), co z kolei oznacza loby, że przestrzeń β(N) jest
metryzowalna, a nie jest to prawda֒.

5.3 Oszacowania ilości spójnych sk ladowych |σ(aT )|
niezależne od wagi a

W świetle Twierdzenia 5.6 liczba spójnych sk ladowych zbioru |σ(aT )| jest niewie֒ksza
niż maksymalna moc podzia lu przestrzeniX na domknie֒te podzbiory α-niezmiennicze.
Do analizy wie֒kszości rozpatrywanych przez nas przyk ladów wystarczy jednak naste֒-
puja֒cy bezpośredni wniosek z Twierdzenia 5.1.

Twierdzenie 5.8. Jeśli X posiada skończona֒ liczbe֒ 2k domknie֒to-otwartych zbiorów
α-niezmienniczych, to ilość spójnych sk ladowych |σ(aT )| nie przekracza k.

Dowód. Jeśli ilość spójnych sk ladowych |σ(aT )| przekracza laby k, to w szcze-
gólności istnia loby k + 1 takich sk ladowych, które da loby sie rozdzielić krzywymi za-
mknie֒tymi. W świetle Twierdzenia 5.1 odpowiada loby im wtedy k+1 roz la֒cznych nie-
pustych domknie֒to-otwartych, α-niezmienniczych podzbiorów X. Biora֒c sumy tychże
zbiorów otrzymalibyśmy 2k+1 różnych domknie֒to-otwartych, α-niezmienniczych pod-
zbiorów X. �

Operator aT , a ∈ A, możemy rozważać zarówno jako abstrakcyjny ważony ope-
rator przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A jak i w algebrze B = span {⋃∞n=0 SnAT n}.
Zatem stosuja֒c Twierdzenie 5.6 możemy szacować ilość sk ladowych |σ(aT )| zarówno
za pomoca֒ wyj́sciowego uk ladu (X,α) jaki i rozszerzonego, odwracalnego uk ladu dy-
namicznego (X̃, α̃) generowanego przez T na widmie B, por. Twierdzenie 1.23. Aby
porównać otrzymane w ten sposób wyniki przydatne be֒da֒ naste֒puja֒ce oznaczenia.

Definicja 5.9. Niech (X,α) be֒dzie cze֒ściowym uk ladem dynamicznym. Rodzine֒
wszystkich podzia lów {ωi}i∈I przestrzeni X na α-niezmiennicze, domknie֒te, niepu-
ste zbiory, takie, że

X \∆∞ ⊂ ωi0 , dla pewnego i0 ∈ I, (5.11)

be֒dziemy oznaczać przez P(X,α). Natomiast najwie֒ksza֒ liczba֒ kardynalna֒ postaci
|{ωi}i∈I | = |I|, gdzie {ωi}i∈I ∈ P(X,α) be֒dziemy oznaczać przez N (X,α).

Można pokazać (uzupe lnienia, Twierdzenie C.4), że każdemu podzia lowi {ωi}i∈I
przestrzeni X na domknie֒te zbiory α-niezmiennicze, odpowiada podzia l {ω̃i}i∈I prze-
strzeni X̃ na domknie֒te zbiory α̃-niezmiennicze takie, że ωi = Φ(ω̃i), i ∈ I, gdzie
Φ jest rzutem (1.22). Z drugiej strony, dla pewnego podzia lu {ω̃i}i∈I przestrzeni
X̃ na domknie֒te zbiory α̃-niezmiennicze może sie֒ zdarzyć, iż Φ(ω̃i) ∩ Φ(ω̃j) 6= ∅,
i 6= j (por. Przyk lad C.5). Uwaga ta zdawa laby sie֒ wie֒c sugerować nierówność
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N (X,α) ¬ N (X̃, α̃). Tymczasem jednak warunek (5.11)
”
wymusza” nierówność prze-

ciwna֒ N (X,α) ­ N (X̃, α̃). Różnica mie֒dzy N (X,α) i N (X̃, α̃) zależy jedynie od
zbioru Y .

Twierdzenie 5.10. Niech (X̃, α̃) be֒dzie naturalnym rozszerzeniem uk ladu (X,α)
zwia֒zany z domknie֒tym zbiorem Y ⊃ X\∆−1, Definicja 1.32. Każdy podzia l {ω̃i}i∈I ∈
P(X̃, α̃) zadaje warunkiem

ωi = Φ(ω̃i), i ∈ I,
podzia l {ωi}i∈I ∈ P(X,α) i odpowiedniość ta ustala iniekcje֒ P(X̃, α̃) w P(X,α). Po-
nadto, jeśli Y zawarty jest w najmniejszym, domknie֒tym, α-niezmienniczym zbiorze
zawieraja֒cym X\∆∞ (w szczególności jeśli Y = X \∆−1), to powyższa odpowiedniość
jest bijekcja֒.

Dowód. Z Twierdzenia C.4 wynika, że podzia lowi {ω̃i}i∈I ∈ P(X̃, α̃) odpowiada
rodzina {ωi}i∈I sk ladaja֒ca sie֒ z domknie֒tych zbiorów α-niezmienniczych. Oczywíscie⋃
i∈I ωi = X, gdyż Φ jest suriekcja֒. Skoro X̃ \ ∆̃∞ ⊂ ω̃i0 dla pewnego i0 ∈ I, to

inkluzja Φ(X̃ \ ∆̃∞) ⊃ X \∆∞ pokazuje, że X \∆∞ ⊂ ωi0 . Aby wykazać roz la֒czność
zbiorów {ωi}i∈I ustalmy indeksy i, j ∈ I i za lóżmy, że x ∈ ωi ∩ ωj. Jeśli x /∈ ∆+∞, to

Φ−1(x) ⊂ X̃ \ ∆̃+∞ ⊂ ω̃i0 , a sta֒d ω̃i = ω̃j = ω̃i0 , czyli i = j. Jeśli natomiast x ∈ ∆+∞,
to po lóżmy ω := {αn(x) : n ∈ N}. Zbiór ω ⊂ ∆+∞ jest domknie֒ty oraz α(ω) ⊂ ω.
Zatem zbiory

Dn = {x̃ = (x0, x1, ..., xn, ..) ∈ X̃ : xn ∈ ω}, n ∈ N,

tworza֒ zste֒puja֒cy cia֒g niepustych zbiorów domknie֒tych, ska֒d
⋂
n∈N Dn 6= ∅. Ponadto,

α-niezmienniczość zbiorów ωi, ωj implikuje, że ω ⊂ ωi ∩ ωj. Biora֒c wie֒c pod uwage֒
równość ⋂

n∈N

Dn =
(
ω × ω × ω × ...

)
∩ X̃

oraz zależność (C.1) zbiorów ω̃i, ω̃j od zbiorów ωi, ωj otrzymujemy, że
⋂
n∈NDn ⊂

ω̃i ∩ ω̃j, a sta֒d i = j.
By pokazać druga֒ cze֒ść tezy za lóżmy, że Y jest zawarty w każdym domknietym,
α-niezmienniczym zbiorze zawieraja֒cym X \ ∆∞ i niech {ωi}i∈I ∈ P(X,α). Wtedy
X \∆∞ ⊂ Y ⊂ ωi0 dla pewnego i0 ∈ I. Twierdzenie C.4 zapewnia istnienie podzia lu
{ω̃i}i∈I przestrzeni X̃ na domknie֒te, α̃-niezmiennicze zbiory, takie że Φ(ω̃i) = ωi,
i ∈ I. Jedynym co potrzebujemy pokazać jest inkluzja X̃ \ ∆̃∞ ⊂ ω̃i0 . Jeśli jednak
x̃ = (x0, x1, ...) ∈ X̃ \ ∆̃∞, to albo x̃ /∈ ∆̃+∞ i wtedy Φ(x̃) = x0 ∈ X \∆+∞ ⊂ ω0, czyli
x̃ ∈ ω̃i0 , albo x̃ /∈ ∆̃−∞ i wtedy x̃ = (x0, x1, ..., xn, 0, ...), gdzie xn ∈ Y ⊂ ω0, czyli
x0 = α

n(xn) ∈ ω0 i x̃ ∈ ω̃i0 . Zatem X̃ \ ∆̃∞ ⊂ ω̃i0 i dowód jest zakończony. �

Wniosek 5.11. Dla dowolnego domknie֒tego zbioru Y ⊃ X \∆−1 mamy

N (X̃, α̃) = N (X+, α+) ¬ N (X,α),
gdzie (X+, α+) jest uk ladem opisanym w Stwierdzeniu 1.26. W szczególności, jeśli aT
jest operatorem przesunie֒cia z waga֒ w algebrze A ∼= C(X) takim, że {a ∈ A : STa =
a} ∼= CY (X), to ilość sk ladowych zbioru |σ(aT )| nie przekracza liczby N (X̃, α̃) =
N (X+, α+).
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Dowód. Równość N (X̃, α̃) = N (X+, α+) wynika z Twierdzenia 5.10. By wykazać
nierówność N (X+, α+) ¬ N (X,α) weźmy podzia l {ω′i}i∈I ∈ P(X+, α+) przestrzeni
X+ = Y ⊔ ∆−1 zauważmy, że dla pewnego i0 ∈ I mamy ω′i0 = Y ⊔ ωi0,∆−1 , gdzie
∆−1 \∆∞ ⊂ ωi0,∆−1 ⊂ ∆−1. Po lóżmy

ωi0 := X \∆−1 ∪ ωi0,∆−1

WtedyX\∆∞ ⊂ ωi0 i α+-niezmienniczość ω′i0 implikuje α-niezmienniczość ωi0 . K lada֒c
ωi := ω

′
i, dla i 6= i0, otrzymujemy podzia l {ωi}i∈I be֒da֒cy elementem P(X,α). Jasnym

jest, że w ten sposób skonstruowalísmy różnowartościowe odwzorowanie z P(X+, α+)
w P(X,α), zachowuja֒ce ilość elementów w podzia lach. Teraz wystarczy zastosować
Twierdzenie 5.4. �

Zauważmy, że im wie֒kszy jest zbiór Y , tym mniejsza jest liczba N (X̃, α̃) =
N (X+, α+). W szczególności jeśli Y = X, to zawsze N (X+, α+) = N (X̃, α̃) = 1.

Przyk lad 5.12. Niech TN, SN be֒da֒ operatorami przesunie֒cia na przestrzeni E0 =
ℓp(N), p ∈ [1,∞] i niech A0 ⊂ L(E0) be֒dzie algebra֒ operatorów mnożenia przez cia֒gi
sta le. Ustalmy n > 0 i po lóżmy

E = E0 ⊕ ...⊕ E0︸ ︷︷ ︸
n

, A = A0 ⊕ ...⊕A0︸ ︷︷ ︸
n

, T = TN ⊕ ...⊕ TN︸ ︷︷ ︸
n

, S = SN ⊕ ...⊕ SN︸ ︷︷ ︸
n

.

Wtedy operator T ∈ L(E) generuje na widmie algebry A ⊂ L(E) uk lad dynamiczny
(X,α), gdzie X = {x1, ..., xn} i α(xi) = xi, i = 1, ..., n:

q x1�

	
- q x2�


	
- q x3�


	
- . . . q xn�


	
-

Na widmie algebry A+ generowanej przez A i rzut ST , operator T generuje uk lad
(X+, α+), gdzie X+ = {x1, ..., xn, y1, ..., yn} i α({xi, yi}) = xi, i = 1, ..., n:

q y1





�q x1
�

	
-

q y2





�q x2
�

	
-

q y3





�q x3
�

	
- . . .

q yn





�q xn
�

	
-

Wprost z Definicji 5.9 mamy, wie֒c

N (X,α) = n, N (X+, α+) = 1.

Warto tu wspomnieć, że dla dowolnego a = a1 ⊕ ... ⊕ an ∈ A widmo operatora aT
ma dok ladnie jedna֒ spójna֒ sk ladowa֒, a dok ladniej

σ(aT ) = {λ ∈ C : |λ| ¬ r(aT )}, gdzie r(aT ) = max
i=1,..,,n

|ai|.

Wage֒ a abstrakcyjnego ważonego operatora przesunie֒cia można rozważać jako
element różnych algebr wag i jak pokazuje Przyk lad 5.7, aby oszacowania z Wniosku
5.11 by ly sensowne, należy rozpatrywać odpowiednia֒ algebre֒.
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Przyk lad 5.13. Niech a be֒dzie, tak jak w Przyk ladzie 5.7, operatorem mnożenia
w przestrzeni E = ℓp(N), p ∈ [1,∞], rozpatrywanym jako abstrakcyjny operator
przesunie֒cia z waga֒ w algebrze operatorów diagonalnych A1 ∼= C(β(N). W ogólności
liczba sk ladowych zbioru |σ(a)| nie przekracza

N (β(N), id) = |β(N)| = 2ℵ0 .

Ale jeśli, na przyk lad, operator a mnoży przez cia֒g (1, 1
2
, 1
3
, ...), to możemy rozpatry-

wać go jako operator z waga֒ w algebrze A2 ∼= C(N) operatorów mnożenia przez cia֒gi
zbieżne, a wtedy liczba

N (N, id) = |N| = ℵ0
pokrywa sie֒ z ilościa֒ sk ladowych widma σ(a).

Uwagi do rozdzia lu 5

W przypadku, gdy T jest odwracalna֒ izometria֒ taka֒, że TAT−1 = A opis rzutu Riesza
odpowiadaja֒cego sk ladowej zbioru |σ(aT )| otrzyma l A. V. Lebedev w [Leb79], [Leb80],
gdzie skonstruowa l on również suriektywne przyporza֒dkowanie spójnych sk ladowych
zbioru |σ(aT )| spójnym sk ladowym M(α, V (a)) widma pewnej algebry A(α, V (a)) ⊂
A, patrz [AL94, Tw. 7.2, 7.7]. Wykazane w tym rozdziale Twierdzenie 5.1 jest uogól-
nieniem odpowiedniego rezultatu A. V. Lebedeva na przypadek rozpatrywanych przez
nas operatorów generuja֒cych (na ogó l) nieodwracalne uk lady dynamiczne. Istotnie zaś
różni sie֒ nasze podej́scie do szacowania ilości spójnych sk ladowych zbioru |σ(aT )|. W
Twierdzeniu 5.4 skonstruowalísmy bijekcje֒ mie֒dzy w spójnymi sk ladowymi |σ(aT )|,
a elementami {ωi}i∈I podzia lu przestrzeni X, co umożliwi lo nam w Twierdzeniu 5.6
opis zbioru |σ(aT )|.

W dowodzie Twierdzenia 5.10 opieralísmy sie֒ na rezultatach dotycza֒cych relacji
mie֒dzy zbiorami α-niezmienniczymi i α̃-niezmienniczymi otrzymanymi przez autora
w pracy [Kwa05’], por. uzupe lnienia C.





Rozdzia l 6

Widmo ważonych operatorów
przesunie֒cia w przestrzeni Hilberta

W tym rozdziale zakończymy pierwszy, istotny etap badań nad widmem abstrak-
cyjnych ważonych operatorów przesunie֒cia aT , a ∈ A. Mianowicie, przedstawimy
tu pe lny opis widma σ(aT ), przy za lożeniu, że operatory aT dzia laja֒ w przestrzeni
Hilberta, a uk lady dynamiczne przez nie generowane sa֒ topologicznie wolne. G lów-
nym narze֒dziem, którym be֒dziemy sie֒ pos lugiwać, oprócz rezultatów z poprzed-
nich rozdzia lów, jest Twierdzenie o Izomorfizmie. Twierdzenie to w zastosowaniu
do operatorów aT , a ∈ A, implikuje ko lowa֒ symetrie֒ widma σ(aT ) oraz równość
σ(aT ) = σess(aT ). Co wie֒cej, jak pokażemy na przedstawionych przyk ladach, w na-
turalnych sytuacjach widmo operatora aT jest spójne, a wie֒c jest ko lem lub pierście-
niem.

6.1 Uk lady topologicznie wolne i Twierdzenie o

Izomorfizmie

W tym rozdziale H be֒dzie przestrzenia֒ Hilberta, A ⊂ L(H) C∗-algebra֒, T ∈ L(H)
cze֒ściowa֒ izometria֒, a C∗(A, T ) be֒dzie oznaczać C∗-algebre֒ generowana֒ przez A i T .

Topologiczna wolność, z grubsza rzecz ujmuja֒c, jest w lasnościa֒ uk ladu (X,α) gwa-
rantuja֒ca֒, że wszystkie C∗-algebry postaci C∗(A, T ), gdzie T generuje na widmie A
ustalony uk lad dynamiczny (X,α), sa֒ parami izomorficzne. W lasność ta, nie tylko im-
plikuje, iż algebra C∗(A, T ) posiada pewne w lasności uniwersalne (jest izomorficzna z
algebra֒ kowariancji, por. uzupe lnienia), lecz również daje bardzo silne narze֒dzie do jej
badania. Przypomnijmy, iż w klasycznym przypadku, gdy α jest homeomorfizmem,
uk lad (X,α) nazywa sie֒ topologicznie wolnym, jeśli każdy zbiór punktów okresowych o
ustalonym okresie ma puste wne֒trze, patrz [Ant96], [AL94], [ELQ02], [Leb05]. Poniż-
sza definicja, wprowadzona przez autora w [Kwa05’, Definicja 5.12], jest uogólnieniem
tego poje֒cia na przypadek cze֒ściowych nieodwracalnych uk ladów dynamicznych.

Definicja 6.1. Niech (X,α) be֒dzie cze֒ściowym uk ladem dynamicznym i niech

Fn = {x ∈ ∆n : αn(x) = x} dla n ∈ N+.

115
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Uk lad (X,α) be֒dziemy nazywać topologicznie wolnym, jeśli dla każdego n ∈ N+, każdy
niepusty podzbiór otwarty U ⊂ Fn przecina niepusto pewien cykl

{x0, x1, ...xn−1} ⊂ Fn, α(xk) = xk+1 (mod n), k = 0, ..., n− 1,

dla którego istnieje uj́scie, to jest taki punkt y ∈ ∆1 \Fn, że α(y) ∈ {x0, x1, ...}, patrz
Rysunek 6.1.

q
y

q
x0

q
xn−1

q
x2

q
x1

����)- PPPPq

�

-

. . .
. . .

Rysunek 6.1: Poduk lad ({y, x0, ..., xn−1}, α) topologicznie wolnego uk ladu (X,α),
który istnieje dla każdego niepustego podzbioru otwartego U ⊂ Fn.

Naste֒puja֒ca֒ charakterystyke֒ topologicznej wolności wykorzystamy w dowodzie
Twierdzenia 8.6, por. też [ELQ02], [Leb05].

Lemat 6.2. Naste֒puja֒ce warunki sa֒ równoważne:

i) uk lad (X,α) jest topologicznie wolny

ii) dla każdego niepustego otwartego podzbioru U ⊂ X i liczby n > 0 istnieja֒: liczba
m ∈ N oraz niepusty otwarty podzbiór V ⊂ ∆m takie, że

αm(V ) ⊂ U, αm+k(V ∩∆m+k) ∩ V = ∅, k = 0, 1, ..., n− 1.

Ponadto, jeśli α jest różnowartościowe, to powyższe warunki sa֒ równoważne naste֒pu-
ja֒cemu

iii) dla każdego niepustego zbioru otwartego U i liczby n ∈ N istnieje otwarty nie-
pusty podzbiór V ⊂ U , taki, że zbiory αk(V ∩ ∆k), k = 0, ..., n − 1, sa֒ parami
roz la֒czne.

Dowód. i)⇒ ii). Jeśli U \ ⋃nk=1 Fk 6= ∅, to ii) zachodzi dla V = U \ ⋃nk=1 Fk oraz
m = 0. W przeciwnym razie U ⊂ ⋃n

k=1 Fk, a sta֒d Int (U ∩ Fk0) 6= ∅, dla pewnego
k0 = 1, ..., n. Z definicji topologicznej wolności istnieje oraz y ∈ ∆1 \ Fk0 taki, że
αm(y) ∈ Int (U ∩ Fk0) dla pewnego m = 1, ..., k0. Wystarczy teraz wybrać otwarte
otoczenie V ⊂ ∆m \ Fk0 punktu y takie, że αm(V ) ⊂ U ∩ Fk0 .
ii)⇒ i). Niech U ⊂ Fn be֒dzie niepustym zbiorem otwartym. Z za lożenia dla dowolnego
N > 0 istnieje m ∈ N oraz niepusty zbiór otwarty V ⊂ ∆m taki, że αm(V ) ⊂ U i
αm+k(V ∩∆m+k)∩V = ∅, dla k = 0, 1, ..., N−1. Biora֒c N wie֒ksze niż n otrzymujemy,
że V ∩ Fn = ∅ i w szczególności m > 0. Weźmy dowolny y0 ∈ V , oznaczmy xk :=
αm+k(y0), k = 0, ..., n − 1, i niech m0 = 0, ...,m − 1 be֒dzie najwie֒ksza֒ liczba֒ taka֒,
że αm0(y0) /∈ Fn. Wtedy punkty {x0, x1, ..., xn−1} ⊂ Fn tworza֒ cykl, który posiada

”
uj́scie” y := αm0(y0) ∈ ∆1 \ Fn. Sta֒d uk lad (X,α) jest topologicznie wolny.

iii)⇒ ii). Wystarczy po lożyć m = 0.
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i)⇒ iii). Z różnowartościowości α wynika, to każdy zbiór Fn ma puste wne֒trze. Zatem
dla każdego niepustego, otwartego zbioru U mamy U *

⋃n
k=1 Fk i k lada֒c V := U \⋃n

k=1 Fk otrzymujemy iii). �

Zwia֒zek mie֒dzy topologiczna֒ wolnościa֒ uk ladu (X,α) i jego naturalnego rozsze-
rzenia (X̃, α̃), który doprowadzi l autora w [Kwa05’] do Definicji 6.1, w obecnym nieco
szerszym uje֒ciu staje sie֒ bardziej subtelny. Dok ladniej, z [Kwa05’, Tw. 5.12] wynika,
że uk lad (X̃, α̃) jest topologicznie wolny wtedy i tylko wtedy, gdy topologicznie wolny
jest uk lad (X+, α+) opisany w Stwierdzeniu 1.26; natomiast w naszych rozważaniach
para (X+, α+) nie jest jednoznacznie wyznaczona przez (X,α) – zależy od zbioru Y .
Na przyk lad, niezależnie od wyj́sciowego cze֒ściowego uk ladu dynamicznego (X,α),
k lada֒c Y = X, uk lad (X+, α+) zawsze jest topologicznie wolny, por. Stwierdzenie
1.26. W ogólności możemy jedynie powiedzieć, co naste֒puje.

Stwierdzenie 6.3. Niech (X,α) be֒dzie uk ladem dynamicznym, Y ⊃ X \∆−1 zbiorem
domknie֒tym, a (X+, α+) uk ladem opisanym w Stwierdzeniu 1.26. Wtedy

i) jeśli uk lad (X,α) jest topologicznie wolny, to (X+, α+) jest topologicznie wolny,

ii) jeśli Y = X \∆−1 i uk lad (X+, α+) jest topologicznie wolny, to (X,α) jest
topologicznie wolny.

Dowód. Punkt i) jest oczywisty. By wykazać ii) za lóżmy, że Y = X \∆−1 i niech
(X+, α+) jest a (X,α) nie jest topologicznie wolny. Wtedy, istnieje otwarty niepusty
podzbiór U ⊂ Fn = {x ∈ ∆n : αn(x) = x} taki, że α−k(U) ⊂ Fn, dla k = 1, ..., n.
W szczególności zbiór V :=

⋃n−1
k=0 α

−k(U) jest otwarty oraz V = α−1(V ) = α(V ) ⊂
Fn ⊂ ∆−1. Na mocy topologicznej wolności uk ladu (X+, α+) istnieje y ∈ Y taki, że
α(y) ∈ V . Z konstrukcji V , mamy y ∈ V i zatem y ∈ V ∩ Y ⊂ ∆−1 ∩X \∆−1 leży
na brzegu zbioru ∆−1. Sta֒d, jako że V jest otwartym otoczeniem y, otrzymujemy
V \∆−1 6= ∅, co jest absurdem. �

Powyższe stwierdzenie oraz wspomniany wyżej rezultat [Kwa05’, Tw. 5.12] zasto-
sowany do uk ladu (X+, α+) daja֒

Twierdzenie 6.4. Naturalne rozszerzenie (X̃, α̃) cze֒ściowego uk ladu dynamicznego
(X,α), zwia֒zane ze zbiorem Y jest topologicznie wolne wtedy tylko wtedy, gdy uk lad
(X+, α+) jest topologicznie wolny. W szczególności

i) jeśli uk lad (X,α) jest topologicznie wolny, to (X̃, α̃) jest topologicznie wolny,

ii) jeśli Y = X \∆−1, to topologiczna wolność któregokolwiek z uk ladów (X,α),
(X+, α+), (X̃, α̃) implikuje topologiczna֒ wolność pozosta lych.

Poniżej przedstawione twierdzenie, w dalszej cze֒ści pracy, wielokrotnie pos luży
nam do badania w lasności spektralnych abstrakcyjnych operatorów przesunie֒cia z
waga֒. Twierdzenie to jest przeformu lowaniem Twierdzenia B.2 zamieszczonego w uzu-
pe lnieniach.

Twierdzenie 6.5 (Twierdzenie o Izomorfizmie). Niech (X,α) be֒dzie uk ladem
dynamicznym, Y ⊃ X \∆−1 zbiorem domknie֒tym takim, że uk lad (X+, α+) jest topo-
logicznie wolny. Jeśli dla i = 1, 2, Ai jest C∗-algebra֒ operatorów na przestrzeni Hil-
berta Hi, Ti ∈ L(Hi) jest cze֒ściowa izometria֒ i istnieje izomorfizm πi : C(X) → Ai
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taki, że

Tiπi(a)T
∗
i = πi(δ(a)), T ∗i Ti ∈ A′i

oraz

hull({a ∈ C(X) : T ∗i Tiπi(a) = πi(a)}) = Y,

gdzie δ : C(X) → C(X) jest endomorfizmem, którego odwzorowaniem dualnym jest
α, to przyporza֒dkowanie

T1 7→ T2, π1(a) 7→ π2(a), a ∈ C(X),

przed luża sie֒ do izomorfizmu C∗(A1, T1) ∼= C∗(A2, T2). W szczególności obie algebry
C∗(Ai, Ti), i = 1, 2, sa֒ kanonicznie izomorficzne z algebra֒ kowariancji C∗(X,α;Y ),
patrz Definicja A.4.

6.2 Spektralne konsekwencje Twierdzenia o Izo-

morfizmie

W tym podrozdziale, tak jak w poprzednim, ustalamy przestrzeń Hilberta H, C∗-
algebre֒ A ⊂ L(H) oraz cze֒ściowa֒ izometrie֒ T ∈ L(H) generuja֒ca֒ na widmie A
cze֒ściowy uk lad dynamiczny (X,α). Ponadto jako sta le za lożenie przyjmujemy tu, że

uk lad (X+, α+) jest topologicznie wolny,

gdzie (X+, α+) jest cze֒ściowym uk ladem dynamicznym generowanym przez T na wid-
mie algebry A+ = C∗(A, T ∗T ) = T ∗TA ⊕ (1 − T ∗T )A. W szczególności, powyższe
za lożenie jest automatycznie spe lnione jeśli uk lad (X,α) jest topologicznie wolny, por.
Stwierdzenie 6.3, i możemy stosować Twierdzenie o Izomorfizmie.

6.2.1 Niezmienniczość widma ze wzgle֒du na obroty

Pierwszym zastosowaniem Twierdzenia o Izomorfizmie jest

Twierdzenie 6.6. Niech V ∈ A′ be֒dzie cze֒ściowa֒ izometria֒ taka, że TT ∗ ¬ V V ∗

ora V ∗V . Wtedy odwozorowanie

ΛV (T ) = V T, ΛV (a) = a, a ∈ A,

przed luża sie֒ do izomorfizmu z C∗(A, T ) na C∗(A, V T ). W szczególności

i) operator
∑N
n,m=0 T

∗man,mT
n, gdzie an,m ∈ A, jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,

gdy odwracalny jest operator
∑N
n,m=0 λ

n−mT ∗man,mT
n, dla każdego λ ∈ S1,

ii) dla każdego b ∈ B = span{⋃n∈N T
∗nAT n} widmo σ(bT ) operatora bT jest nie-

zmiennicze ze wzgle֒du na obroty wokó l zera.
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Dowód. Z jednej strony, skoro (V T )a(V T )∗ = V TaT ∗V ∗ = TaT ∗V V ∗ = TaT ∗,
to operator V T generuje na A ten sam endomorfizm, co operator T . Z drugiej storny
mamy (V T )∗(V T ) = T ∗V ∗V T = T ∗V ∗V TT ∗T = T ∗T . Zatem na mocy Twierdzenia
6.5, Λ przed luża sie֒ do izomorfizmu. Biora֒c V = λ1 gdzie λ ∈ S1 otrzymujemy
podpunkt i). Podpunkt ii) wynika sta֒d, że operator λ − bT = λ(1 − λ−1bT ) jest
odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy odwracalny jest element 1− bT . �

Powyżej wykazana֒ niezmienniczość widma σ(aT ) ze wzgle֒du na obroty można
również otrzymać przy s labszych za lożeniach, stosuja֒c np. Twierdzenie B.3, patrz
Wniosek A.8. Jednakże poniższe rezultaty wyjaśniaja֒ce, typowe dla operatorów wa-
żonego przesunie֒cia zjawisko koincydencji widma σ(aT ) z widmem istotnym σess(aT ),
por. [Ant96], [AL94], korzystaja֒ z Twierdzenia o Izomorfizmie w jego pe lnej mocy.

6.2.2 Koincydencja widma z widmem istotnym

Przypomnijmy, iż widmem istotnym σess(b) ograniczonego operatora liniowego b w
przestrzeni Banacha nazywamy zbiór tych wartości λ ∈ C, dla których operator b−λ1
nie jest operatorem Fredholma. Aby wyjaśnić zwia֒zek mie֒dzy widmem oraz widmem
istotnym w obecnie rozważanej sytuacji oznaczmy przez K oznacza idea l operatorów
zwartych w C∗-algebrze L(H) i przywo lajmy znany fakt, patrz np. [Ant96, Twierdze-
nie 8.3], który mówi, że dla dowolnej C∗-algebry D ⊂ L(H) naste֒puja֒ce w lasności sa֒
równoważne

a) każdy operator Fredholma w D jest odwracalny,

b) D ∩ K = {0}.

Okazuje sie֒, że algebra C∗(A, T ) spe lnia równoważne warunki a), b), wtedy i tylko
wtedy, gdy spe lnia je algebra A+ = C∗(A, T ∗T ).

Twierdzenie 6.7. Jeśli A+ ∩ K = {0}, to C∗(A, T ) ∩ K = {0} i w szczególności

σ(b) = σess(b), b ∈ C∗(A, T ).

Dowód. Rozważmy odwzorowanie ilorazowe q : C∗(A, T ) → C∗(A, T )/K. Skoro
A+ ∩ K = ∅, to q : A+ → q(A+) jest izomorfizmem. W szczególności

{a ∈ A : T ∗Ta = a} = {a ∈ A : q(T )∗q(T )q(a) = q(a)}

i dla każdego a ∈ A mamy

q(T )q(a)q(T ∗) = q(TaT ∗) = q(δ(a)).

Sta֒d oraz z Twierdzenia 6.5 (rozpatruja֒c C∗(A, T )/K jako algebre֒ operatorów na
pewnej przestrzeni Hilberta) otrzymujemy, iż q jest izomorfizmem, co kończy dowód
twierdzenia. �

Uwaga 6.8. Przy s labszym za lożeniu A ∩ K = {0} powyższe twierdzenie przestaje
być prawdziwe. Na przyk lad dla klasycznego operatora przesunie֒cia TN w przestrzeni
H = ℓ2(N) (Przyk lad 1.13) i algebry A = {λ1 : λ ∈ C} ⊂ L(H), operator TN generuje
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na widmie A+ uk lad topologicznie wolny, por. Przyk lad 3.20, oraz A ∩ K = {0}.
Natomiast, znanym faktem jest i nie nietrudno sprawdzić, że

σ(TN) = D
2 6= σess(TN) = S

1.

Teza Twierdzenia 6.7 tu nie zachodzi, bowiem A+ ∩ K 6= {0}, A+ zawiera np. rzut
1− T ∗

N
TN na podprzestrzeń jednowymiarowa֒.

Jako wniosek z Twierdzenia 6.7 oraz faktu, że widmo przemiennej C∗-podalgebry
L(H) zawieraja֒cej niezerowe operatory zwarte, musi posiadać punkty izolowane (patrz
np. [AL94, Stw. 14.6]) otrzymujemy

Twierdzenie 6.9. Jeśli przestrzeń X+ nie posiada punktów izolowanych, to

σ(b) = σess(b), b ∈ C∗(A, T ).

Przypomnijmy, por. Stwierdzenie 1.26, że X+ = Y ⊔∆−1, gdzie Y jest domknie֒tym
podzbiorem X zawieraja֒cym X\∆−1. Oczywíscie przestrzeń X+ nie posiada punktów
izolowanych wtedy i tylko wtedy, gdy żaden ze sk ladników prostych Y , ∆−1 takowych
punktów nie posiada. Natomiast, jeśli (X,α) jest dowolnym cze֒ściowym uk ladem
dynamicznym takim, że wne֒trze ∆−1 nie jest puste, to zawsze istnieje domknie֒ty
podzbiór Y ⊂ X zawieraja֒cy X \ ∆−1 i posiadaja֒cy punkt izolowany: np. Y =
X \∆−1 ∪ {x0}, gdzie x0 ∈ Int (∆−1).

Kolejna֒ wersje֒ Twierdzenia 6.7 można otrzymać w przypadku, gdy H = L2µ(Ω),
dla pewnej przestrzeni z miara֒ (Ω,Σ, µ). Wiadomo bowiem [Ant96, Tw. 8.4], że al-
gebra operatorów mnożenia przez funkcje z L∞µ (Ω) na przestrzeni L2µ(Ω) nie zawiera
niezerowych operatorów zwartych wtedy i tylko wtedy, gdy µ jest miara֒ bez atomowa֒.

Stwierdzenie 6.10. Jeśli H = L2µ(Ω), gdzie µ jest miara֒ bezatomowa֒, A ⊂ L(H)
sk lada sie֒ operatorów mnożenia i T ∗T jest operatorem mnożenia, to

σ(b) = σess(b), b ∈ C∗(A, T ).

Dowód. Jako że algebra A+ = C∗(A, T ∗T ) sk lada sie֒ z operatorów mnożenia,
wystarczy zastosować [Ant96, Tw. 8.4] oraz Twierdzenie 6.7. �

6.3 Widmo ważonych operatorów przesunie֒cia na

przestrzeni Hilberta

W rozdziale 5, w Twierdzeniu 5.6, dla ważonych operatorów przesunie֒cia aT , a ∈ A,
uzyskalísmy opis zbioru |σ(aT )|. Rezultat ten oraz wyniki poprzedniego paragrafu po-
zwalaja֒ otrzymać pe lny opis widma σ(aT ) dla operatorów dzia laja֒cych na przestrzeni
Hilberta i generuja֒cych uk lady topologicznie wolne.

Twierdzenie 6.11 (Opis widma σ(bT ), b ∈ B). Niech aT be֒dzie abstrakcyjnym
operatorem przesunie֒cia na przestrzeni Hilberta H z waga֒ w C∗-algebrze A. Niech
(X,α) oraz (X+, α+) be֒da֒ uk ladami generowanym przez T odpowiednio na widmie A
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oraz widmie A+ = C∗(A, T ∗T ) i niech (X+, α+) be֒dzie uk ladem topologicznie wolnym.
Dla każdego elementu b ∈ B = span{⋃∞n=0 T ∗nAT n} widmo

σ(bT ) =
⋃

i∈I
Pi,

jest suma֒ roz la֒cznych pierścieni Pi = {λ ∈ C : r−i ¬ |λ| ¬ r+i }, i ∈ I \ {0}, a
gdy operator bT jest nieodwracalny także, dysku P0 = {λ ∈ C : |λ| ¬ r+0 }, których
promienie dane sa֒ naste֒puja֒cymi wzorami:

i) jeśli b jest postaci b = a0 + T
∗a1T + ... + T

∗nanT
n, ak ∈ A, to istnieje podzia l

{ωi}i∈I przestrzeni X na domknie֒te α-niezmiennicze zbiory, taki, że ωi ⊂ ∆∞,
dla i ∈ I \ {0}, a dla i ∈ I mamy

r−i = min
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |
n∑

k=0

âk(α
n−k(x))| dµ,

r+i = max
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |
n∑

k=0

âk(α
n−k(x))| dµ.

W szczególności jeśli b = a ∈ A, to

r−i = min
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |â(x)| dµ, r+i = max
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |â(x)| dµ.

ii) dla dowolnego b, jeśli (X̃, α̃) jest cze֒ściowym uk ladem dynamicznym generowa-
nym przez T na widmie algebry B, to istnieje podzia l {ω̃i}i∈I przestrzeni X̃ na
domknie֒te α̃-niezmiennicze zbiory, taki, że dla i ∈ I \ {0} mamy ω̃i ⊂ ∆̃∞, a
dla i ∈ I

r−i = min
µ∈Erg(ω̃i,α̃)

exp
∫

ω̃i

ln |b̂(x̃)|, r+i = max
µ∈Erg(ω̃i,α̃)

exp
∫

ω̃i

ln |b̂(x̃)| dµ.

Jeśli dodatkowo X+ nie posiada punktów izolowanych, to widmo σ(bT ) pokrywa sie֒ z
widmem istotnym σess(bT ):

σ(bT ) = σess(bT ).

Dowód. Pierwsza cze֒ść tezy oraz uwaga o widmie istotnym wynikaja֒ z Twierdzeń
6.6 oraz 6.9. Stosuja֒c Twierdzenie 5.6 do algebry B otrzymujemy podpunkt ii). Jeśli
b = a0 + T

∗a1T + ...+ T
∗nanT

n, to dla x̃ = (x0, ...) ∈ X̃ oraz x ∈ ∆n mamy

b̂(x̃) = b̂(x0, ..., xn), gdzie b̂(αn(x), ...α(x), x) =
n∑

k=0

âk(α
n−k(x)),

patrz Twierdzenie 4.7. W świetle Twierdzenia 5.10 podzia lowi {ω̃i}i∈I z podpunktu
ii) odpowiada podzia l {ωi}i∈I przestrzeni X taki, że Φ(ω̃i) = ωi. Sta֒d dla ω̃i ⊂ ∆̃∞ i
każdej miary µ̃ ∈ Erg(ω̃i, α̃) mamy

∫

ω̃i

b̃(x̃) dµ̃ =
∫

ω̃i

b̃(α̃n(x̃)) dµ̃ =
∫

ω̃i

b̂
(
αn(Φ(x̃)), ...α(Φ(x̃)),Φ(x̃)

)
dµ̃
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=
∫

ω̃i

n∑

k=0

âk
(
αn−k(Φ(x̃))

)
dµ̃ =

∫

ωi

n∑

k=0

âk
(
αn−k(x)

)
dµ,

gdzie µ ∈ Erg(ωi, α) jest miara֒ taka֒, że µ(ω) = µ̃(Φ−1(ω)). Co wie֒cej relacja mie֒dzy
µ̃ oraz µ ustanawia bijekcje֒ mie֒dzy zbiorami Erg(ω̃i, α̃) oraz Erg(ωi, α) (Twierdzenie
4.9). Zatem dla i 6= 0 wzory z podpunktu ii) można zasta֒pić tymi z podpunktu i). Dla
i = 0 wystarczy powtórzyć powyższe rozumowanie dla zbiorów ω̃0 ∩ ∆̃∞ i ω0 ∩∆∞,
por. Stwierdzenie 4.4. �

Pewna֒ trudność w zastosowaniu w laśnie wykazanego twierdzenia może sprawić
wyznaczenie niezmienniczych podzbiorów odpowiadaja֒cych sk ladowym widma, por.
Twierdzenie 5.4. Przeszkoda ta znika w naste֒puja֒cych przypadkach.

Twierdzenie 6.12 (Spójność widma). Jeśli przy za lożeniach Twierdzenia 6.11
spe lniony dodatkowo jest jeden z warunków

a) przestrzeń X nie zawiera w laściwych domknie֒to-otwartych podzbiorów α-nie-
zmienniczych,

b) podzbiór ∆∞ ma puste wne֒trze,

to dla każdego b ∈ B = span{⋃∞n=0 T ∗nAT n} widmo σ(bT ) operatora bT jest spójne,
czyli jest dyskiem lub pierścieniem:

σ(bT ) =




{λ ∈ C : r− ¬ |λ| ¬ r+}, gdy b oraz T sa֒ odwracalne,

{λ ∈ C : |λ| ¬ r+}, gdy b lub T nie jest odwracalne.

Dowód. Przy za lożeniu a) teza wynika z Twierdzenia 5.8, patrz też Stwierdzenie
5.5. Z za lożenia b) oraz sta֒d, że X \∆∞ ⊂ ω0 otrzymujmey ω0 = X, por. Twierdzenie
5.10. �

Za lożenia powyższego twierdzenia sa֒ na tyle naturalne, że spe lnione sa֒ we wszyst-
kich przyk ladach rozpatrywanych w podrozdziale 4.2.

Przyk lad 6.13 (Operatory generuja֒ce shifty pe lne). Niech T2 ∈ L(E) be֒dzie
operatorem generuja֒cym jednostronny shift pe lny (ΣN , σN), N > 1, na widmie al-
gebry A ⊂ L(E) dzia laja֒cym na przestrzeni Hilberta E = L2η(R+), zdefiniowanym
w podrozdziale 3.4.1, por. Przyk lad 4.10. Operator T2 jest unitarny. Uk lad (ΣN , σN)
jest topologicznie wolny, a przestrzeń ΣN nie zawiera punktów izolowanych, ani w la-
ściwych domknie֒to-otwartych podzbiorów σN -niezmienniczych. Zatem dla każdego
b ∈ B = span{⋃∞n=0 T ∗n2 AT n2 } mamy

σ(bT2) = σess(bT2)

i zbiór ten jest ko lem lub pierścieniem.
I. Jeśli b jest postaci b = a0 + T

∗a1T + ...+ T
∗nanT

n, ak ∈ A, to

σ(bT2) =




{λ ∈ C : |λ| ¬ r+}, gdy

∑n
k=0 âk(α

n−k(x)) = 0 dla pewnego x,

{λ ∈ C : r− ¬ |λ| ¬ r+}, gdy
∑n
k=0 âk(α

n−k(x)) 6= 0 dla każdego x,
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gdzie

r− = min
µ∈Erg(ΣN ,σN )

exp
∫

ΣN
ln |

n∑

k=0

âk(α
n−k(x))| dµ,

r+ = max
µ∈Erg(ΣN ,σN )

exp
∫

ΣN
ln |

n∑

k=0

âk(α
n−k(x))| dµ.

II. Dla dowolnego b ∈ B mamy

σ(bT2) =




{λ ∈ C : |λ| ¬ r+} gdy b̂(x̃) = 0 dla pewnego x̃ ∈ ΣN ,
{λ ∈ C : r− ¬ |λ| ¬ r+} gdy b̂(x̃) 6= 0 dla każdego x̃ ∈ ΣN

gdzie (ΣN , σN) jest dwustronnym shiftem pe lnym i

r− = min
µ∈Erg(ΣN ,σN )

exp
∫

ΣN
ln |b̂(x̃)| dµ, r+ = max

µ∈Erg(ΣN ,σN )
exp

∫

ΣN
ln |b̂(x̃)| dµ.

Formu ly wariacyjne powyższego typu zosta ly omówione w Przyk ladzie 4.10.

Przyk lad 6.14 (Operatory generuja֒ce odwzorowania zN). NiechA ⊂ L(L2(R))
be֒dzie algebra֒, a T2 ⊂ L(L2(R)) operatorem unitarnym zdefiniowanym w podroz-
dziale 3.2. Operator T2 generuje na widmie A topologicznie wolny uk lad (S1, α),
gdzie α(z) = zN , N > 1. Spójność okre֒gu S1 implikuje spójność oraz równość widm
σ(bT2) = σess(bT2), dla b ∈ B = span{⋃∞n=0 T−n2 AT n2 }.

I. Jeśli b jest postaci b = a0 + T
∗
2 a1T2 + ...+ T

∗n
2 anT

n
2 , ak ∈ A, to

σ(bT2) =




{λ ∈ C : |λ| ¬ r+}, gdy

∑n
k=0 âk(α

n−k(x)) = 0 dla pewnego x,

{λ ∈ C : r− ¬ |λ| ¬ r+}, gdy
∑n
k=0 âk(α

n−k(x)) 6= 0 dla każdego x

gdzie

r− = min
µ∈Erg(S1,α)

exp
∫

S1
ln |

n∑

k=0

âk(α
n−k(x))| dµ,

r+ = max
µ∈Erg(S1,α)

exp
∫

S1
ln |

n∑

k=0

âk(α
n−k(x))| dµ.

W szczególności, widmo σ(bT2) = σess(bT2) zawiera okra֒g o środku w zerze i promieniu
exp

∫
S1 ln |

∑n
k=0 âk(α

n−k(x))| dm, gdzie m jest unormowana֒ miara֒ Lebesgue’a na S1,
patrz Przyk lad 4.11.

II. Dla dowolnego b ∈ B mamy

σ(bT2) =




{λ ∈ C : |λ| ¬ r+} gdy b̂(x̃) = 0 dla pewnego x̃ ∈ ΣN ,
{λ ∈ C : r− ¬ |λ| ¬ r+} gdy b̂(x̃) 6= 0 dla każdego x̃ ∈ ΣN

gdzie (S, F ) jest N -adycznym solenoidem, patrz Podrozdzia l 3.2, i

r− = min
µ∈Erg(S,F )

exp
∫

S
ln |b̂(x)| dµ, r+ = max

µ∈Erg(S,F )
exp

∫

S
ln |b̂(x)| dµ.

W szczególności, widmo σ(bT2) = σess(bT2) zawiera okra֒g o środku w zerze i pro-
mieniu exp

∫
S ln |b̂(x̃)| dm̃, gdzie m̃ jest naturalna֒ miara֒ na solenoidzie S opisana֒ w

Przyk ladzie 4.11.
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Przyk lad 6.15 (Operatory generuja֒ce odwzorowania logistyczne). NiechA ⊂
L(L2(R)) oraz Tλ ∈ L(L2(R)), λ ∈ (0, 1] be֒da֒ takie jak w podrozdziale 2.1. Uk lad
([0, 1], αλ), λ ∈ (0, 1] jest topologicznie wolny i przestrzeń

X+ =




[0, 1] ⊔ [λ, 1] dla λ < 1,

[0, 1] dla λ = 1,

por. Stwierdzenie 2.1, nie posiada punktów izolowanych. Dla λ < 1 operator Tλ jest
nieodwracalny i dla b ∈ Bλ = span{

⋃∞
n=0 T

∗n
λ AT nλ } mamy

σ(bTλ) = σess(bTλ) = {λ ∈ C : |λ| ¬ r(bTλ)},

gdzie promień r(bTλ) omówiony zosta l w Przyk ladzie 4.12. Natomiast gdy λ = 1
operator T1 jest odwracalny i

σ(bT1) = σess(bT1) =




{λ ∈ C : r− ¬ |λ| ¬ r+}, gdy waga b jest odwracalna,

{λ ∈ C : |λ| ¬ r+}, gdy waga b jest nieodwracalna.

Promienie r−, r+ dane sa֒ przez odpowiednie zasady wariacyjne na odcinku [0, 1] lub
B-J-K continuum X̃1, por. Przyk lad 4.12. W szczególności, jeśli b = a0 + T

∗
1 a1T1 +

...+ T ∗n1 anT
n
1 , ak ∈ A, to zachodzi inkluzja



λ ∈ C : |λ| = exp

∫ 1

0

ln |∑nk=0 âk(αn−k(x))|
π
√
x(1− x)

dx



 ⊂ σ(bT1) = σess(bT1),

a dla dowolnego b ∈ B mamy


λ ∈ C : |λ| = exp

∫

X̃1

ln |b̂(x̃)|
π
√
Φ(x̃)(1− Φ(x̃))

dm̃



 ⊂ σ(bT1) = σess(bT1),

gdzie m̃ jest naturalna֒ miara֒ na B-J-K continuum X̃1 opisana֒ w Przyk ladzie 4.12.

W poniższym przyk ladzie pokażemy jak, dobrze znana֒ postać widma klasycznego
operatora przesunie֒cia z waga֒, por. [Hal82, Problemy 82, 91], można otrzymać stosu-
ja֒c Twierdzenie 6.11.

Przyk lad 6.16 (Klasyczne operatory przesunie֒cia z waga֒). Niech aTN be֒-
dzie klasycznym operatorem przesunie֒cia z waga֒ a ∈ A, dzia laja֒cym w przestrzeni
Hilberta ℓ2(N), por. Przyk lady 1.20. Operator TN jest nieodwracalny i generuje na
widmie algebry A topologicznie wolny uk lad (β(N), α), por. Przyk lad 3.3. Mimo, że
przestrzeń β(N) zawiera w laściwe domknie֒to-otwarte podzbiory, to Twierdzenie 6.12
pozostaje w mocy, gdyż zbiór ∆∞ = β(N) \N ma puste wne֒trze, por. Przyk lad 4.13.
Zatem dla a ∈ A mamy

σ(aTN) =



λ ∈ C : |λ| ¬ lim

n→∞ supk∈N

n

√√√√
n−1∏

i=0

|a(k + i)|


 ,

gdyż r(aTN) = limn→∞ supk∈N

n

√∏n−1
i=0 |a(k + i)|, patrz Przyk lad 4.13.
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Przyk lad 6.17 (Operatory generuja֒ce homeomorfizmy okre֒gu). Niech T2 ∈
L(L2(R+ ∪ {0})) i A ⊂ L(L2(R+ ∪ {0})) be֒da֒ obiektami rozważanymi w Przyk ladzie
4.14, Stwierdzeniu 3.25 i paragrafie 3.5.2. Operator T2 jest nieodwracalnym ważonym
operatorem z lożenia z rosna֒cym odwzorowaniem γ : R+∪{0} → R+∪{0} spe lniaja֒ca֒
warunki

γ(t+ 1) = γ(t) + 1, γ(0) > 0,

a A sk lada sie֒ z operatorów mnożenia przez okresowe funkcje cia֒g le o okresie 1. Ko-
izometria T2 generuje na widmie A ∼= C(S1) zachowuja֒cy orientacje֒ homeomorfizm
α : S1 → S1.
Jeśli liczba obrotu τ(α) jest niewymierna to uk lad (S1, α) jest topologicznie wolny, na-
tomiast jeśli τ(α) = m

n
, to uk lad (S1, α) jest topologicznie wolny wtedy i tylko wtedy,

gdy zbiór Ω(α) punktów okresowych o okresie n ma puste wne֒trze, por. Twierdze-
nie 3.27. Niezależnie jednak od liczby obrotu τ(α) uk lad (X+, α+) generowany przez
operator T2 na widmie algebry A+ = T ∗2 T2A⊕ (1− T ∗2 T2)A jest zawsze topologicznie
wolny. Rzeczywíscie X+ możemy traktować jako sume֒ prosta֒ okre֒gu S1 oraz  luku Y
 la֒cza֒cego punkty 1 i α(1), patrz Stwierdzenia 1.26, 3.25. Każda orbita α+-okresowa
musi przecinać  luk  la֒cza֒cy α(1) z α2(1) na okre֒gu S1, a zatem posiada uj́scie leża֒ce
na  luku Y , patrz Definicja 6.1. W szczególności przestrzeń X+ nie posiada punktów
izolowanych i na mocy Twierdzenia 6.11, dla b ∈ B = span{⋃∞n=0 T ∗n2 AT n2 }, mamy

σ(bT2) = σess(bT2) = {λ ∈ C : |λ| ¬ r(bT2)}, (6.1)

gdzie promień r(bT2) zosta l omówiony w Przyk ladzie 4.14.

Przyk lad 6.18 (Operatory generuja֒ce przesunie֒cia na torusie). Niech T :
L2(Rd+) → L2(Rd+) be֒dzie operatorem przesunie֒cia (Tf)(t) = f(t + h), gdzie h =
(h1, ..., hN ) ∈ Rd+, i niech A ⊂ L(L2(Rd+)) be֒dzie algebra֒ operatorów mnożenia przez
cia֒g le funkcje o okresach ei, i = 1, ..., d, por. paragraf 3.5.3 i przyk lad 4.15. Operator
T generuje na widmie algebry A uk lad (Td, α), gdzie α : Td → Td jest przesunie֒ciem
na torusie Td o wektor h. Uk lad (Td, α) jest topologicznie wolny wtedy i tylko wtedy,
gdy co najmniej jedna wspó lrze֒dna hi wektora h jest niewymierna. Natomiast uk lad
(X+, α+) generowany przez T na widmie algebry A+ = T ∗TA ⊕ (1 − T ∗T )A jest
zawsze topologicznie wolny. Rzeczywíscie przestrzeń X+ możemy traktować jako sume֒
prosta֒ torusa Td oraz zbioru Y = Td\(h1, 1)×(h2, 1)× ...×(hd, 1) (torusa z wycie֒tym

”
oknem”), por. Stwierdzenia 1.26, 3.31. Nietrudno wtedy sprawdzić, że niezależnie od

postaci wektora h istnieje liczba N ∈ N taka, że

N⋃

n=1

αn+(Y ) = Td.

Sta֒d każda orbita okresowa na X+ = Td⊔Y posiada uj́scie leża֒ce w Y , por. Definicja
6.1. Zatem skoro X+ = Td ⊔ Y nie posiada punktów izolowanych, to dla każdego
b ∈ B = span{⋃∞n=0 T ∗nAT n}, mamy

σ(bT ) = σess(bT ) = {λ ∈ C : |λ| ¬ r(bT )},

gdzie promień spektralny r(bT ) zosta l omówiony w Przyk ladzie 4.15.
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Uwagi do rozdzia lu 6

W rozdziale 5 opisalísmy rzut Riesza odpowiadaja֒cy sk ladowej zbioru |σ(aT )| (Twier-
dzenie 5.1). Ten wynik oraz zasady wariacyjne otrzymane w rozdziale 4 daja֒ nadzieje֒
na pe lny opis widma σ(aT ) przy za lożeniu, że znajdziemy warunki, przy których
widmo operatora aT jest niezmiennicze ze wzgle֒du na obroty wokó l zera. W obecnym
rozdziale 6 wyznaczylísmy taki warunek – jest nim topologiczna wolność generowanego
uk ladu dynamicznego. Dzie֒ki temu otrzymalísmy kompletny opis widma w przypadku
operatorów dzia laja֒cych w przestrzeni Hilberta.

Poje֒cie topologicznej wolności dla odwracalnych uk ladów dynamicznych, w zwia֒zku
z generowanymi przez nie C∗-algebrami, ma d luga֒ historie֒, pojawia lo sie֒ w różnych
pracach i nierozerwalnie  la֒czy sie֒ z twierdzeniami typu Twierdzenie 6.5, zwanymi
Twierdzeniami o Izomorfizmie. Szczegó lowe uwagi na ten temat czytelnik znajdzie
w monografiach [AL94], [Ant96]. Dotychczasowe nieliczne próby uogólnienia topo-
logicznej wolności na przypadek C∗-algebr zwia֒zanych z nieodwracalnymi uk ladami
dynamicznymi posiadaja֒ zastosowanie w stosunku do innych algebr, niż rozważane
w obecnej pracy, por. [EV06]. Przytoczona tutaj Definicja 6.1 zosta la wprowadzona
przez autora w [Kwa05’] i jest ona wynikiem analizy zwia֒zku mie֒dzy uk ladami (X,α),
(X̃, α̃), por. dyskusja na stronie 117. Definicja 6.1 jest blisko zwia֒zana z warunkiem,
który implikuje twierdzenia ustanawiaja֒ce izomorfizmy C∗-algebr zwia֒zanych z gra-
fami (w szczególności algebr Cuntza-Kriegera), a który mówi, że każdy cykl w grafie
posiada uj́scie, por. [Kwa05’, Strona 755], [KL07”].

Zarówno ko lowa֒ symetrie֒ widma jak i zwia֒zek odwracalności z warunkami Fre-
dholma dla ważonych operatorów kompozycji zauważy lo i za pomoca֒ różnych metod
bada lo wielu autorów, patrz np. [Par65], [Nor68], [Rid73], [Leb79], [Leb80], [Kum80],
[SV87], [SD88]. Pierwszym systematycznym opracowaniem podej́scia opartego na teo-
rii C∗-algebr, wyjaśniaja֒cego ogólna֒ nature֒ wyżej wspomnianych zjawisk, jest roz-
prawa doktorska [Leb80], gdzie m. in. wykazano Twierdzenie o Izomorfizmie w przy-
padku, gdy α : X → X jest topologicznie wolnym homeomorfizmem, por. [AL94, Wn.
12.17], [Ant96, Tw. 7.1]. Dla operatorów rozpatrywanych w obecnej pracy Twier-
dzenie 6.5 (w nieco innej, lecz równoważnej formie) wykaza l autor w [Kwa05’], por.
uzupe lnienia B. Na bazie tego twierdzenia oraz rezultatów z rozdzia lów 4 i 5 uda lo
sie֒ nam uzyskać pe lny opis widma σ(aT ) (Twierdzenie 6.11).

Do zjawiska spójności widma rozważanych operatorów wrócimy jeszcze w rozdziale
9, patrz uwagi do rozdzia lu 9.



Rozdzia l 7

Odwracalność operatorów w
algebrach generowanych przez
ważone operatory przesunie֒cia w
przestrzeniach Hilberta.

W poprzednim rozdziale analiza C∗-algebry C∗(A, T ) generowanej przez operatory
aT , a ∈ A, dzia laja֒ce w przestrzeni Hilberta, doprowadzi la nas do opisu widma
tychże operatorów. Jest to technika, która nie przenosi sie֒ wprost na operatory w
przestrzeniach Banacha i dlatego, pocza֒wszy od tego rozdzia lu, przechodzimy do ko-
lejnego (drugiego i zarazem końcowego) etapu naszych badań. W rozdzia lach 7 – 9
skonstruujemy

”
most”, który pos luży nam jako przej́scie od zbadanej już sytuacji w

przestrzeniach Hilberta do sytuacji w przestrzeniach Lp. Pozwoli to m. in. otrzymać
pe lny opis widma konkretnych ważonych operatorów przesunie֒cia aTp w przestrze-
niach Lp, 1 ¬ p ¬ ∞. Mianowicie, w naste֒puja֒cych rozdzia lach, udowodnimy, że
możliwe jest sprowadzenie opisu widma σ(aTp) do takiegoż zagadnienia dla operato-
rów aT2 dzia laja֒cych w przestrzeniach Hilberta L2 (Twierdzenie 9.1). Wyżej wymie-
nione rezultaty potrzebuja֒ jednak znacznego rozbudowania stosowanego aparatu, a w
szczególności wymagaja֒ dok ladniejszej analizy odwracalności elementów C∗-algebry
C∗(A, T ), co jest celem obecnego rozdzia lu.

W niniejszym rozdziale rozważać be֒dziemy uniwersalna֒ algebre֒ typu C∗(A, T ),
która֒ oznaczać be֒dziemy przez C∗(X,α;Y ) (algebra ta jest bliżej opisana w uzu-
pe lnieniach). Po pierwsze zbadamy nieprzywiedlne reprezentacje dyskretne algebry
C∗(X,α;Y ), pokazuja֒c m. in. ich zwia֒zek z orbitami rozszerzonego uk ladu dynamicz-
nego (X̃, α̃). Dzie֒ki temu (poprzez tzw. dyskretyzacje֒) otrzymamy warunki konieczne i
dostateczne odwracalności elementów algebry C∗(X,α;Y ). Po drugie wykażemy nowa֒
wersje֒ Twierdzenia Wienera dla algebry C∗(X,α;Y ), co dostarczy nam informacji na
temat postaci operatorów odwrotnych do odwracalnych elementów C∗(X,α;Y ). Z
otrzymanych wyników be֒dziemy korzystać w rozdziale 8.
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7.1 Algebra kowariancji C∗(X,α;Y )

W ca lym obecnym rozdziale zak ladać be֒dziemy, że A jest przemienna֒ C∗-algebra֒, a
T jest cze֒ściowa֒ izometria֒ taka֒, że zachodza֒ relacje

TAT∗ ⊂ A, T∗T ∈ A′

oraz dla wszystkich ak ∈ B, k = 0,±1,±2, ...,±N , gdzie B = span {⋃∞n=0T∗nATn},
zachodzi nierówność postaci

‖a0‖ ¬
∥∥∥∥∥
N∑

k=1

a−kT
∗k +

N∑

k=0

akT
k

∥∥∥∥∥ . (7.1)

Wtedy (na mocy Twierdzenia B.3; uzupe lnienia) C∗-algebra C∗(A,T) generowana
przez A i T z dok ladnościa֒ do kanonicznego izomorfizmu jest jednoznacznie wyzna-
czona przez trójke֒ (X,α;Y ), gdzie (X,α) jest cze֒ściowym uk ladem dynamicznym, a
Y jest domknie֒tym podzbiorem X zawieraja֒cym X \ ∆−1 be֒da֒cym otoczka֒ idea lu
J = {a ∈ A : T∗Ta = a}. Przyjmiemy oznaczenie

C∗(X,α;Y ) := C∗(A,T)

i algebre֒ C∗(X,α;Y ) be֒dziemy nazywać (wzgle֒dna֒) algebra֒ kowariancji cze֒ściowego
uk ladu dynamicznego wzgle֒dem zbioru Y (por. Definicja A.4). Przyjmować tu także
be֒dziemy utożsamienia

A = C(X) oraz B = C(X̃),

gdzie X̃ jest przestrzenia֒ opisana֒ w Twierdzeniu 1.28.
Wspomnijmy, że dla każdej trójki (X,α;Y ) o wyżej wspomnianych w lasnościach ist-
nieje algebra C∗(X,α;Y ) (por. Twierdzenie A.3) oraz dowolna C∗-algebra postaci
C∗(A, T ), gdzie T jest operatorem generuja֒cym na A lub A+ = T ∗TA ⊕ A(1 −
T ∗T ) uk lad topologicznie dowolny jest automatycznie pewna֒ algebra֒ kowariancji, por.
Twierdzenie 6.5.

7.2 Klasyfikacja orbit i reprezentacje dyskretne al-

gebry C∗(X,α;Y )

Niech (X̃, α̃) be֒dzie naturalnym rozszerzeniem (X,α) zwia֒zanym ze zbiorem Y (De-
finicja 1.32). Każdej orbicie uk ladu (X̃, α̃) przyporza֒dkujemy pewna֒ reprezentacje֒
dyskretna֒ algebry kowariancji C∗(X,α;Y ), gdzie przez reprezentacje֒ dyskretna֒ rozu-
miemy naste֒puja֒ce naturalne uogólnienie definicji dotycza֒cej klasycznych iloczynów
krzyżowych [Tom87, Def. 4.1.2].

Definicja 7.1. Powiemy, że reprezentacja π algebry kowariancji C∗(X,α, Y ) na prze-
strzeni Hilberta H jest dyskretna, jeśli istnieje w H wektor be֒da֒cy wektorem w lasnym
dla wszystkich operatorów π(a), a ∈ C(X̃).
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Orbita֒ punktu x̃ ∈ X̃ be֒dziemy nazywać zbiór

O(x̃) :=
⋃

k∈Z

α̃k({x̃} ∩ ∆̃k).

Zanim przejdziemy do zapowiedzianej klasyfikacji orbit oraz reprezentacji z nimi zwia֒-
zanych przypomnijmy, że Φ : X̃ → X oznacza rzut na zerowa֒ wspó lrze֒dna֒, str. 21,
oraz

∆̃+∞ =
⋂

n∈N

∆̃n, ∆̃−∞ =
⋂

n∈N

∆̃−n, ∆̃∞ = ∆̃+∞ ∩ ∆̃−∞.

7.2. Orbity skończone. Jeśli x̃ /∈ (∆̃+∞ ∪ ∆̃−∞), to powiemy, ze x̃ posiada orbite֒
skończona֒. W tym przypadku istnieje N ∈ N oraz punkt x0 ∈ Y ∩∆N \∆N+1 taki,
że

Φ(O(x̃)) = {x0, α(x0), ..., αN−1(x0)}. (7.2)

Przyporza֒dkujemy orbicie O(x̃) reprezentacje֒ πx̃ : C
∗(X,α;Y ) → L(ℓ2(N)) na N -

wymiarowej przestrzeni Hilberta ℓ2(N) wyznaczona֒ przez relacje

πx̃(a) :=




a(x0) 0 ... 0
0 a(α(x0)) ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... a(αN−1(x0))



, a ∈ A = C(X), πx̃(T) = TN ,

gdzie TN jest
”
ście֒tym”operatorem lewostronnego przesunie֒cia (ang. truncated shift):

TN :=




0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 0



, SN := (TN)

∗ =




0 ... 0 0 0
1 ... 0 0 0
...

...
...

. . .
...

0 ... 1 0 0
0 ... 0 1 0



.

Jednoznaczność reprezentacji πx̃ jest oczywista. Poprawność jej określenia wynika z
uniwersalności algebry C∗(X,α;Y ), gdyż bezpośredni rachunek wykazuje, że trójka
(πx̃|A, TN , ℓ2(N)) jest reprezentacja֒ kowariantna֒ uk ladu (X,α) zwia֒zana֒ ze zbiorem
{x0} ⊂ Y , patrz Definicja A.2 w uzupe lnieniach. Zatem integruje sie֒ ona do repre-
zentacji algebry C∗(X,α;Y ), por. Twierdzenie A.3.

7.3. Orbity dodatnio nieskończone. Jeśli x̃ ∈ ∆̃+∞ \ ∆̃−∞, to powiemy, że x̃
posiada orbite֒ dodatnio nieskończona֒. Istnieje wtedy punkt x0 ∈ Y ∩∆+∞ taki ,że

Φ(O(x̃)) = {x0, α(x0), ..., αk(x0), ...}. (7.3)

Przyporza֒dkujemy orbicie O(x̃) reprezentacje֒ πx̃ : C
∗(X,α;Y ) → L(ℓ2(N)) na prze-

strzeni Hilberta ℓ2(N) jednoznacznie wyznaczona֒ przez relacje

πx̃(a) :=




a(x0) 0 ... ...
0 a(α(x0)) 0 ...

0 0 a(α2(x0))
. . .

...
...

. . . . . .



, a ∈ A, πx̃(T) = TN,
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gdzie TN ∈ L(ℓ2(N)) jest standardowym operatorem lewostronnego przesunie֒cia,
por Przyk lad 1.13. Uzasadnienie poprawności określenia πx̃ przebiega podobnie jak
w przypadku poprzednim: Trójka (πx̃|A, TN, ℓ

2(N)) jest reprezentacja֒ kowariantna֒
uk ladu (X,α) zwia֒zana֒ ze zbiorem {x0} ⊂ Y . Zatem zadaje ona reprezentacje֒ al-
gebry C∗(X,α;Y ), Twierdzenie A.3.

7.4. Orbity ujemnie nieskończone. Jeśli x̃ ∈ ∆̃−∞\∆̃+∞, to powiemy, że x̃ posiada
orbite֒ ujemnie nieskończona֒. W tym przypadku istnieje cia֒g (x0, x1, x2, ....) punktów
z X takich, że

α(xn+1) = xn, n ∈ N, oraz x0 ∈ ∆−∞ \∆1 (7.4)

oraz
Φ(O(x̃)) = {..., xk, ..., x2, x1, x0}. (7.5)

Analogicznie jak powyżej przyporza֒dkujemy orbicie O(x̃) reprezentacje֒ algebry ko-
wariancji na przestrzeni ℓ2(N). Mianowicie, niech πx̃ : C

∗(X,α;Y )→ L(ℓ2(N)) be֒dzie
reprezentacja֒ taka֒, że

πx̃(a) :=




a(x0) 0 ... ...
0 a(x1) 0 ...

0 0 a(x2)
. . .

...
...

. . . . . .



, a ∈ A, πx(T) = SN,

gdzie SN ∈ L(ℓ2(N)) jest standardowym operatorem prawostronnego przesunie֒cia, por
Przyk lad 1.13. Jako, że SN jest izometria֒, trójka (πx̃|A, SN, ℓ

2(N)) jest reprezentacja֒
kowariantna֒ uk ladu (X,α) zwia֒zana֒ ze zbiorem pustym. W szczególności reprezenta-
cja πx̃ jest poprawnie określona, Twierdzenie A.3.

7.5. Orbity obustronnie nieskończone. Jeśli x̃ ∈ ∆̃∞ = ∆̃−∞∩∆̃+∞, to powiemy,
że x̃ posiada orbite֒ obustronnie nieskończona֒ (mimo, iż jeśli x̃ jest punktem okreso-
wym, to zbiór O(x̃) jest skończony). W tym przypadku istnieje cia֒g (x0, x1, x2, ....)
punktów z X takich, że

α(xn+1) = xn, n ∈ N, x0 ∈ ∆∞
oraz

Φ(O(x̃)) = {..., xk, ..., x2, x1, x0, α(x0), α(x2), ..., αk(x0), ...}.
Niech πx̃ be֒dzie reprezentacja֒ algebry C∗(X,α, Y ) na przestrzeni ℓ2(Z) taka֒, że

πx̃(a)en :=




a(αn(x0))en, n ­ 0
a(x−n)en, n < 0

, a ∈ A, πx̃(T) = TZ,

gdzie {en}n∈N jest standardowa֒ ortonormalna֒ baza֒ w ℓ2(Z), a TZ jest odwracal-
nym operatorem lewostronnego przesunie֒cia: TZen := en−1, n ∈ Z. Podobnie jak w
przypadku poprzednim, trójka (πx|A, TZ, ℓ

2(Z)) jest reprezentacja֒ kowariantna֒ (X,α)
zwia֒zana֒ ze zbiorem pustym Y . Sta֒d określenie πx̃ jest poprawne, Twierdzenie A.3.
Zauważmy, iż w tym przypadku reprezentacja πx̃ jest wyznaczona jednoznacznie przez
zbiór O(x̃) z dok ladnościa֒ do unitarnej równoważności.
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Obraz algebry B = C(X̃) przy wszystkich powyżej zdefiniowanych reprezenta-
cjach sk lada sie֒ z operatorów mnożenia. Zatem wszystkie reprezentacje πx̃, x̃ ∈ X̃,
sa֒ dyskretne. Poza tym, za wyja֒tkiem przypadku, gdy punkt x̃ ∈ X̃ jest okresowy,
reprezentacje te również nieprzywiedlne, por. [O’Don75, 2.1 i 3.1]. Z punktem okre-
sowym x̃ ∈ X̃ zwia֒żemy ca la֒ rodzine֒ πx̃,λ, λ ∈ S1, reprezentacji nieprzywiedlnych.
Zwia֒zek mie֒dzy reprezentacjami πx̃ oraz πx̃,λ, λ ∈ S1, wyjaśnimy w Stwierdzeniu 7.7.

7.6. Orbity okresowe. Niech x̃ ∈ ∆̃∞ be֒dzie punktem okresowym o okresie N , to
jest niech α̃N(x̃) = x̃ i α̃k(x̃) 6= x, dla 0 < k < N . Wtedy x0 := Φ(x̃) jest punktem
okresowym o okresie N oraz

Φ(O(x̃)) = {x0, α(x0), ..., αN−1(x0)}.

Niech λ ∈ S1. Rozpatrzmy reprezentacje֒ πx̃,λ : C
∗(X,α;Y ) → L(ℓ2(N)) taka֒, że

πx̃,λ jest na A = C(X) zadana (formalnie) tym samym wzorem co w paragrafie 7.2,
natomiast πx̃,λ(T) jest operatorem unitarnym danym przez macierz

TN,λ :=




0 λ 0 ... 0
0 0 λ ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... λ
λ 0 0 ... 0



.

Dla każdego λ ∈ S1 trójka (πx̃,λ|A, TN,λ, ℓ2(N)) jest reprezentacja֒ kowariantna֒ uk ladu
(X,α) zwia֒zana֒ ze zbiorem pustym, a zatem reprezentacja πx̃,λ jest poprawnie okre-
ślona, por. Twierdzenie A.3. Poza tym jest ona nieprzywiedlna, gdyż obrazem πx̃,λ
jest L(ℓ2(N)).

Stwierdzenie 7.7. Niech x̃ ∈ X̃ be֒dzie okresowym punktem o okresie N . Wtedy

C∗(πx̃(A), TZ) ∼= C(S1, L(ℓ2(N)))

i dla każdego λ ∈ S1 przyporza֒dkowanie

πx̃(a) 7−→ πx̃,λ(a), TZ 7−→ TN,λ

przed luża sie֒ do reprezentacji nieprzywiedlnej algebry C∗(πx̃(A), TZ). Ponadto z do-
k ladnościa֒ do unitarnej równoważności każda reprezentacja nieprzywiedlna algebry
C∗(πx̃(A), TZ) jest tej postaci.

Dowód. Z jednej strony wiadomym jest, patrz uzupe lnienia i np. [O’Don75], iż
C∗(πx̃(A), TZ) ∼= C∗(X̃πx̃ , α̃; ∅), gdzie X̃π

x̃
= {x̃, α̃(x̃), ..., α̃N−1(x̃)}. Z drugiej strony

C∗(X̃πx̃ , α̃; ∅) ∼= C(S1, L(ℓ2(N))), patrz [Tom87, Str. 134]. Wystarczy zatem zastoso-
wać, np. [Tom87, Tw. 4.2.1]. �

Dla dowolnej reprezentacji π : C∗(X,α;Y ) → L(H) możemy (por. uzupe lnienia,
Twierdzenie C.6) przyja֒ć utożsamienia

π(C(X)) = C(Xπ), π(C(X̃)) = C(X̃π),

gdzie Xπ = hull(C(X) ∩ ker π) i X̃π = hull(C(X̃) ∩ ker π) sa֒ zbiorami domknie֒tymi.
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Twierdzenie 7.8. Jeśli π : C∗(X,α;Y ) → L(H) jest reprezentacja֒ nieprzywiedlna֒,
to naste֒puja֒ce warunki sa֒ równoważne

i) π jest unitarnie równoważna z która֒ś z reprezentacji πx̃, dla nieokresowego
punktu x̃ ∈ X̃, lub πx̃,λ, λ ∈ S1, dla okresowego punktu x̃ ∈ X̃,

ii) przestrzeń X̃π posiada punkty izolowane,

iii) π jest reprezentacja֒ dyskretna֒.

Dowód. Implikacje i)⇒ii), iii) sa֒ jasne.
iii)⇒i). Niech ξ0 ∈ H be֒dzie wspólnym unormowanym wektorem w lasnym dla wszyst-
kich operatorów π(a), a ∈ C(X̃). Wtedy stan φξ0 algebry C∗(X,α;Y ) odpowiadaja֒cy

wektorowi ξ0, tj. φξ0(a) = 〈π(a)ξ0, ξ0〉, jest na C(X̃) funkcjona lem liniowo-multiplika-

tywnym. Zatem istnieje punkt x̃0 ∈ X̃ taki, że φξ0(a) = a(x̃0), a ∈ C(X̃), a sta֒d

π(a)ξ0 = a(x̃0)ξ0, a ∈ C(X̃).
W szczególności dla każdego n ∈ N

π(T ∗nT n)ξ0 =




ξ0, x̃0 ∈ ∆̃−n
0, x̃0 /∈ ∆̃−n

, π(T nT ∗n)ξ0 =




ξ0, x̃0 ∈ ∆̃n
0, x̃0 /∈ ∆̃n

i jeśli m,n ∈ sa֒ takie, że x̃0 ∈ ∆̃n ∩ ∆̃−m, to dla każdego a ∈ C(X̃) mamy

π(a)π(T n)ξ0 = π(T
n)π(T ∗naT n)ξ0 = π(T

n)a(α̃n(x̃))ξ = a(α̃n(x̃0))π(T
n)ξ0,

π(a)π(T ∗m)ξ0 = π(T
∗m)π(TmaT ∗m)ξ0 = a(α̃

−m(x̃0))π(T
∗m)ξ0.

Oznaczmy przez B niezerowe wektory z spośród rodziny {π(T n)ξ0}n∈N∪{π(T ∗m)ξ0}m∈N.
Z powyższych rozważań wynika, iż elementy B sa֒ unormowanymi wektorami w la-
snymi dla wszystkich operatorów π(a), a ∈ C(X̃). Przestrzeń rozpie֒ta przez te
wektory jest niezmiennicza ze wzgle֒du na dzia lanie operatorów π(T ), π(T ∗), π(a),
a ∈ C(X̃), a zatem jest niezmiennicza ze wzgle֒du na dzia lanie algebry π(C∗(X,α;Y ))
i z nieprzywiedlności π wynika, iż B rozpina ca la֒ przestrzeń H.
Jeśli ponadto punkt x̃0 nie jest okresowy to niezerowe wektory z B sa֒ parami ortogo-
nalne, jako wektory w lasne odpowiadaja֒ce różnym wartościom w lasnym dla pewnego
operatora samosprze֒żonego π(a) – każde dwa punkty z X̃ można rozdzielić za po-
moca֒ pewnej funkcji a ∈ C(X̃) o wartościach rzeczywistych. Zatem w ym przypadku
B jest baza֒ ortonormalna֒ przestrzeni H i nietrudno spostrzec, że π jest unitarnie
równoważne reprezentacji πx̃0 .
Jeśli punkt x̃0 jest punktem okresowym o okresie N , to

Hi := {ξ ∈ H : π(a)ξ = a(α̃i(x̃0))ξ, dla każdego a ∈ C(X̃)},
i = 0, .., N − 1, sa֒ niepustymi podprzestrzeniami H i operator T przekszta lca izome-
trycznie Hi na Hi−1 (mod N). Zatem przestrzeń

⊕N−1
i=0 Hi jest niezmiennicza ze wzgle֒du

na dzia lanie algebry π(C∗(X,α;Y )) i z nieprzywiedlności π mamy

H =
N−1⊕

i=0

Hi.
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Zauważmy dalej, że dim(H0) = 1, gdyż w przeciwnym razie istnia laby nietrywialna
podprzestrzeń niezmiennicza H ′0 ⊂ H0 dla operatora unitarnego π(TN) : H0 → H0, a
wtedy H ′ :=

⊕N−1
i=0 π(T

i)H ′0 by laby nietrywialna֒ podprzestrzenia֒ H niezmiennicza֒ ze
wzgle֒du na dzia lanie π(C∗(X,α;Y )).
Skoro dim(H0) = 1, to dim(Hi) = 1, i = 1, ..., n, i operator unitarny π(TN) : H0 → H0
jest postaci π(TN)e0 = γe0, gdzie γ ∈ S1. Zatem można wybrać baze֒ e0, e1, ...eN−1 w
H, ei ∈ Hi, tak, że

π(T i)e0 = λ
ie−i (mod 0), π(a)ei = a(α̃

i(x̃0))ei,

gdzie λn = γ. Baza ta ustala unitarna֒ równoważność reprezentacji π z reprezentacja֒
πx̃0,λ.

ii)⇒iii). Jeśli x̃0 jest punktem izolowanym w X̃π, to istnieje a ∈ C(X̃) takie, że
a(x̃0) = 1 oraz a(x̃) = 0, dla x̃ ∈ X̃π \ {x̃0}. Wtedy π(a) jest niezerowym rzutem
ortogonalnym i dla dowolnego b ∈ C(X̃) mamy

π(b)π(a) = π(ba) = π(b(x̃0)a) = b(x̃0)π(a).

Zatem dowolny niezerowy wektor z π(a)H jest wspólnym wektorem w lasnym dla
wszystkich a ∈ C(X̃). �

7.3 Dyskretyzacja jako metoda badania odwracal-

ności operatorów

W przeciwieństwie do elementu b ∈ C∗(X,α;Y ) operatory πx̃(b), x̃ ∈ X̃, gdzie πx̃
sa֒ reprezentacjami dyskretnymi zdefiniowanymi w punktach 7.2 - 7.5, sa֒ zazwyczaj
znane, a już na pewno znacznie mniej z lożone. Jeśli na przyk lad b = aT, gdzie a ∈
B, to operatory πx̃(b), x̃ ∈ X̃, sa֒ po prostu klasycznymi operatorami przesunie֒cia
z waga֒ dzia laja֒cymi w przestrzeniach ℓ2. Operatory typu πx̃(b) be֒dziemy nazywać
dyskretyzacjami operatora b.

Definicja 7.9. Niech aT , a ∈ A, be֒dzie abstrakcyjnym ważonym operatorem prze-
sunie֒cia na przestrzeni Hilberta H z waga֒ w C∗-algebrze A ⊂ L(H), niech (X,α)
be֒dzie uk ladem generowanym przez T na widmie A i niech Y be֒dzie otoczka֒ idea lu
J = {a ∈ A : aT ∗T = a}. Jeśli przyporza֒dkowanie

T 7−→ T, a 7−→ â, a ∈ A, (7.6)

przed luża sie֒ do izomorfizmu C∗(A, T ) ∼= C(X,α;Y ), to dla każdego operatora b ∈
C∗(A, T ) operatory πx̃(b), x̃ ∈ X̃, zdefiniowane w punktach 7.2 - 7.5 be֒dziemy nazy-
wać dyskretyzacjami operatora b.

Uwaga 7.10. Warunkiem dostatecznym na to, by przyporza֒dkowanie (7.6) przed lu-
ża lo sie֒ do izomorfizmu C∗(A, T ) ∼= C(X,α;Y ) jest np. topologiczna wolność uk ladu
(X+, α+) (lub tym bardziej uk ladu (X,α)) patrz Twierdzenie 6.5. Warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym jest spe lnienie nierówności (7.1), por. Twierdzenie B.3 w
uzupe lnieniach.
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Celem obecnego uste֒pu jest prezentacja dowodu naste֒puja֒cego twierdzenia. Po-
jawiaja֒ce sie֒ tu za lożenie o metryzowalności X ma swoje źród lo we Wniosku 7.15
be֒da֒cym jednym z kroków przytoczonego poniżej dowodu.

Twierdzenie 7.11 (O odwracalności elementów algebry C∗(X,α;Y )). Jeśli
X jest przestrzenia֒ metryzowalna֒, to element b algebry C∗(X,α;Y ) jest odwracalny
wtedy i tylko wtedy, gdy odwracalna jest każda jego dyskretyzacja πx̃(b), x̃ ∈ X̃.

Biora֒c pod uwage֒ Twierdzenie 6.5, jako wniosek z powyższego twierdzenia otrzy-
mamy

Twierdzenie 7.12 (O odwracalności operatorów w przestrzeniach Hilberta).
Niech aT be֒dzie ważonym operatorem przesunie֒cia na przestrzeni Hilberta H z waga֒
w C∗-algebrze A i niech (X,α) oraz (X+, α+) be֒da֒ uk ladami generowanym przez T
odpowiednio na widmie A oraz widmie A+ = C∗(A, T ∗T ). Jeśli X jest przestrzenia֒
metryzowalna֒, a (X+, α+) jest uk ladem topologicznie wolnym, to

operator b ∈ C∗(A, T ) ⊂ L(H) jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy
odwracalna jest każda jego dyskretyzacja πx̃(b), x̃ ∈ X̃.

Konieczność warunku zawartego w Twierdzeniu 7.11 jest oczywista, gdyż odwzo-
rowania πx̃, x̃ ∈ X̃, sa֒ homeomorfizmami. By pokazać dostateczność tego warunku
pos lużymy sie naste֒puja֒cym znanym faktem, patrz np. [Leb82, Lemat 1].

Lemat 7.13. Element d C∗-algebry D z jedynka֒ jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla każdej reprezentacji nieprzywiedlnej π algebry D odwracalny jest operator
π(d).

Z Twierdzenia 7.8 oraz Stwierdzenia 7.7 wynika, ze jeśli wszystkie operatory πx̃(b),
x̃ ∈ X̃, sa֒ odwracalne, to operator π(b) jest odwracalny dla każdej dyskretnej repre-
zentacji nieprzywiedlnej π algebry C∗(X,α;Y ). Nie możemy w tym momencie jednak
zastosować Lematu 7.13, bowiem istnieja֒ algebry kowariancji posiadaja֒ce reprezenta-
cje nieprzywiedlne niebe֒da֒ce dyskretnymi (np. algebra C∗(S1, α), gdzie α jest obrotem
o ka֒t niewymierny, por. [Tom87, Str. 104]). Dlatego potrzebujemy przyjrzeć sie֒ bliżej
w laśnie takim reprezentacjom.

Stwierdzenie 7.14. Jeśli π : C∗(X,α;Y )→ L(H) jest reprezentacja֒ nieprzywiedlna֒,
to dla każdych dwu niepustych, otwartych zbiorów U i V w X̃π istnieje n ∈ Z takie,
że

α̃n(U ∩ ∆̃n) ∩ V 6= ∅. (7.7)

Ponadto, jeśli reprezentacja π nie jest dyskretna, to X̃π ⊂ ∆̃∞ =
⋃
n∈Z ∆̃n.

Dowód. Niech π : C∗(X,α;Y )→ L(H) be֒dzie reprezentacja֒ nieprzywiedlna֒. By
wykazać pierwsza֒ cze֒ść stwierdzenia za lóżmy, że istnieja֒ dwa niepuste zbiory U , V
otwarte w X̃π takie, że dla każdego n ∈ Z, zbiory α̃n(U ∩∆̃n) i V sa֒ roz la֒czne. Wtedy
zbiór

ω :=
⋃

n∈Z

α̃n(U ∩ ∆̃n)
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jest otwartym, niepustym α̃-niezmienniczym podzbiorem X̃π roz la֒cznym z V . Zatem
zbiorowi ω odpowiada rzut spektralny P (ω), należa֒cy do s labego domknie֒cia algebry
π(C(X̃)) taki, że

P (ω) 6= 0, P (ω) 6= 1 oraz TP (ω) = P (ω)T.

Skoro rzut P (ω) komutuje z algebra֒ π(C(X)) = C(X̃π), to w konsekwencji komutuje
on również z algebra֒ π(C∗(X,α, Y )), co daje sprzeczność z nieprzywiedlnościa֒ π.
Za lóżmy teraz, że π jest reprezentacja֒ nieprzywiedlna֒ taka֒, że X̃π * ∆̃∞. Wtedy dla

pewnego n0 ∈ N, X̃π \ ∆̃−n0 6= ∅ lub X̃π \ ∆̃n0 6= ∅ Za lóżmy tu np., że X̃π \ ∆̃−n0 6= ∅
(przypadek, gdy X̃π \ ∆̃n0 6= ∅ rozpatruje sie֒ analogicznie). Wtedy dla dowolnego
niepustego otwartego podzbioru U przestrzeni X̃π \ ∆̃−n0 zbiory α̃n(U ∩ ∆̃n), n =
−n0 + 1,−n0 + 2, ..., sa֒ parami roz la֒czne, a ich suma

ωU =
∞⋃

n=−n0
α̃n(U ∩ ∆̃n)

jest otwarta niepusta i α̃-niezmiennicza. Analogicznie jak w pierwszej cze֒ści dowodu,
na mocy nieprzywiedlności reprezentacji π, widzimy, iż rzut spektralny P (ωU) od-
powiadaja֒cy zbiorowi ωU jest operatorem identycznościowym na H, co oznacza, że
ωU = X̃π. Zatem z dowolności wyboru zbioru U wynika, że U = X̃π \ ∆̃−n0 jest zbio-
rem jedno-elementowym. Czyli X̃π posiada punkt izolowany i na mocy Twierdzenia
7.8 π jest reprezentacja֒ dyskretna֒. �

W teorii topologicznych uk ladów dynamicznych warunek (7.7) nieod la֒cznie wia֒że
sie֒ z poje֒ciem tranzytywności. Mianowicie dla homeomorfizmu α : X → X, na prze-
strzeni metrycznej X, warunek (7.7) równoważny jest istnieniu punktu x ∈ X takiego,
że X = {αn(x) : n ∈ Z}, patrz [Wal82, Tw. 5.8], [BS03, 2.2].

Wniosek 7.15. Jeśli przestrzeń X jest metryzowalna oraz π : C∗(X,α;Y ) → L(H)
jest nieprzywiedlna֒ reprezentacja֒ niebe֒da֒ca֒ reprezentacja֒ dyskretna֒, to istnieje punkt
x̃ ∈ ∆̃∞ taki, że

X̃π = {α̃n(x̃) : n ∈ Z}.
Teraz jesteśmy gotowi, żeby zakończyć dowód Twierdzenia 7.11.
Dowód Twierdzenia 7.11. W świetle Lematu 7.13, Twierdzenia 7.8 i Stwierdze-

nia 7.7 potrzebujemy jedynie pokazać, że jeśli wszystkie operatory πx̃(b), x̃ ∈ X̃, sa֒
odwracalne i π jest nieprzywiedlna֒ reprezentacja֒ niebe֒da֒ca֒ reprezentacja dyskretna֒,
to operator π(b) również jest odwracalny. Jeśli π jest taka֒ reprezentacja֒, to na mocy
Wniosku 7.15 istnieje punkt x̃0 ∈ ∆̃∞ taki, że X̃π = {α̃n(x̃0) : n ∈ Z}. Reprezentacje֒
πx̃0 , zdefiniowana֒ w punkcie 7.5, można traktować jako zintegrowana֒ reprezentacje֒

kowariantna֒ uk ladu (X̃π, α̃) zwia֒zana֒ ze zbiorem pustym, por. Definicja A.2, Twier-
dzenie A.3. Wprost z jej definicji wynika, że spe lnia ona warunek (B.1), a zatem mamy
kanoniczny izomorfizm

πx̃0(C
∗(X,α;Y )) ∼= C∗(X̃π, α̃; ∅),

patrz Twierdzenie B.3. Analogicznie, reprezentacje֒ π można traktować jako repre-
zentacje֒ zadana֒ przez reprezentacje kowariantna֒ uk ladu (X̃π, α̃) zwia֒zana֒ ze zbio-
rem pustym. Otrzymujemy sta֒d, por. Twierdzenie A.3, że istnieje epimorfizm algebry
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πx̃0(C
∗(X,α;Y )) na algebre֒ π(C∗(X,α;Y )), przy którym πx̃0(b) przechodzi na π(b) i

skoro πx̃0(b) jest operatorem odwracalnym, to operator π(b) jest również odwracalny.
�

7.4 Twierdzenia typu Wienera

Przypomnijmy, że podalgebre֒ A algebry B z jedynka֒ 1 ∈ B, taka֒, że 1 ∈ A, nazywa
sie֒ pe lna֒ podalgebra֒ algebry B, gdy każdy element a ∈ A odwracalny w B jest również
odwracalny w A (równoważnie widmo każdego elementu w algebrze A pokrywa sie֒
z jego widem w algebrze B). Klasyczny rezultat Wienera mówi, że algebra funkcji
okresowych równych swojemu rozwinie֒ciu w szereg Fouriera, których cia֒g wspó lczyn-
ników jest absolutnie sumowalny, jest pe lna֒ podalgebra֒ wszystkich cia֒g lych funkcji
okresowych, por. [Żel, 9.4.b], [Rud01, 11.6]. Wykażemy, że analogiczne twierdzenie
zachodzi również dla algebr kowariancji C∗(X,α;Y ) (i wspó lczynników Fouriera zde-
finiowanych w Twierdzeniu A.5). Opierać sie֒ be֒dziemy na znanej wersji Twierdzenia
Wienera dla algebr Banacha [BP42]. Jeśli D jest algebra֒ Bancha, a X przestrzenia֒
zwarta֒, to przez C(X,D) oznaczać be֒dziemy algebre֒ funkcji cia֒g lych na X, przyjmu-
ja֒cych wartości w D.

Twierdzenie 7.16 ([BP42]). Niech D be֒dzie algebra֒ Banacha z jedynka֒ i niech
F (S1,D) be֒dzie podzbiorem C(S1,D) sk ladaja֒cym sie֒ z funkcji postaci

f(λ) =
∞∑

k∈Z

akλ
k, gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ D, k ∈ Z.

Wtedy F (S1,D) jest pe lna֒ podalgebra֒ C(S1,D).

Pierwszym krokiem jest

Twierdzenie 7.17. Zbiór funkcji, o wartościach operatorowych, postaci

∞∑

k=1

a−kλ
−kT∗k +

∞∑

k=0

akλ
kTk, gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ C(X̃), k ∈ Z,

stanowi pe lna֒ ∗-podalgebre֒ algebry C(S1, C∗(X,α;Y )).

Dowód. Jasne jest, iż opisany powyżej zbiór jest ∗-podalgebra֒ C(S1, C∗(X,α;Y )).
Niech f(λ) =

∑∞
k=1 a−kλ

−kT∗k+
∑∞
k=0 akλ

kTk be֒dzie elementem tego zbioru i niech f
be֒dzie odwracalne w C(S1, C∗(X,α;Y )). Wtedy na mocy Twierdzenia 7.16 element
f jest odwracalny w podalgebrze F (S1, C∗(X,α;Y )) algebry C(S1, C∗(X,α;Y )), to
jest

f(λ)−1 =
∑

k∈Z

bkλ
k, gdzie

∑

k∈Z

‖bk‖ <∞, bk ∈ C∗(X,α;Y ).

Aby zbadać postać elementów bk oznaczmy przez D domknie֒cie w C(S1, C∗(X,α;Y ))
zbioru:

{
∞∑

k=1

a−kλ
−kT∗k +

∞∑

k=0

akλ
kTk :

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ C(X̃), k ∈ Z}.
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Zauważmy, że D (jako C∗-podalgebra) jest pe lna֒ podalgebra֒ C(S1, C∗(X,α;Y )) i
skoro f ∈ D, to f−1 ∈ D. Ustalmy teraz k0 ∈ Z i niech g(λ) =

∑∞
k=1 d−kλ

−kT∗k +∑∞
k=0 dkλ

kTk be֒dzie elementem D. Sta֒d, iż g(λ) = γλ(g(1)), gdzie γλ jest automorfi-
zmem C∗-algebry C∗(X,α;Y ) opisanym w Twierdzeniu A.6, oraz z Twierdzenia B.3
otrzymujemy

‖g‖C(S1,C∗(X,α;Y )) = ‖g(1)‖C∗(X,α;Y ) ­ ‖dk0‖.
Zatem odwzorowanie

Nk0(g) =




dk0T

k0 , k0 ­ 0,
dk0T

∗|k0|, k0 < 0,

jest poprawnie zdefiniowane i przed luża sie֒ do ograniczonego operatora na D. Dla
unormowanej miary lebesgue’a m na S1, Z jednej strony mamy

∫

S1
f(λ)−1λ−k0dm(λ) = Nk0

(
f(λ)−1

)
,

natomiast z drugiej
∫

S1
f(λ)−1λ−k0dm(λ) =

∑

k∈Z

bk

∫

S1
λk−k0dm(λ) = bk0 .

Sta֒d wynika, że f(λ)−1 jest postaci

f(λ)−1 =
∞∑

k=1

λ−kd−kT
∗k +

∞∑

k=0

λkdkT
k,

dla pewnych elementów dk ∈ C(X̃), k ∈ Z, takich, że
∑
k∈Z ‖dk‖ <∞. �

Teraz wykażemy g lówny rezultat tego podrozdzia lu, który zastosowany do Przy-
k ladu B.4 (uzupe lnienia) przyjmuje postać klasycznego Twierdzenia Wienera.

Twierdzenie 7.18 (Twierdzenie Wienera dla algebr kowariancji). Zbiór ele-
mentów postaci

∞∑

k=1

a−kT
∗k +

∞∑

k=0

akT
k, gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ C(X̃), k ∈ Z,

stanowi pe lna֒ ∗-podalgebre֒ algebry kowariancji C∗(X,α;Y ).

Dowód. Jasne jest, iż opisany powyżej zbiór jest ∗-podalgebra֒ C∗(X,α;Y ). Niech
b =

∑∞
k=1 a−kT

∗k+
∑∞
k=0 akT

k be֒dzie elementem tego zbioru, odwracalnym w C∗(X,α;Y ).
Wtedy dla każdego λ ∈ S1 element

γλ(b) =
∞∑

k=1

λ−ka−kT
∗k +

∞∑

k=0

λkakT
k

jest również odwracalny, patrz Twierdzenie A.7. Zatem odwzorowanie γ(·)(b) : S
1 ∋

λ → γλ(b) ∈ C∗(X,α, Y ) jest odwracalnym elementem algebry C(S1, C∗(X,α;Y )) i
na mocy Twierdzenia 7.17 element γλ(b)

−1 jest postaci

γλ(b)
−1 =

∞∑

k=1

λ−kd−kT
∗k +

∞∑

k=0

λkdkT
k, gdzie

∑

k∈Z

‖dk‖ <∞, dk ∈ C(X̃).
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Sta֒d operator

b−1 = γ1(b)
−1 =

∞∑

k=1

d−kT
∗k +

∞∑

k=0

dkT
k

jest poża֒danej postaci. �

Stosuja֒c Twierdzenie 6.5 otrzymujemy kolejna֒, ważna֒ w kontekście operatorów
przesunie֒cia z waga֒, wersje֒ powyższego twierdzenia typu Wienera.

Twierdzenie 7.19 (O postaci operatora odwrotnego). Niech aT be֒dzie abstrak-
cyjnym operatorem przesunie֒cia na przestrzeni Hilberta H z waga֒ w C∗-algebrze A
i niech uk lad (X+, α+) generowanym przez T na widmie A+ = C∗(A, T ∗T ) be֒dzie
topologicznie wolny. Jeśli operator postaci

b =
∞∑

k=1

a−kT
∗k +

∞∑

k=0

akT
k, gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ B = C∗(
⋃

n∈N

T ∗nAT n),

jest odwracalny, to operator b−1 jest również powyższej postaci.

Uwagi do rozdzia lu 7

Przedstawiona w podrozdziale 7.2 klasyfikacja dyskretnych nieprzywiedlnych repre-
zentacji algebry C∗(X,α;Y ) jest uogólnieniem analogicznej klasyfikacji dla klasycz-
nych produktów krzyżowych (w przypadku algebry przemiennej i grupy G = Z), por.
[Tom87, podrozdzia l 4.1].

Reprezentacje za pomoca֒ operatorów dyskretnych, zwia֒zanych z orbitami odpo-
wiednich uk ladów dynamicznych, jako metoda analizowania odwracalności operato-
rów funkcjonalnych s luży ly w różnych przypadkach wielu autorom, patrz [AL94, uwagi
do podrozdzia lu 21], [Ant96, uwagi do rozdzia lu 3]. Idea ogólnego podej́scia, oparta
na badaniu reprezentacji nieprzywiedlnych odpowiednich C∗-algebr zwia֒zanych z au-
tomorfizmami zosta la przedstawiona przez A. V. Lebedeva w [Leb82]. W szczególno-
ści g lównym rezultatem [Leb82] jest wersja Twierdzenia 7.11 wykazana przy za loże-
niu, że T jest operatorem unitarnym generuja֒cym topologicznie wolny homeomorfizm
α : X → X , por. [AL94, Tw. 21.2], [Ant96, Tw. 10.1].

Najprawdopodobniej jako pierwszy Twierdzenie 7.16 [BP42], do wykazania twier-
dzenia typu 7.18, 7.19, zastosowa l V. N. Semenjuta [Sem77], który bada l operatory
kompozycji z obrotami okre֒gu S1 o ka֒t niewymierny. Naste֒pnie pomys l ten stosowa lo
wielu autorów, do różnych operatorów, a ogólne twierdzenia dla C∗-algebr i produk-
tów krzyżowych zwia֒zanych z automorfizmami otrzyma l A. V. Lebedev, por. [AL94,
uwagi do podrozdzia lu 26]. Twierdzenie 7.18 jest uogólnieniem wyniku [AL94, Tw.
26.6] dla produktów krzyżowych, w przypadku algebry przemiennej i grupy G = Z.
Abstrahuja֒c od roli, jaka֒ w klasycznym kontekście pe lni twierdzenie Wienera, otrzy-
many tutaj rezultat pos luży nam w naste֒pnych rozdzia lach jako narze֒dzie w badaniu
odwracalności, umożliwiaja֒ce przej́scie od operatorów w przestrzeni L2 do operatorów
w przestrzeniach Lp.



Rozdzia l 8

Odwracalność elementów algebr
generowanych przez konkretne
ważone operatory przesunie֒cia w
przestrzeniach Lp

G lównym rezultatem obecnego rozdzia lu jest Twierdzenie 8.7, które mówi, że od-
wracalność operatorów należa֒cych do algebry Bp zawieraja֒cej konkretne operatory
ważonego przesunie֒cia aTp, a ∈ A, dzia laja֒ce w przestrzeniach Lp, 1 ¬ p ¬ ∞,
formalnie nie zależy od p. Dzie֒ki temu twierdzeniu oraz wynikom rozdzia lu 6, w
rozdziale 9 otrzymamy pe lny opis widma operatorów aTp.

Zmierzaja֒c do Twierdzenia 8.7 poczynimy dwa kroki. Po pierwsze, korzystaja֒c
z udowodnionego w poprzednim rozdziale twierdzenia typu Wienera dla algebr ko-
wariancji (podrozdzia l 7.4) pokażemy, że odwracalność elementów w algebrach ge-
nerowanych przez klasyczne ważone operatory przesunie֒cia w przestrzeniach ℓp nie
zależy od p. Po drugie, metoda֒ dyskretyzacji, również opracowana֒ w poprzednim roz-
dziale (podrozdzia l 7.3), sprowadzimy odwracalność operatorów w przestrzeniach Lp

do odwracalności operatorów w przestrzeniach ℓp. Ten drugi krok wymaga najbardziej
technicznego dowodu niniejszej rozprawy – podrozdzia l 8.2.1.

8.1 Odwracalność operatorów w przestrzeniach ℓp

Niech E be֒dzie jedna֒ z przestrzeni Banacha ℓp(Z), 1 ¬ p ¬ ∞, lub c0(Z) (przestrzeń
dwustronnych cia֒gów zbieżnych do zera, przy |n| → ∞). Oznaczmy przez D(Z) ⊂
L(E) algebre֒ operatorów mnożenia przez dwustronny cia֒g ograniczony, a przez TZ

klasyczny operator przesunie֒cia na E, to jest

TZ(..., x(−1), ˙x(0), x(1), ...) = (..., x(0), ˙x(1), x(2), ...),

gdzie kropka nad dana֒ wartościa֒ wyznacza zerowa֒ wspó lrze֒dna֒ cia֒gu. Naste֒puja֒cy
fakt zosta l wykazany w [Leb83].

139
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Twierdzenie 8.1. Odwracalność operatora postaci

b =
∑

k∈Z

akT
k
Z
, gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ D(Z), k ∈ Z,

nie zależy od przestrzeni na której dzia la, to znaczy jest (dobrze określony i) odwra-
calny, albo nieodwracalny równocześnie we wszystkich przestrzeniach ℓp(Z), 1 ¬ p ¬
∞, c0(Z).

Wykażemy teraz analogiczne twierdzenie dla operatorów na przestrzeni cia֒gów
jednostronnych. Mianowicie, niech E be֒dzie jedna֒ z przestrzeni Banacha ℓp(N), 1 ¬
p ¬ ∞, lub c0(N), oznaczmy przez D(N) ⊂ L(E) algebre֒ operatorów mnożenia
przez jednostronny cia֒g ograniczony, a przez TN, SN ∈ L(E) standardowe operatory
przesunie֒cia na E, patrz Przyk lad 1.13. Udowodnimy

Twierdzenie 8.2. Operator postaci

b =
∞∑

k=1

a−kS
k
N
+
∞∑

k=0

akT
k
N
, gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ D(N), k ∈ Z,

jest (dobrze określony i) odwracalny, albo nieodwracalny równocześnie we wszystkich
przestrzeniach ℓp(N), 1 ¬ p ¬ ∞, c0(N).

Przypomnijmy, Twierdzenie 7.16, że podalgebra F (S1, L(E)) algebry C(S1, L(E))
sk ladaja֒ca sie֒ z funkcji postaci

f(λ) =
∞∑

k∈Z

akλ
k, gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ L(E), k ∈ Z,

jest pe lna. Oznaczmy przez F (S1, D(N), SN, TN) podalgebre֒ C(S1, L(E)) sk ladaja֒ca֒
sie֒ z funkcji postaci

f(λ) =
∞∑

k=1

a−kλ
−kSk

N
+
∞∑

k=0

akλ
kT k

N
, gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ D(N), k ∈ Z.

W przypadku, gdy E = ℓ2(N), z Twierdzenia 7.17 wynika, że F (S1, D(N), SN, TN)
jest pe lna֒ podalgebra֒ C(S1, L(E)). Jednak, aby udowodnić ten fakt dla przestrzeni
Banacha, niebe֒da֒cych przestrzeniami Hilberta, musimy użyć innego argumentu.

Lemat 8.3. Niech E = ℓp(N), 1 ¬ p <∞, lub E = c0(N). Niech γ ∈ S1 be֒dzie takie,
że γn 6= 1 dla wszystkich n ∈ N \ {0} i niech g ∈ D(N) be֒dzie operatorem mnożenia
przez cia֒g {γn}n∈N. Wtedy zbiór

Mγ := {f ∈ C(S1, L(E)) : gf(λ)g−1 = f(γ−1λ), λ ∈ S1}

jest pe lna֒ podalgebra֒ C(S1, L(E)) oraz

F (S1, L(E)) ∩Mγ = F (S1, D(N), SN, TN).

W szczególności, jako przecie֒cie dwu pe lnych podalgebr F (S1, D(N), SN, TN) jest pe lna֒
podalgebra֒ C(S1, L(E)).
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Dowód. Dowód faktu, iż Mγ jest pe lna֒ podlagebra֒ C(S1, L(E)) jest prosty. Rze-
czywíscie, jeśli f jest elementem odwracalnym w C(S1, L(E)), to dla każdego λ ∈ S1
mamy

gf(λ)−1g−1 = (gf(λ)g−1)−1 = f(γ−1λ)−1.

Relacje komutacyjne
gTN = γ

−1TNg, gSN = γSNg

implikuja֒ inkluzje֒ F (S1, D(N), SN, TN) ⊂ F (S1, L(E)) ∩ Mγ . By wykazać inkluzje֒
przeciwna֒ rozpatrzmy f(λ) =

∑∞
k∈Z

akλ
k ∈ F (S1, L(E))∩Mγ i ustalmy k0 ∈ N. Jako,

że λ−k0Sk0
N
∈Mγ i Mγ jest algebra֒, to ψ(λ) := f(λ)λ−k0Sk0

N
∈Mγ . Przy czym

gψ(λ)g−1 = g
∞∑

k∈Z

akλ
kλ−k0Sk0

N
g−1 =

∞∑

k∈Z

g(akS
k0
N
)g−1λk−k0

oraz

ψ(γ−1λ) =
∞∑

k∈Z

akS
k0
N
(γ−1λ)k−k0 =

∞∑

k∈Z

(akS
k0
N
γk0−k)λk−k0 ,

wie֒c porównuja֒c wspó lczynniki przy odpowiednich pote֒gach λ dostajemy

γk0−kakS
k0
N
= g(akS

k0
N
)g−1, k ∈ Z.

Niech {ek}n∈N be֒dzie standardowa֒ baza֒ Shaudera w przestrzeni E. Ustalmy dowolne

k ∈ Z i niech akek0 =
∑∞
l=0 a

(k0)
k,l el, a

(k0)
k,l ∈ C. Wtedy

γk0−kakS
k0
N
e0 =

∞∑

l=0

a
(k0)
k,l γ

k0−kel, oraz g(akS
k0
N
)g−1e0 =

∞∑

l=0

a
(k0)
k,l γ

lel,

a skoro γm 6= γn, gdy m 6= n, to a
(k0)
k,l = 0, gdy k0 − k 6= l. Zatem

akek0 =




a
(k0)
k,k0−k

ek0−k, k0 ­ k

0, k0 < k
.

Sta֒d, dla każdego k ∈ N, operator ak jest postaci ak = bkT
k
N

, gdzie bk ∈ D(N), a ope-
rator a−k jest postaci a−k = b−kS

k
N
, gdzie b−k ∈ D(N). Czyli f ∈ F (S1, D(N), SN, TN).

�

Dowód Twierdzenia 8.2. Niech b be֒dzie operatorem z tezy Twierdzenia 8.2.
Rozważmy funkcje֒ b(λ) :=

∑∞
k=1 a−kλ

−kSk
N
+
∑∞
k=0 akλ

kT k
N

określona֒ na S1. Jeśli
g(λ) oznacza operator mnożenia przez cia֒g {λn}n∈N, to b(λ) = g(λ)−1bg(λ), a sta֒d
operatory b(λ) sa֒ równocześnie, albo odwracalne, albo nieodwracalne dla wszyst-
kich λ ∈ S1. Jeśli sa֒ one odwracalne i E 6= ℓ∞(N), to w świetle Lematu 8.3,
b(λ)−1 =

∑∞
k=1 b−kλ

−kSk
N
+
∑∞
k=0 bkλ

kT k
N

, gdzie
∑
k∈Z ‖bk‖ < ∞, bk ∈ D(N). Ja-

snym jest, że wtedy operator b(1)−1 jest operatorem odwrotnym do b, niezależnie
od przestrzeni E na której dzia la. Jeśli operator b dzia la w przestrzeni E = ℓ∞(N), to
zachowuje on podprzestrzeń c0(N) ⊂ ℓ∞(N) i można go traktować go jako dwukrotne
sprze֒żenie operatora b|c0(N). Zatem operator b jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,
gdy odwracalny jest operator b|c0(N) i dowód jest zakończony. �
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8.2 Odwracalność operatorów w przestrzeniach Lp

Niech aTp be֒dzie konkretnym operatorem ważonego przesunie֒cia na przestrzeni Lpµ(Ω),
p ∈ [1,∞], zwia֒zanym z cze֒ściowym uk ladem dynamicznym (X,α), patrz Definicja
3.1. Przypomnijmy, że operator Tp jest cze֒ściowa֒ izometria֒ sprze֒żona֒ z operatorem
Sp, a waga a jest elementem algebry A ⊂ L(Lpµ(Ω)) izomorficznej z C(X) i operator
Tp generuje na widmie A uk lad (X,α), por. podrozdzia l 3.1. Co wie֒cej otoczka Y ⊂ X
idea lu

J = {a ∈ A : SpTpa = a}
nie zależy od p, tym samym od p nie zależy postać uk ladów (X+, α+) i (X̃, α̃) genero-
wanych przez Tp odpowiednio na widmie algebry Banacha A+ = SpTpA⊕(1−SpTp)A
oraz algebry Banacha B = span{⋃n∈N S

n
pAT np }, por. Stwierdzenie 3.5, Stwierdzenie

1.26 i Twierdzenie 1.28.
Oznaczmy przez Bp, p ∈ [1,∞], algebre֒ operatorów postaci

b =
∞∑

k=1

a−kS
k
p +

∞∑

k=0

akT
k
p , gdzie

∑

k∈Z

‖ak‖ <∞, ak ∈ B. (8.1)

Jeśli uk lad (X+, α+) jest topologicznie wolny, to na mocy Twierdzenia 6.5, algebre֒
B2 możemy traktować jako podalgebre֒ algebry kowariancji C∗(X,α;Y ). Wtedy zde-
finiowane w podrozdziale 7.2 dyskretyzacje πx̃(b), x̃ ∈ X̃, elementu b ∈ C∗(X,α;Y )
na przestrzeniach Hilberta ℓ2 maja֒ sens dla elementów algebry B2, por. Definicja 7.9.
Rozszerzymy teraz poje֒cie dyskretyzacji operatora na przypadek elementów algebry
Bp dla dowolnego p ∈ [1,∞].
Stwierdzenie 8.4 (Dyskretyzacje operatorów na przestrzeniach Lp). Za lóżmy,
że uk lad (X+, α+) jest topologicznie wolny oraz niech p ∈ [1,∞] i x̃ ∈ X̃.

1) Jeśli x̃ /∈ (∆̃+∞ ∪ ∆̃−∞), to istnieje punkt x0 ∈ Y ∩ ∆N \ ∆N+1 spe lniaja֒cy
(7.2) oraz dok ladnie jeden cia֒g ly homomorfizm πx̃ : Bp → L(ℓp(N)) taki, że dla
a ∈ A, πx(a) jest operatorem mnożenia przez cia֒g {a(αk(x0))}N−1k=0 i

πx̃(Tp) = TN , πx̃(Sp) = SN ,

sa֒ ście֒tymi operatorami przesunie֒cia, por. paragraf 7.2.

2) Jeśli x̃ ∈ ∆̃+∞ \ ∆̃−∞, to istnieje punkt x0 ∈ Y ∩ ∆+∞ spe lniaja֒cy (7.3) oraz
dok ladnie jeden cia֒g ly homomorfizm πx̃ : Bp → L(ℓp(N)) taki, że πx(a), a ∈ A,
jest operatorem mnożenia przez cia֒g {a(αk(x0))}k∈N, a

πx̃(Tp) = TN, πx̃(Sp) = SN,

sa֒ (jednostronnymi) operatorami przesunie֒cia, por. paragraf 7.3.

3) Jeśli x̃ ∈ ∆̃−∞ \ ∆̃+∞, to istnieje cia֒g (x0, x1, x2, ....) spe lniaja֒cy (7.4), (7.5)
oraz dok ladnie jeden cia֒g ly homomorfizm πx̃ : Bp → L(ℓp(N)) taki, że πx(a),
a ∈ A, jest operatorem mnożenia przez cia֒g {a(xk)}k∈N, a

πx̃(Tp) = SN, πx̃(Sp) = TN,

sa֒ (jednostronnymi) operatorami przesunie֒cia, por. paragraf 7.4.
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4) Jeśli x̃ ∈ ∆̃∞ = ∆̃−∞ ∩ ∆̃+∞, to x̃ = (x0, x1, x2, ....), gdzie x0 ∈ ∆∞, oraz
istnieje dok ladnie jeden cia֒g ly homomorfizm πx̃ : Bp → L(ℓp(Z)) taki, że πx(a),
a ∈ A, jest operatorem mnożenia przez cia֒g {ak}k∈Z, gdzie ak = a(α

k(x0)), gdy
k ­ 0, ak = a(x−k), gdy k < 0, i

πx̃(Tp) = TZ, πx̃(Sp) = (TZ)
−1,

sa֒ (dwustronnymi) operatorami przesunie֒cia, por. paragraf 7.5.

Dowód. Algebra Banacha B sk lada sie֒ z operatorów mnożenia i (formalnie) nie
zależy od p, por. Stwierdzenie 3.5. Biora֒c dodatkowo pod uwage֒ definicje֒ operatorów
Tp, Sp nietrudno sprawdzić, że

‖
∞∑

k=1

a−kS
k
p +

∞∑

k=0

akT
k
p ‖p = 0 =⇒ ‖

∞∑

k=1

a−kS
k
2 +

∞∑

k=0

akT
k
2 ‖2 = 0,

gdzie
∑
k∈Z ‖ak‖ <∞, ak ∈ B. Sta֒d wynika, że jeżeli homomorfizmy πx̃ sa֒ poprawnie

określone dla p = 2, to sa֒ poprawnie określone dla każdego p ∈ [1,∞]. Dla p = 2
homomorfizmy πx̃ pokrywaja֒ sie֒ jednak z reprezentacjami zdefiniowanymi w podroz-
dziale 7.2. �

Powyższe Stwierdzenie pozwala rozszerzyć nazewnictwo przyje֒te w Definicji 7.9.

Definicja 8.5. Dla b ∈ Bp operatory πx̃(b), x̃ ∈ X̃, opisane w Stwierdzeniu 8.4,
dzia laja֒ce w przestrzeniach ℓp be֒dziemy nazywać dyskretyzacjami operatora b.

Twierdzenie 8.7 wykażemy opieraja֒c sie֒ na rezultatach z podrozdzia lów 7.3, 7.4,
oraz poniższym twierdzeniu, którego dowód jest na tyle obszerny, że umieścimy, go w
oddzielnym uste֒pie 8.2.1.

Twierdzenie 8.6 (Warunki konieczne odwracalności). Niech p ∈ [1,∞] i niech
uk lad (X+, α+) be֒dzie topologicznie wolny.

i) Jeśli operator b ∈ Bp jest odwracalny w przestrzeni Lpν(Ω), to wszystkie jego

dyskretyzacje πx̃(b), x̃ ∈ X̃, sa֒ odwracalne w przestrzeniach ℓp.

ii) Jeśli X̃ nie posiada punktów izolowanych i operator b ∈ Bp jest operatorem

Fredholma, to wszystkie jego dyskretyzacje πx̃(b), x̃ ∈ X̃, sa֒ odwracalne.

Teraz jesteśmy gotowi by sformu lować i wykazać twierdzenie be֒da֒ce g lównym
celem obecnego rozdzia lu.

Twierdzenie 8.7 (O odwracalności operatorów w przestrzeniach Lp). Jeśli
uk lad (X+, α+) jest topologicznie wolny, a X jest przestrzenia֒ metryzowalna֒, to dla
każdego p ∈ [1,∞], Bp jest pe lna֒ podalgebra֒ algebry wszystkich ograniczonych opera-

torów na przestrzeni Lpµ(Ω). Ponadto przy ustalonym cia֒gu wag {ak}k∈Z ⊂ B ∼= C(X̃)
takim, że

∑
k∈Z ‖ak‖ <∞, dla rodziny operatorów postaci

bp =
∑

k=1

a−kS
k
p +

∞∑

k=0

akT
k
p ∈ Bp, p ∈ [1,∞],

naste֒puja֒ce warunki sa֒ równoważne
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1) operatory bp sa֒ odwracalne dla każdego p ∈ [1,∞],

2) operator bp jest odwracalny dla pewnego p ∈ [1,∞],

3) wszystkie dyskretyzacje operatora bp sa֒ odwracalne dla każdego p ∈ [1,∞],

4) wszystkie dyskretyzacje operatora bp sa֒ odwracalne dla pewnego p ∈ [1,∞].
Jeśli dodatkowo X+ nie posiada punktów izolowanych, to powyższe warunki sa֒ rów-
noważne naste֒puja֒cym dwu

5) operatory bp sa֒ operatorami Fredholma, dla każdego p ∈ [1,∞],

6) operator bp jest operatorem Fredholma, dla pewnego p ∈ [1,∞].
Dowód. Implikacje i 1)⇒ 2), 3)⇒ 4) i 1)⇒ 5), 2)⇒ 6) sa֒ oczywiste. Na mocy

twierdzeń 8.1, 8.2 warunki 3), 4) sa֒ równoważne i na mocy Lematu 8.6 zachodza֒
implikacje 1), 2), 5), 6) ⇒ 3), 4) oraz, przy za lożeniu, że X+ nie posiada punktów
izolowanych, implikacje 5), 6) ⇒ 3), 4). Wystarczy wie֒c wykazać tylko implikacje֒
3)⇒ 1).
Jeśli zachodzi warunek 3), to odwracalne sa֒ wszystkie dyskretyzacje operatora b2 i z
Twierdzenia 7.11 wynika iż operator b2 jest odwracalny, a z Twierdzenia 7.18 operator
b−12 jest postaci

b−12 =
∞∑

k=1

b−kS
k
2 +

∞∑

k=0

bkT
k
2 , gdzie

∑

k∈Z

‖bk‖ <∞, bk ∈ C∆k(X).

Nietrudno teraz zauważyć, że operator
∑∞
k=1 b−kS

k
p +

∑∞
k=0 bkT

k
p jest operatorem od-

wrotnym do bp dla każdego p ∈ [1,∞] ∪ {0}. �

8.2.1 Dowód Twierdzenia 8.6

Niech b ∈ Bp i niech x̃ ∈ X̃ be֒dzie taki, że πx̃(b) nie jest operatorem odwracalnym
w ℓp. Pokażemy, że operator b nie jest odwracalny i jeśli X+ nie posiada punktów
izolowanych, to b nie jest również operatorem Fredholma.
Ze wzgle֒du na otwartość zbioru operatorów odwracalnych oraz zbioru operatorów Fre-
dholma możemy bez starty ogólności za lożyć, że operator b jest postaci (8.1), gdzie
tylko skończona ilość wspó lczynników a±k jest różna od zera, a niezerowe wspó lczyn-
niki a±k leża֒ w algebrze Banacha BN = span{

⋃N
n=0 S

n
pAT np }, dla dostatecznie dużego

N . Na mocy Twierdzenia 3.6, aTp, a ∈ BN , sa֒ konkretnymi operatorami przesunie֒cia z

waga֒ zwia֒zanymi z uk ladem (X̃N , α̃N). Nietrudno spostrzec, że topologiczna wolność
uk ladu (X+, α+) pocia֒ga topologiczna֒ wolność uk ladu (X̃N , α̃N) oraz X+ nie posiada
punktów izolowanych wtedy i tylko wtedy, gdy takowych punktów nie posiada X̃N .
W szczególności, aby uprościć notacje֒ możemy przyja֒ć, że

A = BN , (X̃N , α̃N) = (X,α),

czyli innymi s lowy zak ladamy, że

b =
∞∑

k=1

a−kS
k
p +

∞∑

k=0

akT
k
p , gdzie ak ∈ A, k ∈ Z, a±k = 0, dla |k| > J,
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SpTp ∈ A oraz uk lad (X,α) = (X+, α+) jest topologicznie wolny.
Zasadnicza idea dowodu polega na tym by za pomoca֒ odwzorowania ϕ z Definicji 3.1
oraz wektorów

”
powoduja֒cych nieodwracalność” πx̃(b) skonstruować wektory

”
powo-

duja֒ce nieodwracalność” operatora b. W zależności od postaci operatora πx̃(b), por.
Stwierdzenie 8.4 i podrozdzia l 7.2, należy rozważyć naste֒puja֒ce cztery przypadki:

1) Jeśli x̃ posiada skończona֒ orbite֒ zaczynaja֒ca֒ sie֒ od x0 ∈ ∆N−1 \ (∆−1 ∪∆N),
por. paragraf 7.3, to operator πx̃(b) jest skończenie wymiarowy i istnieje unormowany
wektor f =

∑N−1
k=0 λkek należa֒cy do jego ja֒dra πx̃(b). Bezpośredni rachunek pokazuje,

iż

πx̃(b)f =

(
N−1∑

i=1

πx̃(a−i)S
i
N +

N−1∑

i=0

πx̃(ai)T
i
N

)
N−1∑

k=0

λkek =
N−1∑

j=0

(N−1∑

k=0

λkak−j(α
j(x0))

)
ej,

czyli
N−1∑

k=0

λka(k−j)(α
j(x0)) = 0 dla każdego j = 0, ..., N − 1. (8.2)

Niech U be֒dzie otwartym i niepustym podzbiorem ∆N−1 \ (∆−1∪∆N) takim, że zbiór

ω := ϕ−1(U) ∩ Ω0

ma miare֒ skończona֒. Na mocy wyboru U zbiory αj(U), j = 0, ..., N − 1, sa֒ parami
roz la֒czne. Z warunku 2) Definicji 3.1 wynika wie֒c, że zbiory γj(ω), j = 0, ..., N − 1,
również sa֒ parami roz la֒czne. Po lóżmy

fU :=
N−1∑

k=0

λk
Skp (χω)

µ(ω)
1
p

=
N−1∑

k=0

λk
χγk(ω)

∣∣∣γ(µ)
dµ

∣∣∣
1
p µ(ω)

1
p

∈ Lpµ(X).

Wtedy ‖fU‖ = ‖f‖ = 1 oraz

bfU =

( ∞∑

i=1

a−iS
i
p +

∞∑

i=0

aiT
i
p

)
N−1∑

k=0

λk
Skp (χω)

µ(ω)
1
p

=
N−1∑

j=0

N−1∑

k=0

λk ak−j
Sjp(χω)

µ(ω)
1
p

.

Skoro x0 ∈ ∆N−1 \ (∆−1 ∪∆N), to dla dowolnego ε > 0, zbiór U można wybrać tak,
aby ‖bfU‖ < ε. Rzeczywíscie, warunki (8.2) oraz warunek 1) Definicji 3.1 pozwalaja֒
przyja֒ć, iż

max
x∈U

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

λk ak−j(α
j(x))

∣∣∣∣∣ <
ε

N
1
p

, dla j = 0, 1, ..., N − 1.

Dla p = ∞ nierówność ‖bfU‖ < ε jest jasna. Dla p < ∞ nierówność ta wynika z
naste֒puja֒cego, bezpośredniego rachunku

‖bfU‖p =
1

µ(ω)

N−1∑

j=0

∫

Ω

∣∣∣
N−1∑

k=0

λk (ak−j ◦ ϕ)Sjp(χω)
∣∣∣
p
dµ
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=
1

µ(ω)

N−1∑

j=0

∫

ω

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

λk ak−j
(
ϕ(γj(t))

)∣∣∣∣∣

p

dµ(t)

=
1

µ(ω)

N−1∑

j=0

∫

U

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

λk ak−j(α
j(x))

∣∣∣∣∣

p

dν(x) < εp.

Podsumowywuja֒c, niezależnie od p mamy ‖bfU‖ < ε. Pokazalísmy zatem, że operator
b nie jest ograniczony z do lu, czyli nie jest odwracalny.
Jeśli dodatkowo X nie posiada punktów izolowanych, to stosuja֒c powyższe rozu-
mowanie możemy wybrać cia֒g {Un}n∈N parami roz la֒cznych otwartych i niepustych
podzbiorów ∆N−1 \ (∆−1∪∆N) takich, że limn→∞ ‖bfUn‖ = 0 oraz ‖fUn‖ = 1. Z cia֒gu
wektorów {fωn}n∈N nie da sie֒ wybrać podcia֒gu zbieżnego, gdyż

‖fUn − fUm‖ = 2
1
p ­ 1, m 6= n, (8.3)

a sta֒d b nie może być operatorem Fredholma. Rzeczywíscie, gdyby b by l operatorem
Fredholma, to istnia lby operator R taki, że Rb = 1 − K, gdzie K jest operatorem
zwartym. Wtedy można by wybrać podcia֒g {fUnk}k∈N taki, że cia֒g {KfUnk}k∈N jest
zbieżny do f0, co prowadzi to sprzeczności, gdyż równość

lim
k→∞
(fUnk −KfUnk ) = limk→∞RbfUnk = 0

implikuje, że limk→∞ fUnk = f0.

2) Niech x̃ posiada dodatnio nieskończona֒ orbite֒ zaczynaja֒ca֒ sie֒ od x0 ∈ ∆+∞ \
∆−1, por. paragraf 7.3.

Rozważmy najpierw przypadek, gdy 1 < p <∞. Wtedy przestrzenie ℓp(N), Lpµ(Ω)
sa֒ refleksywne i przechodza֒c ewentualnie do przestrzeni sprze֒żonej możemy za lożyć,
że operator πx̃(b) nie jest ograniczony z do lu. Przy tym za lożeniu istnieje cia֒g {fn}n∈N

wektorów z ℓp(N) spe lniaja֒cych relacje:

‖fn‖ = 1, ‖bx̃fn‖p ¬
1

n
oraz fn =

N(n)∑

k=0

λ
(n)
k ek dla pewnego N(n) ∈ N.

Dla każdego n ∈ N oznaczmy M(n) := N(n) + J , gdzie J ∈ N jest takie, że a±k = 0
dla |k| > J . Analogicznie jak w przypadku 1) dla każdego otwartego, niepustego
podzbioru

Un ⊂ ∆M(n) \∆−1
takiego, że zbiór ωn := ϕ

−1(Un) ∩ Ω0 ma miara֒ skończona֒ po lóżmy

fUn :=
N(n)∑

k=0

λ
(n)
k

Skp (χωn)

µ(ωn)
1
p

∈ Lpµ(Ω).

Zbiory γj(ωn), j = 0, ...,M(n), sa֒ parami roz la֒czne, co wynika z różnowartościowości
γ oraz relacji ωn ⊂ D \ γ(D). Zatem ‖fωn‖ = ‖fn‖ = 1.
Niech ε > 0 be֒dzie dowolny. Dla każdego n ∈ N zbiór Un można wybrać tak, aby

max
x∈Un

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k ak−j(α

j(x))
∣∣∣∣
p

−
∣∣∣∣

∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k ak−j(α

j(x0))
∣∣∣∣
p
∣∣∣∣∣∣
<

ε

M(n)
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dla j = 0, 1, ...,M(n). Wtedy

‖bfUn‖p =
∥∥∥∥∥∥

M(n)∑

j=0

∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k ak−j

Sjp(χωn)

µ(ωn)
1
p

∥∥∥∥∥∥

p

=
1

µ(ωn)

M(n)∑

j=0

∫

Ω

∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λk (ak−j ◦ ϕ)Sjp(χωn)

∣∣∣
p
dµ

=
1

ν(Un)

M(n)∑

j=0

∫

Un

∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k ak−j(α

j(x))
∣∣∣
p
dν(x)

< ε+
M(n)∑

j=0

∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k ak−j(α

j(x0))
∣∣∣
p
= ε+ ‖πx̃(b)fn‖p ¬

1

n
+ ε.

Z dowolności ε i n wynika wie֒c, że operator b nie jest ograniczony z do lu.
Rozważmy teraz przypadek, gdy p = 1. Jeśli istnieje niezerowy wektor f ∈ ℓ1(N)

taki, że πx̃(b)f = 0, to podobnie jak powyżej można utworzyć cia֒g elementów fUn ∈
L1µ(Ω) takich, że ‖fUn‖ = 1 i limn→∞ bfωn = 0. Jeśli operator πx̃(b) jest różnowarto-
ściowy, to można rozpatrzeć operator

bx̃ :=
∞∑

i=1

T i
N
πx̃(a−i) +

∞∑

i=0

Si
N
πx̃(ai).

dzia laja֒cy w przestrzeni c0(N). Wtedy (bx̃)
∗ = πx̃(b) i w szczególności operator bx̃ jest

nieodwracalny. Skoro (bx̃)
∗ ma trywialne ja֒dro, to bx̃ nie jest ograniczony z do lu. Zatem

istnieje cia֒g {fn}n∈N elementów z c0(N) takich, że ‖fn‖ = 1 i limn→∞ bx̃fn = 0. Z
pomoca֒ tego cia֒gu można skonstruować wektory {fUn}n∈N ⊂ L∞µ (Ω) takie, że ‖fUn‖ =
1 i limn→∞(b

∗)fUn = 0. Rzeczywíscie, za lóżmy, że ‖bx̃fn‖ ¬ 1
n
, fn =

∑N(n)
k=0 λ

(n)
k ek i

ustalmy dowolny ε > 0. Wtedy, skoro bx̃fn =
∑∞
j=0

(∑N(n)
k=0 λ

(n)
k aj−k(α

k(x0))
)
ej, to

istnieje cia֒g niepustych otwartych zbiorów Un ⊂ ∆M(n)\∆−1, gdzie M(n) := N(n)+J ,
dla których

max
x∈Un

∣∣∣∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k aj−k(α

k(x))

∣∣∣∣∣∣
< ε+

1

n
, j = 0, 1, ...,M(n); n ∈ N,

oraz zbiór ωn := ϕ
−1(Un)∩Ω0 ma miare֒ skończona֒. K lada֒c fUn =

∑N(n)
k=0 λ

(n)
k χγk(ωn) ∈

L∞µ (Ω) mamy ‖fUn‖ = 1 oraz

‖b∗fUn‖ = ‖
M(n)∑

j=0

( ∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k (aj−k ◦ ϕ ◦ γk−j)

)
χγj(ωn)‖

= max
j=0,....,M(n)

essupωn

∣∣∣∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k (aj−k ◦ αk ◦ ϕ)

∣∣∣∣∣∣
< ε+

1

n
.

Sta֒d operator b∗, a wie֒c i b, nie jest odwracalny.
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Niech teraz p =∞. Wtedy dla operatora bx̃ : c0(N)→ c0(N), gdzie bx̃ = πx̃(b)|c0(N)
mamy (bx̃)

∗∗ = πx̃(b), ska֒d bx̃ jest nieodwracalny. Jeśli bx̃ jest nieograniczony z do lu,
to analogicznie jak powyżej konstruujemy cia֒g {fUn}n∈N ⊂ L∞µ (Ω) taki, że ‖fUn‖ = 1 i
limn→∞ bfUn = 0. W przeciwnym razie operator (bx̃)

∗ ma nietrywialne ja֒dro, a wtedy
można skonstruować cia֒g fUn ∈ L1µ(Ω) takich, że ‖fUn‖ = 1 i limn→∞ b

′fUn = 0, gdzie

b′ :=
∞∑

i=1

T i1a−i +
∞∑

i=0

Si1ai ∈ L(L1µ(Ω)).

Zatem operator b′ jest nieodwracalny, a sta֒d, że (b′)∗ = b, operator b również jest
nieodwracalny odwracalny.

Jeśli X nie posiada punktów izolowanych, to we wszystkich rozważanych przy-
padkach zbiory {Un}n∈N możemy wybrać tak, aby by ly one parami roz la֒czne. Wtedy
wszystkie rozpatrywane cia֒gi {fUn}n∈N spe lniaja֒ relacje֒ (8.3) i w konsekwencji wszyst-
kie rozważane powyżej operatory w przestrzeniach Lpµ(Ω), p ∈ [1,∞], nie sa֒ operato-
rami Fredholma.

3) Niech punkt x̃ = (x0, x1, x2...) ∈ X∞ posiada ujemnie nieskończona֒ orbite֒
kończa֒ca֒ sie֒ na x0 ∈ ∆−∞ \∆1, por. paragraf 7.4.

Analogicznie jak w 2) rozważmy najpierw przypadek, gdy 1 < p < ∞ i (prze-
chodza֒c ewentualnie do operatorów sprze֒żonych) za lóżmy, że istnieje cia֒g {fn}n∈N

wektorów z ℓp(N) takich, że ‖fn‖ = 1, ‖πx̃(b)fn‖p ¬ 1
n

oraz fn =
∑N(n)
k=0 λ

(n)
k ek dla

pewnego N(n) ∈ N. Oznaczmy M(n) := N(n) + J , n ∈ N i dla każdego otwartego,
niepustego podzbioru

Un ⊂ ∆M(n) \∆M(n)+1
takiego, że zbiór ωn := ϕ

−1(Un) ∩ Ω0 ma miare֒ skończona֒, po lóżmy

fUn =
N(n)∑

k=0

λ
(n)
k

SM(n)−kp (χωn)

µ(ωn)
1
p

∈ Lpµ(Ω).

Zbiory γk(ωn), k = 0, ...,M(n), sa֒ niepuste i parami roz la֒czne, gdyż ωn ⊂ Dn \Dn+1,
gdzie Dn jest dziedzina֒ γn. Sta֒d ‖fUn‖ = ‖fn‖ = 1.
Ustalmy teraz dowolny ε > 0. Zbiór Un, n ∈ N, można wybrać tak, aby wartość

max
x∈Un

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k aj−k(α

M(n)−j(x))
∣∣∣∣
p

−
∣∣∣∣

∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k aj−k(α

M(n)−j(xM(n)))
∣∣∣∣
p
∣∣∣∣∣∣

by la mniejsza niż ε
M(n)

dla każdego j = 0, 1, ...,M(n). Wtedy

‖bfUn‖p =
∥∥∥∥∥∥

M(n)∑

j=0

( ∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k aj−k

)SM(n)−jp (χωn)

µ(ωn)
1
p

∥∥∥∥∥∥

p

=
1

ν(Un)

M(n)∑

j=0

∫

Un

∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k aj−k(α

M(n)−j(x))
∣∣∣
p
dν(x)

< ε+
M(n)∑

j=0

∣∣∣
∑

0¬k¬N(n)
λ
(n)
k aj−k

(
αM(n)−j(xM(n))

)∣∣∣
p
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= ε+

∥∥∥∥∥

( ∞∑

i=1

πx̃(a−i)T
i
N
+
∞∑

i=0

πx̃(ai)S
i
N

)
fn

∥∥∥∥∥

p

= ε+ ‖πx̃(b)fn‖p ¬
1

n
+ ε.

Z dowolności ε i n operator b nie jest ograniczony z do lu.

W przypadku, gdy p = 1,∞, operator b nie jest odwracalny, co można pokazać
rozumuja֒c analogiczne jak w punkcie 2). Podobnie uzasadnia sie֒ również fakt, że jeśli
X nie posiada punktów izolowanych, to b nie jest operatorem Fredholma.

4) Niech punkt x̃ posiada obustronnie nieskończona֒ orbite֒: x̃ = (x0, x1, ..., xn, ...) ∈
X∞, gdzie x0 ∈ ∆∞, por. paragraf 7.5.

Tak jak w punktach 2) i 3) rozpatrzmy przypadek, gdy 1 < p < ∞ i za lóżmy,
że istnieje cia֒g {fn}n∈N wektorów z ℓp(N) takich, że ‖fn‖ = 1, ‖πx̃(b)fn‖p ¬ 1

n
oraz

fn =
∑N(n)
k=−N(n) λ

(n)
k ek dla pewnego N(n) ∈ N. Oznaczmy M(n) := N(n) + J .

Korzystaja֒c z topologicznej wolności uk ladu (X,α), na mocy Lematu 6.2 dla każ-
dego otoczenia otwartego V ⊂ ∆M(n) punktu xM(n) (be֒da֒cego M(n)-ta֒ wspó lrze֒dna֒
cia֒gu x̃ = (x0, x1, ..., ...)) istnieje liczba 0 ¬ m(n) < 2M(n) oraz otwarty i nie-
pusty podzbiór Un ⊂ ∆2M(n)+m(n) taki, że αm(n)(Un) ⊂ V oraz Un ∩ αj(Un) = ∅,
j = 1, ..., 2M(n) + m(n). Wtedy k lada֒c ωn := ϕ−1(Un) ∩ Ω0, różnowartościowość
γ oraz wybór Un implikuja֒, iż zbiory γj(ωn), j = 0, 1, ..., 2M(n) + m(n) sa֒ parami
roz la֒czne. Sta֒d dla wektora

fUn :=
N(n)∑

k=−N(n)
λ
(n)
k

SM(n)+m(n)−kp (χωn)

µ(ωn)
1
p

∈ Lpν(X)

otrzymujemy ‖fUn‖ = ‖fn‖ = 1. Ponadto dla dowolnego ε > 0 zbiór Un (a w laściwie
zbiór V ) możemy wybrać tak, aby wartość

max
x∈Un

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣
∑

|k|¬N(n)
λ
(n)
k aj−k(α

M(n)+m(n)−j(x))
∣∣∣∣
p

−
∣∣∣∣
∑

|k|¬N(n)
λ
(n)
k aj−k(α

M(n)−j(xM(n)))
∣∣∣∣
p
∣∣∣∣∣∣

by la mniejsza niż ε
M(n)

dla każdego j = 0,±1, ...,±M(n). Wtedy podobnie jak w

przypadku 3) otrzymujemy

‖bfUn‖p < ε+ ‖πx̃(b)fn‖p ¬
1

n
+ ε,

ska֒d wnioskujemy, że b nie jest operatorem odwracalnym. JeśliX nie posiada punktów
izolowanych, to zbiory {Un}n∈N możemy wybrać tak, aby by ly one parami roz la֒czne.
Wtedy cia֒gi {fUn}n∈N spe lniaja֒ relacje֒ (8.3) i operator b nie jest operatorem Fre-
dholma.
Sytuacje֒, gdy p = 1,∞ rozpatruje sie֒ analogicznie jak w przypadku 2). �

Uwagi do rozdzia lu 8

Dowód Twierdzenia 8.2 jest modyfikacja֒ dowodu analogicznego twierdzenia z pracy
[Leb83] przytoczonego tu jako Twierdzenie 8.1.
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G lówna idea dowodu Twierdzenia 8.7 pochodzi z pracy [Leb83], gdzie wykazano
analogiczne twierdzenie w przypadku, gdy operator Tp jest odwracalna֒ izometria֒, a al-
gebra A jest algebra֒ wszystkich operatorów mnożenia na przestrzeni Lpµ(Ω). Trzeba tu
jednak podkreślić, że opracowanie dowodu Twierdzenia 8.7 wymaga lo istotnie innych
metod, niż w wymienionej wyżej pracy [Leb83]. Mianowicie, w [Leb83] (podobnie jak
i w obecnej rozprawie) jednym z zasadniczych jest za lożenie o metryzowalności prze-
strzeni idea lów maksymalnych algebry A, które jeśli A ∼= L∞µ (Ω) implikuje, iż miara
µ jest skończona, co z kolei wyklucza wszystkie rozpatrywane przez nas przyk lady.
W laśnie to za lożenie o metryzowalności (pojawiaja֒ce sie֒ w kontekście tranzytywności
topologicznych uk ladów dynamicznych, patrz Wniosek 7.15) spowodowa lo potrzebe֒
wprowadzenia w Definicji 3.1 pewnych warunków, które umożliwi ly przeprowadzenie
dowodu Twierdzenia 8.7 w przypadku, gdy A ⊂ L∞µ (Ω) oraz A 6= L∞µ (Ω).



Rozdzia l 9

Widmo konkretnych ważonych
operatorów przesunie֒cia w
przestrzeniach Lp

W tym rozdziale zakończymy ostatni etap naszych badań. Korzystaja֒c z Twierdze-
nia 8.7 przeniesiemy opis widma otrzymany w przypadku operatorów w przestrzeni
Hilberta (rozdzia l 6), na przypadek konkretnych ważonych operatorów przesunie֒cia
aTp w przestrzeniach Lp, 1 ¬ p ¬ ∞. Ponadto, podamy warunki implikuja֒ce spójność
widma operatorów aTp, a dla operatora Tp omówionego w podrozdziale 3.2 przedsta-
wimy konstrukcje֒ wagi a takiej, by widmo σ(aTp) by lo dowolnym, z góry zadanym
zwartym zbiorem o symetrii ko lowej.

9.1 Sprowadzenie do widma operatorów na prze-

strzeni Hilberta L2.

Niech aTp, a ∈ A, be֒dzie konkretnym ważonym operatorem przesunie֒cia na prze-
strzeni Lpµ(Ω) i Sp jest cze֒ściowa֒ izometria֒ sprze֒żona֒ z Tp, patrz podrozdzia l 3.1.
Wtedy algebry

A+ = SpTpA+ (1− SpTp)A,

B = span{
∞⋃

n=0

SnpAT np }

sk ladaja֒ sie֒ z operatorów mnożenia i nie zależa֒ od p ∈ [1,∞] (jeśli traktować je np.
jako podalgebry L∞µ (Ω)), por. Stwierdzenie 3.5. Przez (X+, α+) oraz (X̃, α̃) oznaczamy
cze֒ściowe uk lady dynamiczne, które operator Tp generuje odpowiednio na widmie
algebry A+ oraz na widmie algebry B. Jako wniosek z Twierdzenia 8.7 otrzymujemy

Twierdzenie 9.1. Jeśli przestrzeń X jest metryzowalna i uk lad (X+, α+) jest topo-
logicznie wolny. Wtedy dla każdego b ∈ B mamy

σ(bTp) = σ(bT2), dla każdego p ∈ [1,∞].

151
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Jeśli dodatkowo X+ nie posiada punktów izolowanych, to

σ(bTp) = σess(bTp).

Dowód. Operatory postaci λ1 − bTp, λ ∈ C, należa֒ do algebry Bp, patrz strona
142. Z Twierdzenia 8.7 ich odwracalność nie zależy od p, a w przypadku, gdy X+ nie
posiada punktów izolowanych, odwracalność równoważna jest warunkom Fredholma.
�

Stosuja֒c powyższe twierdzenie możemy przenieść na grunt konkretnych opera-
torów przesunie֒cia z waga֒ wszystkie rezultaty z Podrozdzia lu 6.3. W szczególności
mamy

Twierdzenie 9.2 (Opis widma σ(bTp), b ∈ B). Jeśli przestrzeń X jest metry-
zowalna i uk lad (X+, α+) jest topologicznie wolny (co zawsze ma miejsce jeśli uk lad
(X,α) jest topologicznie wolny), to dla każdego elementu b ∈ B = span{⋃∞n=0 SnpAT np }
widmo

σ(bTp) =
⋃

i∈I
Pi,

nie zależy od p ∈ [1,∞], a każda jego spójna sk ladowa jest pierścieniem Pi = {λ ∈
C : r−i ¬ |λ| ¬ r+i }, i ∈ I \ {0}, lub gdy operator bTp jest nieodwracalny, dyskiem
P0 = {λ ∈ C : |λ| ¬ r+0 }, których promienie dane sa֒ naste֒puja֒cymi wzorami:

i) Jeśli b jest postaci b = a0 + Spa1Tp + ... + S
n
p anT

n
p , ak ∈ A, to istnieje podzia l

{ωi}i∈I przestrzeni X na domknie֒te α-niezmiennicze zbiory, taki, że dla i ∈ I
mamy

r−i = min
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |
n∑

k=0

âk(α
n−k(x))| dµ,

r+i = max
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |
n∑

k=0

âk(α
n−k(x))| dµ.

W szczególności jeśli b = a ∈ A, to

r−i = min
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |â(x)| dµ, r+i = max
µ∈Erg(ωi,α)

exp
∫

ωi

ln |â(x)| dµ.

ii) Dla dowolnego b istnieje podzia l {ω̃i}i∈I przestrzeni X̃ na domknie֒te α̃-niezmien-
nicze zbiory, taki, że dla i ∈ I mamy

r−i = min
µ∈Erg(ω̃i,α̃)

exp
∫

ω̃i

ln |b̂(x̃)|, r+i = max
µ∈Erg(ω̃i,α̃)

exp
∫

ω̃i

ln |b̂(x̃)| dµ.

Jeśli dodatkowo X+ nie posiada punktów izolowanych, to widmo σ(bTp) pokrywa sie֒
z widmem istotnym σess(bTp):

σ(bTp) = σess(bTp).

Dowód. Wystarczy zastosować Twierdzenia 9.1, 6.11. �
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Uwaga 9.3. W powyższym twierdzeniu fakt, że widmo σ(bTp) nie zależy od p ∈
[1,∞] można t lumaczyć tym, że wraz ze zmiana֒ p zmieniamy tu nie tylko przestrzeń,
ale też i postać operatora Tp. Dla ważonych operatów kompozycji (danych wzorem
niezależnym od p) postać widma na ogó l zależy od przestrzeni, na której te operatory
dzia laja֒. Na przyk lad dla operatorów aTp, a ∈ A, z podrozdzia lu 3.2 mamy

(Tpf)(t) =
p
√
N f(Nt), f ∈ Lp(R)

i dla ustalonego a ∈ A promień spektralny r := r(aTp) = const, nie zależy od p.
Natomiast oznaczaja֒c przez rp(aT ) promień spektralny operatora aT : Lp(R) →
Lp(R), gdzie T jest (nieunormowanym) operatorem kompozycji:

(Tf)(t) = f(Nt), f ∈ Lp(R)

otrzymujemy, że rp(aT ) = rp
(
a 1
p
√
N

p
√
NT

)
= 1

p
√
N
· r(aTp) = r

p
√
N

zależy od p.

Na mocy Twierdzenia 9.2, korzystaja֒c z opisów zawartych w Przyk ladach 6.13 -
6.18, otrzymujemy automatycznie opis widma operatorów na przestrzeniach Lp zwia֒-
zanych z naste֒puja֒cymi uk ladami dynamicznymi:

• przesunie֒cia Markowa (ΣN , σN) - Przyk lad 6.13

• odwzorowania α(z) = zN na okre֒gu S1 - Przyk lad 6.14

• odwzorowania logistyczne αλ(x) = 4λx(1− x) - Przyk lad 6.15

• zachowuja֒ce orientacje֒ homeomorfizmy okre֒gu S1 - Przyk lad 6.17

• przesunie֒cia na torusie Td - Przyk lad 6.18

Ponadto we wszystkich tych przyk ladach widmo pokrywa sie֒ z widmem istotnym.
Widmo klasycznego operatora przesunie֒cia z waga֒ - Przyk lad 6.16, również nie zależy
od przestrzeni ℓp, p ∈ [1,∞], na której on dzia la. By uzasadnić ten ostatni fakt nie
możemy jednak użyć Twierdzenia 9.2, gdyż przestrzeń β(N) nie jest metryzowalna.
Znajduje tu natomiast zastosowanie Twierdzenie 8.2.

9.2 Ważone operatory przesunie֒cia o dowolnie za-

danym typowym widmie.

Jasne jest, że widmo (abstrakcyjnego) operatora przesunie֒cia z waga֒ może być w
ogólności dowolnym zwartym podzbiorem p laszczyzny zespolonej, por. Przyk lad 5.7.
W świetle Twierdzeń 6.11, 9.2 należa loby jednak uznać, że typowym widmem jest
zbiór, którego każda spójna sk ladowa jest pierścieniem, ewentualnie ko lem, o środku
w zerze. By pogla֒d ten by l w pe lni uzasadniony, w obecnym paragrafie, przedstawimy
konstrukcje֒ operatora spe lniaja֒cego za lożenia Twierdzenia 6.11, którego widmem jest
dowolny, przez to twierdzenie dopuszczalny, z góry zadany zbiór. Do tego celu ope-
ratora przesunie֒cia pe lnia֒cego ważna֒ role w niniejszej pracy, pojawiaja֒cego sie֒ w
Przyk ladach 0.3, 4.11, 6.14 oraz w podrozdziale 3.2.
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Zanim jednak przejdziemy do zapowiedzianej konstrukcji omówimy pokrótce, wy-
kluczaja֒ce nasze przedsie֒wzie֒cie, warunki implikuja֒ce spójność widma. Przypomnijmy,
że we wszystkich omówionych do tej pory przyk ladach (patrz uwagi na końcu poprzed-
niego paragrafu oraz Przyk lady 6.13 - 6.18) widmo operatorów ważonego przesunie֒cia
jest spójne. Spójność widma w tych przyk ladach wynika z nierozk ladalności topolo-
gicznych uk ladów dynamicznych (X,α) generowanych przez rozważane operatory na
algebrach wag, patrz Twierdzenie 6.12. W przypadku konkretnych ważonych operato-
rów przesunie֒cia spójność widma może być ca lkowicie zdeterminowana przez operator
przesunie֒cia – niezależna od wyboru algebry wag. Takie zjawisko wynika z nierozk la-
dalności metrycznego uk ladu dynamicznego (Ω, µ, γ).

Definicja 9.4. Niech (Ω,Σ, µ) be֒dzie przestrzenia֒ z miara֒ i niech γ : D → Ω, D ∈ Σ,
be֒dzie odwzorowaniem mierzalnym. Powiemy, że przestrzeń Ω jest µ-nierozk ladalna
ze wzgle֒du na γ, gdy dla każdego γ-niezmienniczego zbioru ω ∈ Σ, czyli takiego, że

γ−1(ω) = ω ∩D

mamy µ(ω) = 0 lub µ(Ω \ ω) = 0.

Twierdzenie 9.5. Rozważmy na przestrzeni Lpµ(Ω) operator postaci

(Tpf)(t) =





∣∣∣dµ◦γ
dµ

∣∣∣
1
p f(γ(t)), t ∈ D

0, t /∈ D
.

Jeśli przestrzeń Ω jest µ-nierozk ladalna ze wzgle֒du na γ, to dla każdego konkretnego
ważonego operatora przesunie֒cia aTp zbiór |σ(aTp)| jest spójny.

Dowód. Za lóżmy, że aTp jest konkretnym ważonym operatorem przesunie֒cia z
waga֒ zwia֒zanym z uk ladem (X,α) oraz że zbiór |σ(aT )| jest niespójny. Wtedy na
mocy Twierdzenia 5.8 istnieje nietrywialny α-niezmienniczy domknie֒to-otwarty pod-
zbiór U ⊂ ∆∞. K lada֒c

ω := ϕ−1(U),

otrzymujemy µ(ω) > 0 i µ(Ω \ω) > 0, patrz Definicja 3.1. Z przemienności diagramu
(3.1) mamy ω ⊂ D oraz

γ−1(ω) = γ−1(ϕ−1(U)) = ϕ−1(α−1((U)) = ϕ−1(U) = ω.

Zatem ω jest zbiorem γ-niezmienniczym, co jest sprzeczne z za lożeniem o nierozk la-
dalności. �

Przyk lad 9.6. Prosta R jest rozk ladalna ze wzgle֒du na podniesienie γ : R → R
dowolnego homeomorfizmu α : S1 → S1. Jeśli Tp ∈ L(Lp(R)) jest unormowanym
operatorem z lożenia z γ, patrz paragraf 3.5.1, to nie trudno jest skonstruować opera-
tor mnożenia a na Lp(R) taki, że zbiór |σ(aTp)| jest zbiorem niespójnym. Natomiast
jeśli γ(0) > 0, to kompresja Tp operatora Tp do podprzestrzeni Lp(R+) jest opera-
torem z lożenia z odwzorowaniem γ : R+ → R+ wzgle֒dem, którego pó lprosta R+ jest
już nierozk ladalna. Zatem w tym przypadku, dla dowolnego konkretnego ważonego
operatora przesunie֒cia postaci aTp zbiór |σ(aTp)| jest spójny.
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W świetle Twierdzenia 9.5, dla operatorów przesunie֒cia z Przyk ladów 4.13 - 4.15,
6.16 - 6.18 nie można wybrać algebry wag tak, aby by ly spe lnione za lożenia Twier-
dzenia 9.2 i widmo ważonego operatora przesunie֒cia by lo nie spójne. Można to jednak
uczynić dla operatorów wyste֒puja֒cych Przyk ladach 4.10 - 4.12, 6.13 - 6.15. Wybie-
ramy tu operator z Przyk ladów 0.3, 4.11, 6.14.
Niech E = Lp(R+), p ∈ [1,∞], i niech T ∈ L(E) be֒dzie unormowanym operatorem
z lożenia z funkcja֒ γ(t) = Nt, t ∈ R+. Wtedy Tp jest odwracalna֒ izometria֒ i dla f ∈ E
mamy

(Tpf)(t) =
p
√
N f(Nt), (T−1p )(t) =

1
p
√
N
f
(
t

N

)
.

Niech W ⊂ C be֒dzie dowolnym zwartym zbiorem o symetrii ko lowej, tj. niech

W =
⋃

i∈I
Pi,

gdzie zbiory Pi = {λ ∈ C : r−i ¬ |λ| ¬ r+i }, 0 ¬ r−i ¬ r+i , i ∈ I, sa֒ roz la֒czne.
Skonstruujemy teraz operator mnożenia a taki, aby aTp by l konkretnym ważonym
operatorem przesunie֒cia spe lniaja֒cym za lożenia Twierdzeniu 9.2 takim, że σ(aTp) =
σess(aTp) = W . Konstrukcja przebiegać be֒dzie w trzech krokach.

I. Zauważmy, że zbiór

|W | =
⋃

i∈I
|Pi| =

⋃

i∈I
{x ∈ [0,+∞) : r−i ¬ x ¬ r+i }

jest zwarty, por. Rysunek 9.1 (a). Podzielmy zbiór indeksów I na dwie cze֒ści od-
powiadaja֒ce spójnym sk ladowym zbioru |W | be֒da֒cych odpowiednio odcinkami oraz
punktami

Io := {i ∈ I : r−i < r+i }, Ip := {i ∈ I : r−i = r+i }.
Zwartość W implikuje, iż zbiór Io jest przeliczalny, natomiast z Ip możemy wybrać
przeliczalny podzbiór I ′p taki, że zbiór

W ′ =
⋃

i∈I′
Pi, gdzie I ′ := Io ∪ I ′p,

jest zbiorem ge֒stym w W . W szczególności zbiór |W ′| = ⋃i∈I′ |Pi| posiada przeliczalna֒
ilość spójnych sk ladowych.

II. Zdefiniujmy X jako naste֒puja֒ca֒ podprzestrzeń

X =
⋃

n∈N

|W ′| × {n} ∪ |W | × {∞}

przestrzeni produktowej |W | × N. Zbiór X jest domknie֒ty, a wie֒c zwarty. Odwzoro-
wanie α : X → X określmy wzorami

α(x, n) = (x, n− 1), n > 0, α(x, 0) = (x, 0), α(x,∞) = (x,∞)

Uk lad (X,α), patrz Rysunek 9.1 (b), jest topologicznie wolny.
III. Aby zdefiniować odwzorowanie ϕ : R+ → X ustalmy dowolnie wybrany

podzia l {[ai, bi)}i∈I′ , ai < bi, i ∈ I ′, odcinka [1, 2). Niech φ : [1, 2)→ |W | przekszta lca
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|W|

W

(a)
(b)

|W ′| × {0}

|W ′| × {1}

|W ′| × {2}

|W ′| × {3}

|W | × {∞}

Rysunek 9.1: Konstrukcja uk ladu dynamicznego zwia֒zanego z ważonym operator prze-
sunie֒cia o z góry zadanym widmie.

liniowo i zgodnie z orientacja֒ odcinek [ai, bi) na odcinek |Pi| bez prawego punktu
końcowego. Po lóżmy

ϕ(t) =




φ(γn(t))× {n} t ∈ γ−n([ai, bi))
φ(γ−n(t))× {0} t ∈ γn([ai, bi))

, gdzie n ∈ N.

Nietrudno spostrzec, że odwzorowanie ϕ jest poprawnie określone, a co wie֒cej na
zbiorze

Ω0 = (0, 2)

jest ono różnowartościowe i zbiór ϕ(Ω0) jest ge֒sty w X.

Stwierdzenie 9.7. Przy powyższych oznaczeniach, niech a ∈ C(X) be֒dzie rzutem na
pierwsza֒ wspó lrze֒dna֒:

a(x, n) = x, n ∈ N.

Operator dany wzorem

(aTp)(f)(t) = a(ϕ(t))
p
√
Nf(Nt), f ∈ Lp(R+),

jest konkretnym ważonym operatorem przesunie֒cia zwia֒zanym z uk ladem (X,α), któ-
rego widmo pokrywa sie֒ z zadanym zbiorem W :

σ(aTp) = σess(aTp) = W.

Dowód. Dla powyżej zdefiniowanych obiektów, warunki 1), 2), 3) Definicji 3.1 sa֒
spe lnione. Uk lad (X,α) jest topologicznie wolny i przestrzeń X jest metryzowalna.
Na mocy Twierdzenia 9.2 oraz definicji wagi a otrzymujemy, że

σ(aTp) =
⋃

j∈J
{λ ∈ C : min

x∈ωj
|a(x)| ¬ |λ| ¬ min

x∈ωj
|a(x)|},
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gdzie {ωj}j∈J jest podzia lem przestrzeni X na domknie֒te α-niezmiennicze zbiory. Z
określenia funkcji a ∈ C(X) wynika również, że dla każdego j ∈ J istnieja֒ indeksy
i1(j), i2(j) ∈ I takie, że

r−i1(j) = minx∈ωj
|a(x)|, r+i2(j) = maxx∈ωj

|a(x)|.

W szczególności W ⊂ σ(aTp); 0 ∈ W wtedy i tylko wtedy, gdy 0 ∈ σ(aTp), patrz
Stwierdzenie 5.5. Aby otrzymać równość W = σ(aTp) wystarczy pokazać, że jeżeli
indeksy i, i′ ∈ I sa֒ takie, że

Z = {λ ∈ C : r+i < |λ| < r−i′ } ⊂ C \W,

to Z ⊂ C \ σ(aTp). By to wykazać zauważmy, że

X1 = {|Pi| × {n} ∈ X : |Pi| ⊂ [0, r+i ]}, X2 = {|Pi| × {n} ∈ X : |Pi| ⊂ [r−i′ ,∞)}

sa֒ roz la֒cznymi domknie֒to-otwartymi α-niezmienniczymi podzbiorami X oraz X =
X1 ∪X2. Sta֒d operatory mnożenia przez funkcje

χX1 ◦ ϕ, χX2 ◦ ϕ

sa֒ wzajemnie dope lniaja֒cymi sie֒ rzutami komutuja֒cymi z operatorem aTp. Czyli prze-
strzeń E = Lp(R+) możemy roz lożyć na sume֒ prosta֒ podprzestrzeni spektralnych

E = E1 ⊕ E2, σ(aTp) = σ(aTp|E1) ∪ σ(aTp|E2)

Restrykcja operatora aTp do podprzestrzeni Ei, i = 1, 2, jest konkretnym ważonym
operatorem przesunie֒cia zwia֒zanym z uk ladem (Xi, α). Stosuja֒c Twierdzenie 9.2 do
operatorów aTp : Ei → Ei, i = 1, 2, otrzymujemy, że

|σ(aTp|E1)| ⊂ [0, r+i ], |σ(aTp|E2)| ⊂ [r−i′ ,∞),

ska֒d Z ⊂ C \ σ(aTp). Zatem σ(aTp) =W .
By otrzymać równość σ(aTp) = σess(aTp) wystarczy zastosować Twierdzenie 9.2 do
operatora aTp traktuja֒c wage֒ a, jako element wie֒kszej algebry, której widmo powstaje
z X poprzez zasta֒pienie każdego izolowanego punktu pewnym odcinkiem. �

Uwagi do rozdzia lu 9

Sprowadzenie zagadnienia wyznaczenia widma ważonych, odwracalnych operatorów
kompozycji w przestrzeniach Lp do widma takich operatorów w przestrzeni L2, by lo
g lównym celem pracy [Leb83], por. uwagi do rozdzia lu 8. W tym rozdziale zakoń-
czylísmy nasze badania, dowodza֒c twierdzenia analogicznego typu, dla operatorów
generuja֒cych (na ogó l) uk lady nieodwracalne. Tym samym otrzymalísmy pe lny opis
widma konkretnych ważonych operatorów przesunie֒cia w przestrzeniach Lp (Twier-
dzenie 9.2).
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Wielu autorów, w różnych sytuacjach zwraca lo uwage֒ na spójność widma ważo-
nych operatorów kompozycji [Par65], [Kit79]. Zjawisko to w obecnej rozprawie t lu-
macza֒ Twierdzenia 6.12 i 9.5. Jednym z ważniejszych przyk ladów operatorów zwia֒-
zanych z topologicznie wolnymi uk ladami dynamicznymi i posiadaja֒cymi widmo nie-
spójne jest konstrukcja V. B. Ryvkina [AL94, Prz. 7.6], która dotyczy la ważonych
operatorów kompozycji z tranzytywnymi homeomorfizmami okre֒gu, dzia laja֒cymi w
przestrzeniach Lp(S1). Przedstawiona֒ tu konstrukcje֒ operatorów na Lp(R+), znaj-
duja֒ca֒ swój fina l w Stwierdzeniu 9.7, można traktować jako odpowiednik przyk ladu
Ryvkina w przypadku operatorów typowych dla niniejszej pracy, por. Przyk lad 9.6.



Uzupe lnienia: Algebra kowariancji
C∗(X,α;Y )

W tym miejscu wprowadzimy i opiszemy obiekty oraz rezultaty pochodza֒ce z różnych
prac, którymi pos lugiwalísmy sie֒ w obecnej rozprawie, a które dotycza֒ C∗-algebry
C∗(X,α;Y ). Motywacja֒ takiego poste֒powania jest, po pierwsze wygoda czytelnika,
a po drugie fakt, że przytoczone wyniki nie sa֒ po prostu cytatami ze źróde l, lecz
ich modyfikacjami (najcze֒ściej niewielkimi uogólnieniami) przystosowuja֒cymi je do
potrzeb niniejszego tekstu.

A Definicja i struktura C∗(X,α;Y )

W 1936 roku J. F. Murray oraz J. Von Neumann [MN36] przedstawili konstrukcje֒ al-
gebr operatorowych, która z odwracalnym, metrycznym uk ladem dynamicznym wia֒że
W ∗-algebre֒. Obecnie konstrukcja ta jest zwana produktem krzyżowym, a jej odpo-
wiednik w teorii C∗-algebr wia֒że z topologicznym, odwracalnym uk ladem dynamicz-
nym (X,α) C∗-algebre֒ generowana֒ przez kopie֒ algebry C(X) oraz operator unitarny
generuja֒cy na X homeomorfizm α. W tym kontekście algebra C∗(X,α;Y ), która֒ zde-
finiujemy poniżej, jest uogólnieniem klasycznego produktu krzyżowego dla C∗-algebr
na przypadek cze֒ściowego (niekoniecznie odwracalnego) uk ladu dynamicznego (X,α).
Wspomnijmy jeszcze, że algebra C∗(X,α;Y ) jest nieznacznym uogólnieniem obiektu
skonstruowanego i zbadanego przez autora w pracy [Kwa05’].
Ustalmy cze֒ściowy uk lad dynamiczny (X,α) i oznaczmy przez (A, δ) odpowiadaja֒cy
mu C∗-uk lad dynamiczny, to jest niech A = C(X) be֒dzie przemienna֒ C∗-algebra֒, a
δ jej endomorfizmem danym wzorem

δ(a)(x) =




a(α(x)), x ∈ ∆1
0, x /∈ ∆1

, a ∈ A = C(X). (A.1)

Charakterystyczna֒ cecha֒, zarówno klasycznego produktu krzyżowego, jak i jego uogól-
nień, jest uniwersalne zachowanie ze wzgle֒du na reprezentacje kowariantne.

Definicja A.1 (por. [Kwa05’]). Niech H be֒dzie przestrzenia֒ Hilberta, T ∈ L(H) i
niech π : A → L(H) be֒dzie niezdegenerowana֒ (przeprowadzaja֒ca֒ 1 ∈ A na operator
identycznościowy w L(H)) reprezentacja֒ C∗-algebry A. Trójke֒ (π, T,H) spe lniaja֒ca֒
relacje

Tπ(a)T ∗ = π(δ(a)), a ∈ A, T ∗T ∈ π(A)′, (A.2)

159
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be֒dziemy nazywać reprezentacja֒ kowariantna֒ cze֒ściowego uk ladu dynamicznego (X,α).
Jeśli ponadto π jest reprezentacja֒ wierna֒, to (π, T,H) be֒dziemy nazywać wierna֒ re-
prezentacja֒ kowariantna֒.

Jeśli (π, T,H) jest wierna֒ reprezentacja֒ kowariantna֒ uk ladu (X,α), to C∗-algebra
C∗(π(A), T ) generowana przez π(A) i T , nie jest wyznaczona jednoznacznie przez
pare֒ (X,α), gdyż (jak zauważylísmy już w rozdziale 1) zależy ona od idea lu

J = {a ∈ A : T ∗Tπ(a) = π(a)},

którego otoczka Y = hull(J) może być dowolnym domknie֒tym podzbiorem X zawie-
raja֒cym zbiór X \ ∆−1, por. Twierdzenie 1.34. Przy czym, jeśli reprezentacja π nie
jest wierna, to zbiór Y nie musi nawet zawierać X \∆−1. Dlatego pośród reprezentacji
kowariantnych wprowadzimy naste֒puja֒ce, dodatkowe rozróżnienie.

Definicja A.2 (por. [KL07’]). Niech Y be֒dzie domknie֒tym podzbiorem X (nieko-
niecznie zawieraja֒cym X \ ∆−1). Powiemy, że reprezentacja kowariantna (π, T,H)
uk ladu (X,α) jest zwia֒zana ze zbiorem Y , jeśli

CY (X) = {a ∈ C(X) : T ∗Tπ(a) = π(a)},

gdzie CY (X) jest zbiorem funkcji z C(X) znikaja֒cych na zbiorze Y .

Z każdym ustalonym typem reprezentacji kowariantnej, gdzie Y zawiera X \∆−1,
zwia֒żemy C∗-algebre֒ C∗(X,α;Y ). Autorowi znane sa֒ obecnie trzy różne, jawne kon-
strukcje takiej algebry, por. [Kwa05’], [KL07’],[KL07”], przy czym każda z nich jest
dosyć skomplikowana i nie wnosi nic istotnego do niniejszej pracy. Dlatego, poniżej
zdefiniujemy algebre֒ C∗(X,α;Y ) w sposób egzystencjalny, jako pewien obiekt uni-
wersalny.

Twierdzenie A.3 (Algebra kowariancji). Niech (X,α) be֒dzie cze֒ściowym uk la-
dem dynamicznym i niech Y ⊃ X \∆−1 be֒dzie zbiorem domknie֒tym. Wtedy istnieje
C∗-algebra C∗(A,T) generowana przez kopie֒ algebry A oraz operator T takie, że
spe lnione sa֒ relacje

δ(a) = TaT∗, a ∈ A, T∗T ∈ A′,

CY (X) = {a ∈ A : T∗Ta = a}
i każda reprezentacja kowariantna (π, T,H) uk ladu (X,α) zwia֒zana ze zbiorem za-
wartym w Y , integruje sie֒ do epimorfizmu (π × T ) : C∗(A,T)→ C∗(π(A), T ) jedno-
znacznie wyznaczonego przez relacje

(π × T )(a) = π(a), a ∈ A, (π × T )(T) = T.

Ponadto C∗-algebra C∗(A,T) jest przez wyżej wymienione w lasności wyznaczona jed-
noznacznie w naste֒puja֒cym sensie: jeżeli C∗(A,T′) spe lnia podobne relacje (z T′ w
miejsce T), to przyporza֒dkowanie sta le na A i takie, że T 7→ T′ przed luża sie֒ do
izomorfizmu C∗(A,T) ∼= C∗(A,T′)
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Dowód. Utożsamiaja֒c algebre֒ C∗(A,T) z wzgle֒dna֒ algebra֒ Cuntza-Pimsnera
O(J,E), gdzie J = CY (X) i E jest bimodu lem odpowiadaja֒cym C∗-uk ladowi dyna-
micznemu (A, δ) opisanym w [KL07”, Strona 8], patrz też [FMR03, Przyk lad 1.6],
teza wynika z [KL07”, Wn. 3.5] oraz [FMR03, Stw. 1.3]. �

Definicja A.4. Algebre֒ (wyznaczona֒ z dok ladnościa֒ do izomorfizmu) w Twierdzeniu
A.3 be֒dziemy oznaczać przez C∗(X,α;Y ) i nazywać (wzgle֒dna֒) algebra֒ kowariancji
cze֒ściowego uk ladu dynamicznego (X,α) wzgle֒dem zbioru Y .

Przedstawimy teraz podstawowe fakty dotycza֒ce struktury algebry C∗(X,α;Y ).
W świetle Twierdzenia 1.28, C∗-algebra C∗(

⋃
n∈N T

∗nπ(A)T n) generowana przez zbiór⋃
n∈N T

∗nπ(A)T n nie zależy od wyboru wiernej reprezentacji kowariantnej (π, T,H)
uk ladu (X,α) zwia֒zanej ze zbiorem Y . W szczególności algebra ta jest izomorficzna
z C∗-algebra֒

B = C∗(
⋃

n∈N

T∗nATn) ⊂ C∗(X,α;Y ),

gdzie T jest uniwersalnym elementem C∗(X,α;Y ). Co wie֒cej, jeśli (X̃, α̃) jest na-
turalnym rozszerzeniem (X,α) zwia֒zanym z Y , Definicja 1.32, to możemy przyja֒ć
naste֒puja֒ce utożsamienia

B = C(X̃), BT∗nTn = C(∆̃−n), BTnT∗n = C(∆̃n),

gdzie ∆̃n jest dziedzina֒, a ∆̃−n przeciwdziedzina֒ cze֒ściowego homeomorfizmu α̃n,
n ∈ N. W terminologii [LO04] C∗-algebra B nazywana jest algebra֒ wspó lczynników
algebry kowariancji C∗(X,α;Y ), co usprawiedliwia naste֒puja֒ce

Twierdzenie A.5. Zbiór elementów postaci

b =
N∑

n=1

a−nT
∗n + a0 +

N∑

n=1

anT
n, (A.3)

gdzie a±n ∈ B = C(X̃), n = 0, 1, ..., N , N ∈ N, tworzy ge֒sta֒ ∗-podalgebre֒ C∗-algebry
C∗(X,α;Y ). Ponadto wspó lczynniki a±n w przedstawieniu (A.3) można wybrać tak,
by

a−n = a−nT
∗nTn ∈ C(∆̃−n) oraz an = anT

nT∗n ∈ C(∆̃n), (A.4)

a wtedy sa֒ one przez b wyznaczone jednoznacznie i dla każdego n ∈ Z wzór

Nn(b) = an
zadaje liniowa֒ kontrakcje֒ Nn : C∗(X,α;Y )→ C(∆̃n).

Dowód. Pierwsza cze֒ść tezy wynika z [LO04, Stwierdzenie 2.3], natomiast druga
z [LO04, Twierdzenie 2.7], por. [ABL05”, 3.5]. Korzystaja֒c z równości C∗(X,α;Y ) =
C∗(X̃, α̃) można również otrzymać teze֒ korzystaja֒c z [Exel94], patrz też [Kwa05’].
�

Z powyższego twierdzenia wynika, że każdemu elementowi b ∈ C∗(X,α;Y ) od-
powiada cia֒g {Nn(b)}n∈Z ”

wspó lczynników” należa֒cych do algebry B i jak poka-
zuje poniższe twierdzenie wyznaczaja֒ one element b jednoznacznie. Zatem operatory
{Nn(b)}n∈Z można traktować jako uogólnienie wspó lczynników Fourier’a, por. Przy-
k lad B.4.
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Twierdzenie A.6. Dla b ∈ C∗(X,α;Y ) naste֒puja֒ce warunki sa֒ równoważne

i) b = 0;

ii) Nn(b) = 0, n ∈ Z;

iii) N0(b∗b) = 0.

Dowód. Wynika z [LO04, Tw. 2.15], patrz też [ABL05”, Tw. 3.14]. �

Struktura C∗(X,α;Y ) opisana w powyższych twierdzeniach w istocie zdetermino-
wana jest przez kanonicznie dzia lanie na C∗(X,α;Y ) grupy S1.

Twierdzenie A.7. Na algebrze kowariancji C∗(X,α;Y ) istnieje dzia lanie γ : S1 →
Aut (C∗(X,α;Y )) grupy S1 jednoznacznie zadane przez relacje

γz(a) := a, γz(T) := zT, a ∈ A, z ∈ S1.

Ponadto algebra B jest zbiorem punktów sta lych dzia lania γ oraz dla b ∈ C∗(X,α;Y )
zachodza֒ wzory

Nn(b) = En(b)T∗n, N−n(b) = E−n(b)Tn, n ∈ N,

gdzie

En(b) =
∫

S1
z−n γz(b) dµ(z), n ∈ Z,

a µ jest unormowana֒ miara֒ Lebesgue’a na S1.

Dowód. Traktuja֒c C∗(X,α;Y ) = C∗(X̃, α̃; ∅) jako cze֒ściowy produkt krzyżowy
C(X̃) z cze֒ściowym automorfizmem indukowanym przez α̃, wystarczy zastosować
[Exel94, Stw. 3.11]. �

Dzia lanie γ w kontekście abstrakcyjnych ważonych operatorów przesunie֒cia ma
naste֒puja֒ce znaczenie: Niech a ∈ B i z ∈ S1. Sta֒d, że γz jest automorfizmem oraz

aT− z1 = z
(
azT− 1

)
= zγz(aT− 1)

widzimy, że element aT − 1 jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego
z ∈ S1 odwracalny jest element aT− z1.

Wniosek A.8. Dla każdego a ∈ B widmo σ(aT) elementu aT w algebrze C∗(X,α;Y )
jest niezmiennicze ze wzgle֒du na obroty wokó l zera.

B Twierdzenie o Izomorfizmie

Znajomość warunków gwarantuja֒cych różnowartościowość epimorfizmu (π × T ) z
Twierdzenia A.3 jest dla niniejszej pracy jedna֒ z zasadniczych kwestii, por. Wniosek
A.8. Twierdzenia prezentuja֒ce wewne֒trzne warunki tego typu (niezależne od szcze-
gólnej postaci reprezentacji kowariantnej (π, T,H)) nazywane sa֒ w literaturze Twier-
dzeniami o Izomorfizmie, por. [Ant96], [AL94], [LO04], [ABL05”], [Leb05], [KL07’],
[Kwa05’]. Dla C∗-algebry C∗(X,α;Y ) wymagana֒ role֒ pe lni poje֒cie naste֒puja֒ce, patrz
[Kwa05’, Def. 5.12] oraz podrozdzia l 6.1.
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Definicja B.1. Cze֒ściowy uk lad dynamiczny (X,α) nazywamy topologicznie wolnym,
jeśli każdy niepusty i otwarty podzbiór U ⊂ Fn = {x ∈ ∆n : αn(x) = x}, n > 0,
przecina niepusto pewien cykl

{x0, x1, ...xn−1} ⊂ Fn, α(xk) = xk+1 (mod n), k = 0, ..., n− 1,

dla którego istnieje punkt y ∈ ∆1 \ Fn taki, że α(y) ∈ {x0, x1, ...}, por. Rysunek 6.1.

Jeśli uk lad (X,α) jest topologicznie wolny, to uk lad (X+, α+), opisany w Stwier-
dzeniu 1.26, generowany przez operator T na widmie C∗-algebry C∗(A,T∗T) również
jest topologicznie wolny (patrz Stwierdzenie 6.3).

Twierdzenie B.2 (Twierdzenie o Izomorfizmie). Jeśli uk lad (X+, α+) jest to-
pologicznie wolny, to dla każdej wiernej reprezentacji kowariantnej (π, T,H) uk ladu
(X,α) zwia֒zanej z Y epimorfizm (π× T ) : C∗(X,α;Y )→ C∗(π(A), T ) jest izomorfi-
zmem.

Dowód. Na mocy Stwierdzenia 1.25 odwzorowanie π przed luża sie֒ kanonicznie
do izomorfizmu π̃ : C∗(A,T∗T) = C(X+) → C∗(A, T ∗T ) w taki sposób, że trójka
(π̃, T,H) jest reprezentacja֒ kowariantna֒ uk ladu (X+, α+) w sensie [Kwa05’], por. De-
finicja A.1. Stosuja֒c [Kwa05’, Tw. 6.11] do reprezentacji (π̃, T,H) otrzymujemy teze֒.
�

Cze֒sto przydatna jest również naste֒puja֒ca charakterystyka różnowartościowości
epimorfizmu (π× T ) obejmuja֒ca dowolne (niekoniecznie topologicznie wolne) uk lady
dynamiczne.

Twierdzenie B.3. Niech (π, T,H) be֒dzie kowariantna֒ reprezentacja֒ uk ladu (X,α)
zwia֒zana z Y . Epimorfizm (π × T ) : C∗(X,α;Y ) → C∗(π(A), T ) jest izomorfizmem
wtedy i tylko wtedy, gdy spe lniona jest nierówność

‖a0‖ ¬ ‖(π × T )(
N∑

n=1

a−nT
∗n + a0 +

N∑

n=1

anT
n)‖ (B.1)

dla każdego a±n ∈ B = C(X̃), n = 0, 1, ..., N , N ∈ N.

Dowód. Zastosować którekolwiek z twierdzeń: [LO04, 2.13], [ABL05”, 3.6] lub
[KL07’, 5.4]. �

Jako zastosowanie powyższego twierdzenia oraz aby ostatecznie wyjaśnić zwia֒zek
Twierdzeń A.5, A.6, A.7 z klasyczna֒ analiza֒ Fourierowska֒, rozważmy prosty przyk lad.

Przyk lad B.4. Niech H = L2µ(S
1), gdzie µ jest unormowana֒ miara֒ Lebesgue’a na

S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Po lóżmy

A = {λ1 : λ ∈ C} oraz (Tf)(z) = zf(z), f ∈ H.

Operator unitarny T generuje na widmie A odwracalny uk lad dynamiczny (X,α),
gdzie X = {x0}, α(x0) = x0. W szczególności B = span{⋃n∈N T

∗nAT n} = A ∼=
C. Algebra C∗(X,α; ∅) jest klasycznym produktem krzyżowym i wiadomym jest, że
C∗(X,α; ∅) = C(S1), [Tom87, Str. 134]. Reprezentacja (id, T,H) spe lnia nierówność
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(B.1), która przyjmuje tu postać nierówności Cauchy dla wspó lczynników rozwinie֒cia
funkcji analitycznej: dla a±n ∈ C, n = 0, 1, ..., N i z ∈ S1 mamy

|a0| ¬ max
z∈S1
|
N∑

k=−N
akz
k+N | = max

z∈S1
|
N∑

k=−N
akz
k| = ‖

N∑

k=−N
akT

k‖.

Zatem C∗(A, T ) ∼= C∗(X,α; ∅) = C(S1) i przy utożsamieniach C∗(A, T ) = C(S1) oraz
B = A = C, wspó lczynniki {Nk(b)}k∈Z operatora elementu b ∈ C∗(A, T ) pokrywaja֒
sie֒ z klasycznymi wspó lczynnikami Fouriera funkcji b ∈ C(S1).

C Zbiory α-niezmiennicze i idea ly w C∗(X,α;Y )

Poje֒cie niezmienniczości wprowadzone przez autora w [Kwa05’, Def. 5.1] (a którego
znaczenie t lumacza֒ Twierdzenia C.4, C.7) pomoże nam wyjaśnić zwia֒zek pomie֒dzy
α-niezmienniczymi podzbiorami X oraz α̃-niezmienniczymi podzbiorami X̃. Jako, że
poje֒cie to jest s labsze od rozważanej w obecnej pracy α-niezmienniczości, nazwiemy
je s laba֒ α-niezmienniczościa֒.

Definicja C.1. Niech (X,α) be֒dzie cze֒ściowym uk ladem dynamicznym i niech ω ⊂
X. Powiemy, że zbiór ω jest s labo α-niezmienniczy jeśli

αn(ω ∩∆n) = ω ∩∆−n, dla każdego n = 0, 1, 2... .

Zbiór ω nazywamy α-niezmienniczym, jeśli α−1(ω) = ω ∩∆1, por. strona 101.

Z jednej strony,  latwo jest podać przyk lad zbioru s labo α-niezmienniczego, którego
dope lnienie nie jest s labo α-niezmiennicze, patrz Przyk lad C.5, z drugiej strony mamy

Stwierdzenie C.2. Niech (X,α) be֒dzie cze֒ściowym uk ladem dynamicznym.

i) Zbiór ω ⊂ X jest α-niezmienniczy wtedy i tylko wtedy, gdy ω oraz X \ ω sa֒
zbiorami s labo α-niezmienniczymi.

ii) Podzia l {ωi}i∈I przestrzeni X sk lada sie֒ ze zbiorów α-niezmienniczych wtedy i
tylko wtedy, gdy sk lada sie֒ ze zbiorów s labo α-niezmienniczych.

Dowód. Za lóżmy, że α−1(ω) = ω ∩∆1. Poprzez indukcje֒ dla n > 0 otrzymujemy

α−n(ω) = α−n+1(α−1(ω)) = α−n+1(ω) ∩ α−n+1(∆−1) = ω ∩∆n,

a sta֒d ω∩∆−n = αn(ω∩∆n). Zatem ω jest zbiorem s labo α-niezmienniczym. Równość
α−1(X \ ω) = X \ ω ∩∆1 (która wynika z α−1(ω) = ω ∩∆1) oraz argument podobny
do powyższego pokazuja֒, że zbiór X \ ω jest również s labo α-niezmienniczy.
Za lóżmy teraz, że ω i X \ ω sa֒ zbiorami s labo α-niezmienniczymi. Z równości α(ω ∩
∆1) = ω ∩∆−1 i α(X \ ω ∩∆1) = X \ ω ∩∆−1 wynikaja֒ inkluzje ω ∩∆1 ⊂ α−1(ω) i
X \ ω ∩∆1 ⊂ α−1(X \ ω). Sta֒d α−1(ω) = ω ∩∆1. �

Dla odwzorowań różnowartościowych poje֒cia niezmienniczości oraz s labej nie-
zmienniczości pokrywaja֒ sie֒.
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Stwierdzenie C.3. Jeśli α jest odwzorowaniem różnowartościowym, to naste֒puja֒ce
warunki sa֒ równoważne

i) ω jest zbiorem s labo α-niezmienniczym

ii) ω jest zbiorem s labo α−1-niezmienniczym

iii) ω jest zbiorem α-niezmienniczym

Dowód. Zastosować [Kwa05’, Stw. 5.2] oraz Stwierdzenie C.2. �

Z powyższego stwierdzenia wynika w szczególności, że każdy s labo α̃-niezmienniczy
podzbiór X̃ jest automatycznie α̃-niezmienniczy.

Twierdzenie C.4. Niech J be֒dzie idea lem w C∗(X,α;Y ) oraz niech Z ⊂ X, Z̃ ⊂ X̃
be֒da֒ domknie֒tymi zbiorami takimi, że

CZ(X) = C(X) ∩ J, C
Z̃
(X̃) = C(X̃) ∩ J,

tj. Z = hull(C(X)∩J), Z̃ = hull(C(X̃)∩J). Wtedy Z jest zbiorem s labo α-niezmien-
niczym, Z̃ jest zbiorem α̃-niezmienniczym oraz

Φ(Z̃) = Z, Z̃ =
(
Z × (Z ∪ {0})× (Z ∪ {0})× ...

)
∩ X̃, (C.1)

gdzie Φ jest odwzorowaniem (1.22), dualnym do zanurzenia A ⊂ B. Co wie֒cej, relacje
(C.1) ustalaja֒ wzajemnie jednoznaczna֒ odpowiedniość mie֒dzy wszystkimi domknie֒tymi
zbiorami α̃-niezmienniczymi i domknie֒tymi zbiorami s labo α-niezmienniczymi.

Dowód. Zauważmy, że relacje

TC
Z̃
(X̃)T ∗ = δ(C

Z̃
(X̃)) ⊂ C

Z̃
(X̃), T ∗C

Z̃
(X̃)T = δ∗(CZ̃(X̃)) ⊂ C

Z̃
(X̃),

implikuja֒, iż α̃−1(Z̃) = Z̃∩∆̃1. Zatem zbiór Z̃ jest α̃-niezmienniczy, a ponadto Φ(Z̃) =
Z, co wynika natychmiast z definicji Z, Z̃ oraz Φ : X̃ → X.
Niech Z̃ be֒dzie teraz dowolnym domknie֒tym, α̃-niezmienniczym podzbiorem X̃ oraz
niech Z := Φ(Z̃). Wtedy zbiór Z jest s labo α-niezmienniczy, gdyż korzystaja֒c z
równości α̃n(Z̃ ∩ ∆̃n) = Z̃ ∩ ∆̃−n oraz przemienności diagramu (1.23) dla każdego
n ∈ N mamy

αn(Z ∩∆n) = αn(Φ(Z̃ ∩ ∆̃n)) = Φ
(
α̃n(Z̃ ∩ ∆̃n)

)
= Φ

(
Z̃ ∩ ∆̃−n

)
= Z ∩∆−n.

Domknie֒tość Z̃ oczywíscie implikuje domknie֒tość Z, a równość

Φ
(
α̃−n(Z̃ ∩ ∆̃−n)

)
= Φ(Z̃ ∩ ∆̃n) = Z ∩∆n,

postać odwzorowania α̃−n i argument z dowodu z [Kwa05’, Tw. 2.15] pokazuja֒, że

Z̃ =
(
Z × (Z ∪ {0})× (Z ∪ {0})× ...

)
∩ X̃.

Na odwrót, jeśli Z jest dowolnym domknie֒tym zbiorem s labo α-niezmienniczym, to
zbiór Z̃ :=

(
Z × (Z ∪ {0}) × (Z ∪ {0}) × ...

)
∩ X̃ jest domknie֒ty w X̃ i argument

z dowodu [Kwa05’, Tw. 5.5] pokazuje, że Φ(Z̃) = Z. Sta֒d nietrudno spostrzec, że Z̃
jest również zbiorem α̃-niezmienniczym, co kończy dowód twierdzenia. �

Aby zobrazować powyżej ustalone relacje mie֒dzy zbiorami niezmienniczymi roz-
patrzmy prosty
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Przyk lad C.5. Niech uk lad (X,α) be֒dzie dany relacjami: X = {x0, x1, y1}, ∆1 =
{x1, y1}, α(y1) = α(x1) = x0, lub równoważnie diagramem

q
x0

q
x1

q
y1

����)

PPPPi

Wtedy k lada֒c x̃0 := (x0, x1, 0, ...), x̃1 := (x1, 0, ...), ỹ0 := (x0, y1, 0, ...), ỹ1 := (y1, 0, ...),
naturalne rozszerzenie (X̃, α̃) uk ladu (X,α) zwia֒zane z Y = X \∆−1 jest dane rela-
cjami: X̃ = {x̃0, x̃1, ỹ0, ỹ1}, ∆̃1 = {x̃1, ỹ1}, α̃(x̃1) = x̃0, α̃(ỹ1) = ỹ0

q̃x0�

q̃y0�

q̃x1

q̃y1

Istnieja֒ dok ladnie dwa nietrywialne zbiory s labo α-niezmiennicze: Z1 = {x0, x1}, Z2 =
{x0, y1} oraz dwa nietrywialne zbiory α̃-niezmiennicze: Z̃1 = {x̃0, x̃1}, Z̃2 = {ỹ0, ỹ1}.
Oczywíscie, żaden ze zbiorów Z1, Z2 nie jest α-niezmienniczy.

Stosuja֒c Twierdzenie C.4 do idea lu be֒da֒cego ja֒drem reprezentacji algebry kowa-
riancji otrzymujemy naste֒puja֒ca֒

”
redukcje֒” takiej reprezentacji.

Twierdzenie C.6 (Redukcja reprezentacji algebry C∗(X,α;Y )). Rozważmy re-
prezentacje֒ π : C∗(X,α;Y )→ L(H). Wtedy Xπ := hull(C(X) ∩ ker π) jest domknie֒-
tym, s labo α-niezmienniczym podzbiorem X, a trójka (πR, π(T), H), gdzie

C(Xπ) ∼= C(X)/CXπ(X) ∋ a+ CXπ(X)
πR−→ π(a).

jest wierna֒ reprezentacja֒ kowariantna֒ uk ladu (Xπ, α|Xπ) zwia֒zana֒ ze zbiorem Y ∩Xπ.
W szczególności πR przed luża sie֒ do reprezentacji πR : C

∗(Xπ, α|Xπ ;Y ∩Xπ)→ L(H),
której obrazem jest π(C∗(X,α;Y )), a która ustala izomorfizmy

C(Xπ) ∼= π(C(X)), C(X̃π) ∼= π(C(X̃)),
gdzie X̃π := hull(C(X̃) ∩ ker π) i (X̃π, α̃|π) traktujemy jako naturalne rozszerzenie
uk ladu (Xπ, α|Xπ) zwia֒zane ze zbiorem Y ∩Xπ.

Dowód. Na mocy Twierdzenia C.4 uk lad (X̃π, α̃|π) możemy utożsamić z na-
turalnym rozszerzeniem uk ladu (Xπ, α|Xπ) zwia֒zanym z Y ∩ Xπ, a wtedy mamy
C(Xπ) ⊂ C(X̃π) ⊂ C∗(X,α;Y ). Nietrudno spostrzec, że (πR, π(T), H), gdzie πR :
C(X̃π) → L(H) jest zdefiniowane w tezie, jest wierna֒ reprezentacja֒ kowariantna֒
uk ladu (X̃π, α̃|X̃π) zwia֒zana֒ z dope lnieniem obrazu α̃|

X̃π
. Sta֒d (πR|C(Xπ), π(T), H)

jest wierna֒ reprezentacja֒ kowariantna֒ (Xπ, α|Xπ) zwia֒zana֒ z Y ∩Xπ. Reszta wynika
z Twierdzeń A.3, 1.28. �

Twierdzenie C.4 pozwala również  latwo uogólnić, bardzo ważne z punktu widzenia
algebr kowariancji, rezultaty [Kwa05’, Tw. 6.4, Wn. 6.6].

Twierdzenie C.7 (Struktura kraty idea lów algebry kowariancji). Niech uk lad
(X,α) be֒dzie taki, że α nie posiada punktów okresowych i niech Y be֒dzie dowolnym
zbiorem domknie֒tym zawieraja֒cym X \∆−1. Wtedy relacje

C
Z̃
(X̃) = C(X̃) ∩ J, CZ(X) = C(X) ∩ J, CZ(X) = CZ̃(X̃) ∩ C(X)
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ustalaja֒ wzajemnie jednoznaczne odpowiedniości mie֒dzy idea lami w algebrze kowa-
riancji C∗(X,α;Y ); domknie֒tymi, α̃-niezmienniczymi podzbiorami X̃ oraz domknie֒-
tymi, s labo α-niezmienniczymi podzbiorami X.

Dowód. W świetle Twierdzenia C.4 wystarczy zastosować [ELQ02, Tw. 3.5], por.
[Kwa05’, Tw.6.5] �

Wniosek C.8. Jeśli X nie posiada nietrywialnych domknie֒tych podzbiorów α-nie-
zmienniczych i (X,α) nie jest cyklem, to algebra C∗(X,α;Y ) jest prosta.

Dowód. Przy powyższych za lożeniach α nie posiada punktów sta lych wie֒c na
mocy Twierdzenia C.7 algebra C∗(X,α;Y ) nie posiada nietrywialnych idea lów. �

Jeśli (X,α) tworzy cykl, to jest gdy X = {x0, ..., xn−1} i α(xk) = xk+1(mod n),
k = 0, ...n− 1, wtedy C∗(X,α; ∅) ∼= C(S1)⊗Mn = C(S1,Mn), gdzie Mn jest algebra֒
macierzy n×n, por. [Tom87, Str. 134]. Zatem C∗(X,α; ∅) posiada nieskończenie wiele
idea lów.





Podsumowanie

W przed lożonej pracy badalísmy w lasności spektralne ogólnie rozumianych operato-
rów przesunie֒cia z waga֒, tj. operatorów postaci aT , a ∈ A, gdzie T jest cze֒ściowa֒
izometria֒ w przestrzeni Banacha, generuja֒ca֒ (na ogó l nieodwracalny) cze֒ściowy uk lad
dynamiczny (X,α) na przestrzeni idea lów maksymalnych przemiennej algebry Ba-
nacha A. Podstawowym problemem by l ca lkowity opis widma takich operatorów,
a najważniejsze otrzymane wyniki oraz ogólna struktura przeprowadzonych badań
przedstawiaja֒ sie֒ naste֒puja֒co.

W pierwszym kroku skonstruowalísmy
”
odwracalny obraz” dowolnego, niekoniecz-

nie odwracalnego, uk ladu dynamicznego (X,α) – w dalszej cze֒ści pracy, przy bada-
niu widma σ(aT ), pozwala nam to korzystać z metod oraz idei opracowanych dla
operatorów zwia֒zanych z odwracalnymi uk ladami dynamicznymi. Odwracalny uk lad
dynamiczny (X̃, α̃), którego rzutem jest wyj́sciowy uk lad (X,α), zdefiniowalísmy jako
uk lad generowany przez operator T na przestrzeni idea lów maksymalnych przemien-
nej algebry Banacha B zawieraja֒cej algebre֒ A. Pe lny opis uk ladu (X̃, α̃) przedstawia
Twierdzenie 1.28.

W naste֒pnym kroku otrzymalísmy nowe zasady wariacyjne wyznaczaja֒ce promień
spektralny operatorów postaci aT (Twierdzenia 4.5, 4.7). Najbardziej ogólna z tych
zasad wyraża promień spektralny r(aT ) w terminach ca lek na przestrzeni X̃ wzgle֒dem
miar α̃-ergodycznych, gdzie (X̃, α̃) jest opisanym w rozdziale 1 rozszerzonym uk ladem
odwracalnym.

Geometryczny opis widma σ(aT ) zaczynamy (w rozdziale 5) od badania rzutu
Riesza odpowiadaja֒cego cze֒ści σ(aT ) leża֒cej wewna֒trz ko la o zadanym promieniu.
Udowodnilísmy, że rzut taki należy do algebry A i komutuje z operatorem T , czyli
odpowiada mu funkcja charakterystyczna domknie֒to-otwartego, α-niezmienniczego
podzbioru X (Twierdzenie 5.6). Sta֒d oraz dzie֒ki zasadom wariacyjnym uzyskanym
w rozdziale 4 otrzymalísmy ca lkowity opis zbioru |σ(aT )| w terminach uk ladu dyna-
micznego (X,α) (Twierdzenie 5.6).

Uzyskany w rozdziale 5 opis zbioru |σ(aT )| oraz technika algebr kowariancji (ogól-
nie poje֒tych iloczynów krzyżowych C∗-algebr) pozwoli ly nam (w rozdziale 6) uzyskać
kompletny opis widma σ(aT ) dla operatorów dzia laja֒cych w przestrzeni Hilberta,
generuja֒cych uk lady topologicznie wolne. Dodatkowo otrzymalísmy tu także opis
widma istotnego σess(aT ), a dok ladniej pokazalísmy, że widmo σ(aT ) jest niezmien-
nicze ze wzgle֒du na obroty wokó l zera i jeśli X nie posiada punktów izolowanych,
to σ(aT ) = σess(aT ) (Twierdzenie 6.3). Wyniki te zamykaja֒ pierwszy istotny etap
naszych badań.

W drugim etapie, rezultaty otrzymane dla operatorów w przestrzeni Hilberta uda lo
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nam sie֒ uogólnić i przenieść (w rozdzia lach 7 - 9) na konkretne operatory przesunie֒cia
aTp dzia laja֒ce w przestrzeniach Lpµ(Ω), 1 ¬ p ¬ ∞, wykazuja֒c, że σ(aTp) = σ(aT2)
niezależnie od p ∈ [1,∞]. Końcowy wynik zawarty jest w Twierdzeniu 9.2.

Aby uzyskać Twierdzenie 9.2 wykazalísmy szereg naste֒puja֒cych, również ważnych
twierdzeń:
• dla operatorów w przestrzeni Hilberta uzyskalísmy charakterystyke֒ odwracal-

ności elementów C∗-algebry C∗(A, T ) za pomoca֒ operatorów dyskretnych w prze-
strzeniach ℓ2 (Twierdzenie 7.12);
• udowodnilísmy nowa֒ wersje֒ twierdzenia typu Wienera dla bezwzgle֒dnie zbież-

nych szeregów operatorowych w C∗-algebrze C∗(A, T ) (Twierdzenie 7.19);
• wykazalísmy analogiczna֒ wersje֒ twierdzenia Wienera dla algebr Bp, p ∈ [1,∞],

zawieraja֒cych konkretne operatory przesunie֒cia aTp, a ∈ A, w przestrzeniach Lpµ(Ω)
(Twierdzenia 8.1, 8.2, 8.7);
• otrzymalísmy charakterystyke֒ odwracalności elementów algebry Bp za pomoca֒

operatorów dyskretnych w przestrzeniach ℓp (Twierdzenie 8.7).
Powyżej wymienione twierdzenia tworza֒  la֒cznik (wyjaśniaja֒cy zwia֒zek) pomie֒dzy

teoria֒ spektralna֒ ważonych operatorów kompozycji w przestrzeniach Hilberta, a od-
powiednia֒ teoria֒ takich operatorów w przestrzeniach Lp.

Obok powyższych rezultatów teoretycznych do wyników obecnej rozprawy należy
również zaliczyć szereg przyk ladów ukazuja֒cych nature֒ i g le֒boki zwia֒zek rozważanych
obiektów z poje֒ciami teorii uk ladów dynamicznych. W tej sferze wykonalísmy co
naste֒puje.

Pokazalísmy, że dowolny cze֒ściowy uk lad dynamiczny (X,α) może być trakto-
wany jako uk lad generowany przez pewien operator T na widmie pewnej algebry
A (Twierdzenie 1.34), a w przypadku, gdy (X,α) jest uk ladem jednowymiarowym
przedstawilísmy konkretna֒ konstrukcje֒ takich operatorów w przestrzeniach Lp(R),
p ∈ [1,∞] (Twierdzenia 3.12, 3.14).

Otrzymalísmy jawny opis przestrzeni idea lów maksymalnych X̃ algebry rozszerzo-
nej B oraz dynamiki cze֒ściowego homeomorfizmu α̃ generowanego przez T na X̃, dla
operatorów T generuja֒cych na widmie wyj́sciowej algebryA takie klasyczne nieodwra-
calne uk lady dynamiczne jak: odwzorowania logistyczne (Twierdzenia 2.9, 2.12, 2.13,
2.14); ekspansywne endomorfizmy okre֒gu (Twierdzenie 3.8); jednostronne przesunie֒-
cia Markowa (Stwierdzenia 3.18, 3.19, Twierdzenie 3.21); odwzorowania na grafach
(przyk lady 3.16, 3.17). Rezultaty te m. in. unaoczniaja֒ zwia֒zek przestrzeni rozsze-
rzonej X̃ z topologicznymi strukturami hiperbolicznych atraktorów, nierozk ladalnych
continuów oraz uk ladów zwia֒zanych z kafelkowaniami (ang. tilings).

Przestrzeń X̃ posiada również nietrywialna֒ strukture֒ w przypadku, gdy T jest nie-
odwracalnym operatorem generuja֒cym odwracalny uk lad dynamiczny, co pokazalísmy
dokonuja֒c klasyfikacji takich przestrzeni X̃ za pomoca֒ liczb obrotu dla zachowuja֒cych
orientacje֒ homeomorfizmów okre֒gu (Twierdzenia 3.28, 3.29) oraz analizuja֒c strukture֒
X̃ dla przesunie֒ć na torusie (Twierdzenie 3.32, Przyk lad 3.33).

Jeśli chodzi o widmo σ(aT ) operatorów aT , to w Przyk ladach 6.13 - 6.18 (patrz
też strona 153), omówilísmy widmo takich operatorów w przestrzeniach Lp(R), p ∈
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[1,∞], zwia֒zanych z odwzorowaniami logistycznymi, ekspansywnymi endomorfizmami
okre֒gu, pe lnymi przesunie֒ciami Markowa, homeomorfizmami okre֒gu i przesunie֒ciami
na torusie. Przy obliczaniu promienia spektralnego (Przyk lady 4.10 - 4.12), ujawni-
lísmy ścis ly zwia֒zek spektralnych w lasności operatorów aT z ergodycznymi w lasno-
ściami uk ladów (X,α) i (X̃, α̃).

Na koniec dla operatora T : Lp(R+) → Lp(R+), be֒da֒cego operatorem kompo-
zycji z odwzorowaniem γ(t) = Nt, skonstruowalísmy operator mnożenia a taki, że
σ(aT ) = σess(aT ) jest dowolnym, z góry zadanym zbiorem zwartym o symetrii ko lo-
wej (Stwierdzenie 9.7).
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otoczka podzbioru algebry, 3

podalgebra
pe lna, 136

podkowa Smale’a, 69
podniesienie

homeomorfizmu okre֒gu, 71
promień, 36
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cze֒ściowych izometrii, 5

sympleks
miar niezmienniczych, 85
Poulsena, 88

transformata Gelfanda, 2
twierdzenie

Denjoy, 76, 96
o izomorfizmie, 117, 163
Poincaré, 74
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