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Wstep

Jednymi z najwazniejszych operatorow liniowych pojawiajacych si¢ w analizie, obok
operatorow rozniczkowych i catkowych, sa tak zwane operatory kompozycyi, lub ogol-
niej wazone operatory kompozycyi, czyli odpowiednio operatory postaci

Tf(ZL’) = f(Oz(ZL‘)), VS F(‘X)v (1)

al f(z) = a(z)f(a(x)), [ e FX), (2)

gdzie F(X) jest przestrzenia funkeji (lub tez klas abstrakeji funkeji), v : X — X jest
odwzorowaniem, a a(x) jest funkcja liczbowa. Operatory tego typu maja zastosowa-
nie np. w teorii uktadow dynamicznych, teorii réwnan funkcjonalno-rézniczkowych,
analizie harmonicznej, teorii algebr operatorowych, czy tez teorii reprezentacji.
Operatory kompozycji w teorii uktadéw dynamicznych stosowano juz na poczatku lat
30-tych ubiegtego wieku [Koo31]. Podejscie to okazalo sie bardzo owocne i obecnie roli
operatoréw (1) w teorii ergodycznej [Hal60], [Wal82], [FKS87], czy tez we wspdleze-
snej teorii chaosu [LM94] nie sposéb przeceni¢. W kontekscie dynamicznym operatory
(1) rozwazane sa najczesciej na przestrzeniach LP, 1 < p < oo, i wtedy, jesli tylko
odwzorowanie o zachowuje miare, sa one izometriami.

Bardziej ogélne, wazone operatory ztozen (2) przejawiaja niemal wszystkie zasadni-
cze wlasnosci operatoréw ograniczonych na przestrzeniach Banacha. W szczegdlno-
Sci, w teorii operatorow stanowia one niewyczerpane zrédio przyktadéow oraz kontr-
przyktadéw; wymieni¢ tu mozna np. konstrukcje Kakutaniego obrazujaca zjawisko
nieciaglosci promienia spektralnego [Hal82, Problem 104], ktére w przypadku ope-
ratoréw postaci (2) jest calkowicie naturalne, a nawet do$¢ typowe [AL94, Podroz-
dzial 1.6]. Poczawszy od prac J. Von Neumanna stalo sie réwniez jasne, ze wazne
i ciekawe struktury tworza algebry generowane przez operatory postaci (2). W teo-
rii. C*- oraz W*-algebr takie algebry pehia czesto role obiektéw bazowych [SakT71],
[BD75] i reprezentuja sie jako algebry uniwersalne typu iloczyn krzyzowy (ang. cros-
sed product)[O’Don75], [Ped79], [Tom87] lub algebry typu Toeplitza [MS9I8]. Réznymi
zagadnieniami zwiazanymi z analiza spektralna operatorow kompozycji oraz wazo-
nych operatoréw kompozycji zajmowalo sie wielu autoréw, m. in. S. K. Parrott, Yu.
I. Karlovich, A.K. Kitover, H. Kamowitz, V. G. H. Kravchenko, K. Petersen, E. A.
Nordgren, A. L. Shields W. C. Ridge, R. K. Singh, A. Kumar, H. Takagi, J. W. Carle-
son, J. H. Shapiro, C. Cowen, R. Aron, M. Lindstrom, G. Gunatillake, Y. Latushkin,
V. M. Gundlach, A. M. Stepin, A. B. Antonevich oraz A. V. Lebedev. Mimo iz takie
badania obecnie sa daleko posuniete, to teoria operatoréw postaci (1) i (2) jest nadal
rozwijana i zawiera jeszcze wiele ciekawych nierozwiazanych probleméw. Co wiecej,
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tak jak teoria spektralna operatoréw (1) jest juz klasyczna czescia teorii uktadéw dy-
namicznych, tak w $wietle ostatnich wynikéw [ABLO05’] staje sie coraz bardziej jasne,
ze analiza spektralna operatoréw (2) réwniez odgrywa wazna role w ogdlnej analizie
takich obiektow zwiazanych z ukladami dynamicznymi, jak np. miary ergodyczne,
entropia, czy zasady wariacyjne.

W niniejszej rozprawie podaza¢ bedziemy linig badan zainicjowana w latach 70-
tych ubieglego wieku przez A. B. Antonevicha i A. V. Lebedeva, bazujaca na teorii
C*-algebr generowanych przez uktady dynamiczne [AL94], [Ant96], [ABLO05’]. Aby wy-
jasni¢ idee tego podejscia rozwazmy algebre A operatoréw mnozenia na przestrzeni
F(X) i potraktujmy operator a7 jako zlozenie elementu a € A z operatorem kompo-
zycji T'. Jesli odwzorowanie « jest odwracalne i operator kompozycji z odwzorowaniem
a~!jest na F(X) poprawnie okreslony, to jest on operatorem odwrotnym do 7. Wtedy
dla kazdego a € A operator TaT~! € A jest operatorem mnozenia przez funkcje

(TaT ) (z) = a(a(x)).

Zatem sprzezenie operatorem T elementow algebry A przenosi dynamike ze zbioru
X na algebre A, co pozwala na badanie operatoréow a1’ niezalezne od przestrzeni na
ktorej dziataja oraz umozliwia stosowanie zaawansowanego aparatu algebr operatoro-
wych. Punktem wyjscia monografii [AL94] jest nastepujaca

Definicja 0.1. (Antonevich, Lebedev, [AL94, 3.1]) Jesli A jest przemienna algebra
Banacha operatoréw dziatlajacych na przestrzeni Banacha F i T : E — FE jest odwra-
calna izometria taka, ze

TAT ' = A, (3)

to kazdy operator postaci aT’, a € A, nazywaé bedziemy abstrakcyjnym wazonym
operatorem przesuniecia z wagg w algebrze A.

W przypadku, gdy E = H jest przestrzenia Hilberta i A jest algebra samosprze-
zona, czyli C*-algebra, opis widma o(aT') abstrakcyjnego wazonego operatora prze-
suniecia a1’ mozna otrzyma¢ w nastepujacy sposob. Po pierwsze, T jest operatorem
unitarnym i réwnosé (3) jest rownowazna inkluzjom

TAT* C A, T*AT C A. (4)
Po drugie, operacja sprzezenia operatorem T zadaje na A automorfizm § : A — A:
d(a) :=TaT", ac A (5)

Na mocy twierdzenia Gelfanda-Naimarka C*-algebra A jest izomorficzna z algebra
C(X) funkcji ciagtych na zwartej przestrzeni Hausdorffa X zwanej przestrzenia ide-
aléw maksymalnych, lub krécej widmem algebry A. Przy utozsamieniu A = C(X)
automorfizm ¢ przyjmuje postaé operatora kompozycji:

d(a)(z) = ala(z)), re X, a€C(X),

gdzie a1 X — X jest homeomorfizmem.
Jednym z pierwszych ogoélnych rezultatéw dotyczacych widma operatora al', a €
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A, jest formuta na promien spektralny wykazana niezaleznie przez A. V. Lebedeva
[Leb79] i A. K. Kitovera [Kit79], a zaproponowana przez A.V. Antonevicha [Ant75].
Mianowicie, zachodzi wzor

r(aT) = Lcnax exp/X In|a(x)| dpu, (6)
gdzie Erg(X,a) jest zbiorem wszystkich regularnych, borelowskich, probabilistycz-
nych, niezmienniczych oraz ergodycznych ze wzgledu na o miar na X. Formuly po-
wyzszego typu w teorii uktadow dynamicznych zwane sa zasadami wariacyjnymi i
wyrazaja np. zwiazki entropii topologicznej i cisnienia topologicznego z entropia me-
tryczna [Wal82].

Kolejnym waznym krokiem jest zastosowanie pewnych twierdzen z teorii C*-algebr
generowanych przez uklady dynamiczne. Z ich pomoca [AL94, Wn. 13.6], [Ant96, Tw.
8.1] otrzymujemy, ze jesli odwzorowanie « jest topologicznie wolne, czyli gdy dla kaz-
dego n € N zbidér F,, = {z € X : o"(x) = x} ma puste wnetrze, to widmo o(aT") jest
niezmiennicze ze wzgledu na obroty wokét zera. Innymi stowy kazda spdjna sktadowa
widma o(aT’) jest pierscieniem lub kolem o srodku w zerze.

Stosujac nastepnie pojecie rzutu Riesza mozna dokonaé¢ podzialu przestrzeni X na
a-niezmiennicze, domkniete zbiory tak, aby kazdemu zbiorowi w C X z podzialu od-
powiadala spéjna sktadowa R = {z € C : r~ < |z| < r"} widma o(aT), a promienie
r* dane byly przez odpowiednie formuly wariacyjne typu (6) na zbiorze w:

r~ = min exp/ In |a(x)| dp, r* = max exp/ In|a(x)|dp.  (7)
HEETg(w,a) w HEETg(w,) w

W ten sposdb, w sytuacji, gdy 1" jest operatorem unitarnym i spelnione sa relacje

(4), uzyskujemy pehy opis widma o(aT) za pomocq odwracalnego uktadu dynamicz-

nego (X, a) — a jest tutaj homeomorfizmem. Ponadto powyzsze rezultaty w znacznym

stopniu przenosza si¢ na przypadek operatoréw w przestrzeni Banacha, por. [AL94],

[Ant96].

Motywacja niniejszej rozprawy jest mysl, by

przeprowadzi¢ analize spektralng operatorow spetniajgcych stabsze warunki,
niz te wystepujgce w Definicyi 0.1, gdyz w obecnej formie wykluczaja one
wiele naturalnych i ciekawych przyktadow.

Jeden z takich przykladéw dostarcza klasyczny operator przesunigcia.

Przyklad 0.2. (Jednostronny operator przesuniecia) Niech H = (*(N), A C
L(H) bedzie algebra operator6w mmnozenia przez ciagi ograniczone i niech T' bedzie
jednostronnym operatorem przesuniecia:

T(x(1), 2(2), 2(3)...) = (2(2),2(3), ...).

Wtedy dla a € A operator aT jest klasycznym wazonym operatorem przesuniecia,
por. [Hal82]. Nietrudno jest spostrzec, ze w tym przypadku spehione sa obie inkluzje
(4), jednakze operator a7 nie jest abstrakcyjnym wazonym operatorem przesuniecia w
sensie Definicji 0.1, gdyz T nie jest operatorem unitarnym, 7" nie jest nawet izometria,
T jest ,zaledwie” czeSciowq 1zometriq.



viii B.K. KWASNIEWSKI

Ogodlnie jesli, tak jak w powyzszym przykladzie, T' jest czeSciowa izometria spel-
niajaca relacje (4), to odwzorowanie § : A — A dane wzorem (5) jest czesciowym
automorfizmem algebry A, ktéry indukuje na X czesciowy homeomorfizm «, tj. home-
omorfizm pomiedzy domknieto-otwartymi podzbiorami przestrzeni X, [Kwa05’, Stw.
1.7]. W tej sytuacji okazuje sie, ze dokonujac pewnych stosunkowo niewielkich zmian,
zaréwno w dowodach jak i w tezie, opis widma o(aT’) za pomoca czesciowego uktadu
dynamicznego (X, ) (analogiczny do tego przedstawionego powyzej) jest takze moz-
liwy. Znacznie trudniej przedstawia sie sytuacja, gdy odwzorowanie o zadane przez
operacje sprzezenia (5) jest nieodwracalne, co ma miejsce, gdy nie zachodza obie
inkluzje (4).

Przyklad 0.3. (Operator generujacy odwzorowanie 22, [Kwa05, Prz. 2.12])
Niech H = L*(R). Rozwazmy operator unitarny 7" € L(H) bedacy unormowanym
operatorem kompozycji z funkcja y(x) = 2t, t € R, to znaczy

T '
(TH)() = V2 f(2t), @fww\ﬁfg)

Niech A C L(H) sklada sie operatoréw mnozenia przez ciagle funkcje okresowe o
okresie 1. Mamy wtedy naturalny izomorfizm

A= 0(sY),

gdzie S' = {z € C: |z| = 1}. Dla dowolnego elementu a € A

TaT™ - jest operatorem mnozenia przez funkcje a(2t) o okresie %,

t
T*aT - jest operatorem mnozenia przez funkcje a<2> o okresie 2.

Zatem zachodzi tylko pierwsza z inkluzji (4):
TAT* C A, T*AT ¢ A.

Ponadto utozsamiajac A z C(S') odwzorowanie § : A — A dane wzorem (5) przyj-
muje postac

5(a)(2) = alalz)),  z€ S,

gdzie a(z) = 2%, 2 € S!, jest odwzorowaniem nicodwracalnym. W szczegdlnosci, mimo
iz. T jest operatorem unitarnym, to wedlug Definicji 0.1 operator aT’, a € A, nie jest
abstrakcyjnym wazonym operatorem przesuniecia z waga w algebrze A.

Z teoretycznego punktu widzenia wyjsciem z sytuacji przedstawionej w powyzszym
przykladzie jest przejscie do wigkszej C*-algebry

B:=C* (| TAT™) (8)
neN
generowane] przez U,ey T AT". Wtedy A C B i mozna pokazaé¢ [LO04, Stw. 4.1],
ze B jest przemienna C*-algebra spemiajaca obie inkluzje

TBT* C B, T°BT C B.
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Zatem jesli T jest operatorem unitarnym spehiajacym jedynie pierwsza z inkluzji (4),
to operator a7, a € A, jest abstrakcyjnym wazonym operatorem przesuniecia w sensie
Definicji 0.1, lecz trzeba rozpatrywaé go jako operator z waga w innej algebrze, np. w
algebrze B danej wzorem (8). W szczegdlnosci oznacza to, ze teoretycznie jestesmy w
stanie opisa¢ widmo operatora a7 w terminach uktadu dynamicznego (X, a), gdzie
B = C(X)1ia& jest homeomorfizmem takim, ze §(a) = ao @, a € C(X). W praktyce
potrzebujemy jeszcze jednak odpowiedzie¢ na nastepujace pytania:

Jak prezentuje sie uktad dynamiczny Aﬁ)? ,a)? Jaki jest zwiazek miedzy

odwracalnym uktadem dynamicznym (X, &), a wyjsciowym uktadem nie-
odwracalnym (X, a) ?

Jak pokazemy w obecnej pracy (podrozdziat 3.2) dla obiektéw rozpatrywanych w
Przyktadzie 0.3 uklad (X, &) mozna utozsami¢ z tak zwanym Solenoidem Smale’a,
topologicznie skomplikowanym tworem bedacym hiperbolicznym atraktorem. W ogél-
nym kontekscie czesciowych izometrii na przestrzeni Hilberta autorowi oraz jego pro-
motorowi udalo sie opisa¢ uklad rozszerzony (X, &) za pomoca wyjsciowego uktadu
(X, a) w [KLO3], [KLO8], patrz tez [Kwa05'], [Kwa05"], [Kwa07] (wyniki te uogdlnimy
w rozdziale 1 obecnej rozprawy). Okazalo sie, ze uklad (X, &) zawiera jako poduklad
granice odwrotna, A@(X ,a), na ktérej & jest homeomorfizmem indukowanym przez
a (por. Definicja 1.24). Posrednio rezultat ten rzuca pewne $wiatto na nature ukladu
(X, @), gdyz

1) poczawszy od prac R. F. Williams’a za powszechny uznaje sie poglad, ze hi-
perboliczne atraktory posiadaja strukture granic odwrotnych [Wil67], [Wil70],
[Yi01], [BS03], [Dev89] — do najbardziej znanych naleza Solenoidy oraz podkowy
Smale’a;

2) granice odwrotne stanowia nieocenione narzedzie w teorii continuéw stuzace m.
in. do konstrukeji i badania continuuéw nierozktadalnych [Nad92], np. conit-
nuum Brouwera-Janiszewskiego-Knastera, czy pseudotuku Knastera [Hen64];

3) stosunkowo niedawno [AP98] pokazano, ze uktady dynamiczne zwiazane z kla-
sycznymi kafelkowaniami (zwanymi tez tesselacjami, parkietazami, posadzko-
waniami lub mozaikowaniami) — ang. tilings, takimi jak kafelkowania Penrose’a,
Ammanna, Fibonnaciego, czy Morse’a, sa réwniez uktadami typu ( lim (X, ), @).

Z uwag tych wynika, ze przestrzen X charakteryzuje si¢ wysoce skomplikowana topo-
logia, a co za tym idzie opis widma operatora a7’ za pomoca uktadu (X, @) w praktyce
moze by¢ mato realny. Tym samym naturalne i wazne staja sie kolejne pytania:

Czy mozliwy jest opis widma operatora al' w terminach wyjsSciowego nie-
odwracalnego uktadu dynamicznego (X, «)? Jesli, tak to jakie obiekty i
konstrukcje w nim wystepuja? Jaki jest zwiqzek Ntak‘z’ego opiSU Z opisem w
terminach odwracalnego uktadu rozszerzonego (X, &)?

Mowiac zwiezle przedstawienie odpowiedzi na powyzej wymienione pytania jest celem
i glownym rezultatem niniejszej rozprawy.
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Punktem wyjscia naszych rozwazan bedzie uogdlnienie Definicji 0.1, ktére w kon-
tekscie endomorfizméw C*-algebr jest catkowicie naturalne i na przestrzeni Hilberta
przyjmuje nastepujaca postac.

Definicja 0.4. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta, A C L(H) przemienna algebra
Banacha zawierajaca operator identycznosciowy, i niech 7' : H — H bedzie czesciowa
izometria taka, ze

TAT* C A, (9)

T"T € A, (10)

gdzie A’ jest komutantem algebry A C L(H). Kazdy operator postaci aT', a € A,
nazywaé bedziemy (abstrakcyjnym) wazonym operatorem przesuniecia z waga w al-
gebrze A.

Gdy T jest izometria warunek (10) jest speliony trywialnie, natomiast w ogél-
nosci zapewnia on multiplikatywnosé odwzorowania §(-) = T'(-)T™ na algebrze A.
Przy zalozeniach Definicji 0.4 odwzorowanie 6 : A — A dane wzorem (5) jest endo-
morfizmem, a co wiecej, mozna wykazaé¢ [Kwa07, Tw. 3.7], ze dowolny endomorfizm
C*-algebry z jednoscia reprezentuje sie w takiej postaci. Warto réwniez podkresli¢, ze
pojecie czesciowej izometrii jest tu nieuniknione. Mianowicie, jesli T jest dowolnym
operatorem takim, ze 0(-) = T'(-)T* jest endomorfizmem algebry A, 1 € A, to

TT* =6(1) = 6(1%) = (6(1))% = (TT*)?,

czyli TT* jest rzutem ortogonalnym, skad T jest czesciowa izometria (por. [Hal82,
Problem 98]).

Przypomnijmy, iz Definicja 0.1 obejmuje operatory i algebry na przestrzeniach

Banacha. Zatem aby méwic o jej uogdlnieniu, w Scistym znaczeniu tego stowa, w roz-
dziale 1, Definicje 0.4 przeniesiemy na grunt przestrzeni Banacha. Skorzystamy tu z
definicji czesciowej izometrii w przestrzeni Banacha, ktéra wprowadzit M. Mbekhta
[Mbe04]. Wszystkie rozwazania prowadzi¢ bedziemy przy mozliwie ogdlnych zatoze-
niach i wiele otrzymanych rezultatow dotyczy¢ bedzie operatorow w dowolnych prze-
strzeniach Banacha. Pelny opis widma otrzymamy jednakze tylko w przypadku ope-
ratoréw dzialajacych w przestrzeniach Hilberta oraz w przestrzeniach LP, 1 < p < oo,
i w przyktadach skupimy sie wiasnie na takich operatorach.
Wspomnijmy takze, ze poza operatorami spelniajacymi warunki Definicji 0.1 widmo
wazonych operatoréw kompozycji zostato zbadane gtownie w przypadku operatorow
zwartych [Tak92], [Kam79],[Kam81], [Gun07]. Natomiast typowym dla rozpatrywa-
nych przez nas operatoréw zjawiskiem jest koincydencja widma z widmem Fredholma
(widmem istotnym), co oznacza, ze operatory te, o ile nie sa quasi-nilpotentne, nie sa
operatorami zwartymi.

Struktura oraz krétki opis pracy. Zalezno$¢ miedzy rozdzialami obrazuje dia-
gram na Rysunku 1, gdzie strzatka ciaglta A —> B oznacza, ze rozdzial B zalezy w
istotny sposéb od rozdziatu A. Zatem aby w pelni zrozumie¢ tres¢ rozdzialu B nalezy
uprzednio zapoznac sie z trescia rozdziatu A. Strzaltka przerywana A --> B oznacza,
ze material zawarty w rozdziale B korzysta z materialu zawartego w rozdziale A, lecz
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Rysunek 1: Diagram pracy.

dla ogdlnego zrozumienia tresci rozdziatu B czytanie rozdzialu A nie jest bezwzglednie
konieczne. Przyjmujemy tu takze, ze obie te relacje sa tranzytywne.

W rozdziale 1 oméwimy podstawowe wlasno$ci odwzorowan dualnych do endo-
morfizméw przemiennych algebr Banacha. Przywolamy definicje czesciowej izometrii
na przestrzeni Banacha [Mbe04] i pokazemy, ze odpowiedniki warunkéw (9), (10)
zapewniaja, ze taki operator generuje endomorfizm algebry Banacha A. Nastepnie,
uogdlniajac gléwny rezultat z [KL03], [KLO08|, opiszemy w jezyku dualnych uktadéw
dynamicznych algebraiczno-operatorowa procedure rozszerzenia endomorfizmu alge-
bry A do cze$ciowego automorfizmu algebry Banacha B. Ten czysto-topologiczny opis
bedziemy interpretowac jako metode rozszerzenia dowolnego (niekoniecznie odwracal-
nego) czesciowego uktadu dynamicznego (X, o) do ukltadu odwracalnego (X, &).

W rozdziale 2 otrzymana w rozdziale pierwszym metode rozszerzenia uktaddw
dynamicznych zobrazujemy na najbardziej popularnym przykladzie odwzorowan nie-
odwracalnych, jakimi sa odwzorowania logistyczne ay(x) = 4Az(1 —z), A € (0,1].
Miedzy innymi oméwimy tu wplyw na strukture ukladéw rozszerzonych (X, ay),
A € (0,1], takich zjawisk jak bifurkacje, czy chaos i zobaczymy, ze przestrzenn X,
zawiera wiele waznych continuéw nierozkladalnych.

Rozdzial 3 zawiera szereg kolejnych przykladow rozszerzen klasycznych nieodwra-
calnych ukladéw dynamicznych. Pojawia sie tu solenoidy, podkowy Smale’a, atraktor
Plykina, a takze uklad zwiazany z kafelkowaniami Fibonacciego. Ponadto przedsta-
wimy tu ogdlna konstrukcje czesciowych izometrii w przestrzeniach LP, 1 < p < oo,
generujacych na widmach algebr operatorowych dowolne jednowymiarowe uktady dy-
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namiczne oraz niektére uklady symboliczne. Wszystkie te operatory speiniaja warunki
pewnej technicznej definicji, obiekty ktérej bedziemy nazywaé konkretnymi wazonymi
operatorami przesuniecia. Widmo takich operatorow zostanie opisane w rozdziale 9.

W rozdziale 4 uogélnimy formule wariacyjna (6) tak, by wyrazata promien spek-
tralny abstrakcyjnych wazonych operatorow przesuniecia rozumianych w naszym, no-
wym, szerszym sensie. Zostana tu oméwione poszczegdlne zasady wariacyjne odpo-
wiadajace operatorom generujacym uklady symboliczne, odwzorowania logistyczne,
ekspansywne endomorfizmy okregu, homeomorfizmy okregu oraz przesuniecia na to-
rusie. Pojawia sie tu m. in. przykilady miar ergodycznych na solenoidach, podkowie
Smale’a i B-J-K continuum.

W rozdziale 5 opiszemy zbidr |o(aT)| skltadajacy sie z moduléw wartosci spektral-
nych operatora a'. Za pomoca rzutow Riesza skonstruujemy bijekcje pomiedzy spdj-
nymi sktadowymi zbioru |o(aT)|, a domknietymi, a-niezmienniczymi podzbiorami X.
Przy tej odpowiedniosci konice spdjnej sktadowej [r~,r1] C |o(aT)| beda dane przez
formuly wariacyjne typu (7) na przyporzadkowanym tej sktadowej podzbiorze w C X.

W rozdziale 6 otrzymamy pelny opis widma operatora a7’ dzialajacego w prze-
strzeni Hilberta. W tym celu przedstawimy definicje topologicznej wolnosci, wprowa-
dzona przez autora w [Kwa05’] i obejmujaca dowolne (niekoniecznie odwracalne) cze-
sciowe uktady dynamiczne (X, o). Przy zalozeniu topologicznej wolnosci sformutujemy
tak zwane Twierdzenie o Izomorfizmie [Kwa05’], ktére determinuje reprezentacje, a
tym samym i strukture C*-algebry C*(A,T') generowanej przez A i T. Twierdzenie
to implikuje m. in. niezmienniczo$¢ widma o(aT') ze wzgledu na obroty wokdt zera i
wyjasnia zjawisko koincydencji widma o(aT') z widmem istotnym o.ss(aT’). W szcze-
golnosci, kotowa symetria zbioru o(al’) oraz otrzymany w rozdziale 5 opis zbioru
|o(aT)| automatycznie dadza nam pemly opis widma o(aT’) (w przypadku, gdy aT’
dziala w przestrzeni Hilberta).

Wyniki i metody zaprezentowane w rozdziatach 1 - 6 nie wystarcza, by w pelni
opisa¢ widmo wazonych operatoréw przesunigecia w przestrzeniach Banacha. Dlatego
w rozdziatach 7, 8 opracujemy nieco inny kierunek badan, ktéry m. in. ujawni zwia-
zek miedzy wiasnosciami spektralnymi wazonych operatoréw kompozycji w przestrze-
niach L” oraz przestrzeniach Hilberta. Umozliwi to catkowity opis widma konkretnych
wazonych operatoréw przesuniecia w przestrzeniach LP w rozdziale 9.

W rozdziale 7, pozostajac w kontekscie operatow dziatajacych w przestrzeniach
Hilberta, wykazemy ogdlne twierdzenia dotyczace odwracalnosci operatoréw naleza-
cych do C*-algebry C*(A, T'). Dzieki opisowi dostatecznej rodziny reprezentacji alge-
bry C*(A,T) pokazemy, ze odwracalnos¢ b € C*(A,T') jest réwnowazna odwracal-
nosci pewnych prostszych operatoréw dzialajacych w przestrzeniach (2, zwigzanych
orbitami rozszerzonego uktadu dynamicznego (Y , ). W literaturze takie podejscie do
badania odwracalnosci nazywane jest dyskretyzacja. Poza tym wykazemy tu pewne
uogdélnienia twierdzenia Wienera, ktore dostarcza nam waznych informacji na temat
postaci operatoréw odwrotnych do odwracalnych elementéw algebry C*(A, T').

W rozdziale 8, korzystajac z twierdzen rozdziatu 7, pokazemy, ze odwracalnosé
elementow algebr generowanych przez konkretne wazone operatory przesuniecia al),
na przestrzeniach LP, 1 < p < oo, nie zalezy od wyboru p € [1,00]. W szczegdl-
nosci oznacza to, ze analiza spektralna takich operatoréw sprowadza sie do analizy
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operatoréw na przestrzeni Hilberta L2.

W rozdziale 9, jako wniosek z rezultatéw rozdziatu 6 i 8, otrzymamy pelny opis
widma konkretnych wazonych operatoréw przesuniecia dzialajacych w przestrzeniach
LP, 1 < p < oo, zwiazanych z ukladami topologicznie wolnymi. Widmo takich ope-
ratoréw charakteryzuje sie symetria kotowa, ktérej srodek znajduje sie w zerze. Do-
bierajac odpowiednie wagi a do operatora przesunigcia 1" z Przyktadu 0.3 pokazemy,
ze dowolny zwarty podzbior C o wyzej wspomnianej symetrii jest widem wazonego
operatora przesuniecia aT'. o(aT).

W uzupetnieniach zebrane sa pewne wyniki (lub ich niewielkie modyfikacje) z prac
[Kwa05’], [KLO7’], [KLO7”], ktérymi postugujemy sie w rozdziatach 5, 6, 7. Przedsta-
wiamy tu najwazniejsze fakty dotyczace uniwersalnej C*-algebry C*(X, o; Y') bedace]
uogdblnieniem algebry kowariancji C*(X, «) zbadanej i skonstruowanej w [Kwa05’].

Wszystkie rysunki w przedlozonej pracy, oprécz Rysunku 3.16 (b) sporzadzonego
przez zone autora, wykonane zostaly przez autora. Animowane wersje niektérych z
nich zamieszczone sa na stronie

http://math.uwb.edu.pl/~zaf/kwasniewski/panopticum.html

Uzyskane wyniki stanowia czesé¢ wlasnego projektu badawczego pt. ,, Algebry opera-
torowe generowane przez uktady dynamiczne: spektralne, asymptotyczne i entropijne
charakterystyki”, N N201 382634.

Autor chcialby wyrazi¢ podziekowania profesorowi A. V. Lebedevowi za zainspi-
rowanie tematyka, cenne wskazowki, rady i sugestie oraz zonie za cierpliwosé¢ i wyro-
zumialosc.

Biatystok, Kwiecien 2008






Przyjete konwencje 1 oznaczenia

Przyjmujemy standardowe oznaczenia na zbiory liczbowe, przy czym 0 traktujemy
jako liczbe naturalna: N = {0, 1,2, ...}, a zbiory liczb dodatnich oznaczamy za pomoca
symbolu ,,+7, i tak np. N, = N\ {0}, R, = (0, +00). Wszystkie przestrzenie oraz
algebry Banacha (z wyjatkiem przestrzeni ¢/°(N) w Przykladzie 4.13) rozpatrujemy
nad ciatem liczb zespolonych. Wszystkie rozwazane algebry posiadaja jedynke, a dla
algebr operatoréw jedynka ta jest operator identycznosciowy. Moéwiac o homomor-
fizmach (endomorfizmach, monomorfizmach, automorfizmach itp.) algebr Banacha
mamy zawsze na mysli (odpowiednie) odwzorowania liniowe i multiplikatywne. Nato-
miast przez ideal algebry Banacha bedziemy rozumie¢ domkniety ideal dwustronny.

Ponizej przedstawiamy spis najwazniejszych oznaczen. Symbole sa pogrupowane
w zaleznosci od kontekstu (jeden symbol moze wystepowaé¢ w dwu réznych kontek-
stach). Obok symbolu znajduje sie krétka definicja oraz (ewentualnie) numery stron,
na ktorych dany obiekt zostat zdefiniowany lub odgrywa kluczowa role.

Przestrzenie Banacha

E - przestrzen Banacha
H - przestrzen Hilberta
LE(2) - przestrzed (klas abstrakeji) zespolonych funkcji na €, p-catkowalnych
w p-tej potedze
() - przestrzen (klas abstrakeji) zespolonych funkcji na €, p-istotnie
ograniczonych
LrP(Q) - przestrzen L(N), gdzie Q C R™, u jest n-wymiarowa miara Lebesgue’a
P(N) - przestrzen Lﬁ(N), gdzie p jest miarg liczaca, 6
P(Z) - przestrzen L7 (Z), gdzie p jest miara liczaca, 139
P(N) - przestrzen L7 ({1,..., N}), gdzie p jest miara liczaca, 129, 142
co(N) - przestrzen jednostronnych ciagéw zbieznych do zera, 6
co(Z) - przestrzen dwustronnych ciagéw, dwustronnie zbieznych do zera, 139
span{ K} - przestrzenn Banacha rozpieta przez zbiér K, 12
span{K} - przestrzen liniowa rozpieta przez zbiér K, 50
Operatory na przestrzeniach Banacha
L(E) - przestrzen ograniczonych operatoréw liniowych na E
S, T - wzajemnie sprzezone czesciowe izometrie w przestrzeni Banacha, 5
Sp, T, - wzajemnie sprzezone czeSciowe izometrie w przestrzeni Liz(Q), 50
Sn, Ty - standardowe jednostronne operatory przesuniecia, 6
Sn,Tn - Sciete” operatory przesuniecia w przestrzeni N-wymiarowej, 129

XV
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Ty - standardowy, odwracalny operator lewostronnego przesuniecia, 139
al - abstrakcyjny operator przesuniecia, 10
aT, - konkretny operator przesuniecia w przestrzeni L (), 48
0,0, - wzajemnie sprzezone czesciowe izometrie na L(F) zadane przez wza-
jemnie sprzezone czedciowe izometrie T, S na E, 7
S\, T\ - wzajemnie sprzezone czeSciowe izometrie zwiazane z odwzorowaniem

logistycznym vy, 26, 27

Spektra operatoréw

o(aT) - widmo operatora aT
lo(aT)| - zbiér moduléw wartosci spektralnych operatora o(aT’), 101
Oess(aT) -  widmo istotne operatora a7, 119
r(aT) - promien spektralny operatora aT’, 81
Algebry Banacha
A - przemienna algebra Banacha z jedynka, 1
B - przemienna algebra Banacha bedaca rozszerzeniem algebry A, 12
Ay - algebra Banacha generowana przez A i rzut ST, 14
M+ - anihilator podzbioru M C A, 4
M’ - komutant podzbioru M C L(E), 7
L(E) - algebra operatorow ograniczonych na przestrzeni Banacha F
C(X) - algebra ciaglych funkcji zespolonych na przestrzeni zwartej X, 2
Cy(X) - ideat w C(X) skladajacy sie z funkcji znikajacych na Y C X, 22
C(X,D) - algebra ciaglych funkcji na X o warto$ciach w algebrze D, 136
C*(K,A) - C*-algebra generowana przez zbiér operatoréw K i operator A, 115
C*(X,o;Y) - (C*-algebra kowariancji ukladu (X, o) wzgledem Y C X, 128, 161
D(N) - algebra operatoréw mnozenia przez ciagi jednostronne, 140
D(z) - algebra operatoréw mnozenia przez ciagi dwustronne, 140
Apol - algebra funkcji holomorficznych we wnetrzu kota D?, 20
B - algebra Banacha zwiazana z odwzorowaniem logistycznym ay, 27
B - algebra Banacha zwiazana z homeomorfizmem okregu «, 74

Uklady dynamiczne na algebrach Banacha

5 - (odpowiednio) endomorfizm algebry A, 2; jego przedtuzenie do endomorfiz-
mu algebry A, 14; przedtuzenie obu tych endomorfizméw do czesciowego
automorfizmu algebry B, 12

05 - czesciowy automorfizm algebry B, bedacy uogdlniona odwrotnoscia 4, 12, 4
I - jadro endomorfizmu § : A — A, 3, 14
J - ideal algebry A lezacy w anihilatorze I wyznaczony przez rzut ST, 14
Czesciowe uklady dynamiczne
(X, ) - czes$ciowy uklad dynamiczny dualny do endomorfizmu 6 : A — A, 3
(X4,a4) - czesciowy uklad dynamiczny dualny do endomorfizmu 6 na algebrze
Ay, 15
()~( , Q) - czeSciowy uklad dynamiczny dualny do czesciowego automorfizmu §
na algebrze B, 16, 21
o - rzut ukladu rozszerzonego (X, &) na uklad (X, «), 21
An,A_, - dziedzina, przeciwdziedzina czesciowego odwzorowania a”, 3

Aiom Aoo - przekroje ciagéw {An}nGNa {Afn}nGN i {An}neZv 33
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A, - dziedzina cze$ciowego homeomorfizmu a”, n € Z, 85
A:tOO7 Aoo - przekroje ci@géw {An}neNa {A—n}neN i {An}ne% 857 129
Inv(X,) - sympleks unormowanych, a-niezmienniczych miar na X, 83
Erg(X,a) - podzbiér Inv(X,«) skladajacy sie z miar a-ergodycznych, 83

(X\,@)) - naturalne rozszerzenie odwzorowania logistycznego a, 28

Klasyczne uklady dynamiczne

)y - odwzorowaniem logistyczne na odcinku [0, 1] z parametrem A, 25
ar - odwzorowanie tréojkatne, 31
O, - obrét okregu o kat 277, 74
T(@) - liczba obrotu homeomorfizmu okregu o, 73
(X4,04) - (topologiczne) jednostronne przesuniecie Markowa, 64
(X4,54) - (topologiczne) dwustronne przesuniecie Markowa, 64
(Xn,0n) - pelne, jednostronne przesuniecie Markowa, 67
(XN,0N) - pele, dwustronne przesuniecie Markowa, 67

Przestrzenie topologiczne

X, X, X - widmo (odpowiednio) algebry A, 1; algebry A, 15; algebry B, 16
Jim (X,a) - granica odwrotna zwiazana z ukladem (X, ), 13
Xn, Xoo - podprzestrzenie przestrzeni rozszerzonej X , 16
hull(M) - domkniety podzbiér X, bedacy otoczka zbioru M C A, 74
Yi1UuY, - suma prosta przestrzeni topologicznych Y7, Yo, 15
X, - widmo algebry B, zwiazanej z homeomorfizmem okregu «, 74
St - okrag jednostkowy, vi
T¢ - d-wymiarowy torus, 77
D? - kolo jednostkowe, 53
C - zbiér Cantora, 93
S - N-adyczny solenoid, 54
B(N) - uzwarcenie Cecha-Stone’a przestrzeni dyskretnej N, 7
N - jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni dyskretnej N, 70

Obiekty zwigzane z konkretnymi operatorami przesuniecia z waga

%) - odwzorowanie mierzalne zadajace reprezentacje algebry C'(X), 48, 50
essp(w) - obraz istotny zbioru w przy odwzorowaniu ¢, 48
0% - réznowartosciowe odwzorowanie mierzalne zadajace czesciowe izome-

trie T, S, 48, 50, 56

d’;% pochodna Radona-Nikodyma miary w +— u(y~!(w)) wzgledem p, 48
B(X) - o-algebra borelowskich podzbioréw przestrzeni X, 48
{t} - cze$é utamkowa liczby ¢ (jednoelementowy podzbidr sktadajacy sie z t

oznaczamy mniejszymi wasami {t}), 31
Y - réznowartosciowe odwzorowanie prostej R, zwigzane z odwzorowaniem
logistycznym «, 26






Rozdzial 1

Abstrakcyjne operatory
przesuniecia z waga oraz
algebraiczno-operatorowa metoda
rozszerzania ukladow
dynamicznych

W niniejszym rozdziale przeniesiemy Definicje 0.4 oraz obiekty z nia zwiazane na grunt
przestrzeni Banacha. Omoéwimy pokrotce odwzorowania dualne do endomorfizmow
przemiennych algebr Banacha, ktére traktowa¢ bedziemy jako czeéciowe odwzorowa-
nia przestrzeni idealéw maksymalnych. Nastepnie, w podrozdziale 1.2, postugujac sie
waznymi z punktu widzenia naszych badan operatorami czesciowe] izometrii w prze-
strzeniach Banacha [Mbe04], wyznaczymy warunki potrzebne na to, by operatory te
generowaly endomorfizmy algebr Banacha. Otrzymane warunki postuza do zdefinio-
wana abstrakcyjnych wazonych operatoréw przesunigcia na przestrzeniach Banacha,
Definicja 1.19.

Prezentacja wszystkich faktéw ukierunkowana bedzie na opis ukladu rozszerzonego
zawarty w Twierdzeniu 1.28, bedacy uogdlnieniem rezultatéow z [KLO03], [KLO8] na
dowolne algebry Banacha. Wynik ten stanowi tacznik miedzy Definicjami 0.1 oraz
1.19 i w obecnej rozprawie bedzie jednym z gléwnych narzedzi badania wazonych
operatorow przesuniecia oraz algebr przez nie generowanych.

1.1 Endomorfizmy algebr Banacha i odwzorowania
czesciowe

W calej rozprawie A bedzie oznaczaé¢ przemienng algebre Banacha z jedynka. Przy-
pomnijmy, ze przestrzen X niezerowych liniowo-multiplikatywnych funkcjonaléw na
A wraz z *-staba topologia odziedziczona z przestrzeni dualnej A* jest zwarta prze-
strzeniag Hausdorffa zwana przestrzeniq idealow maksymalnych A, lub krécej (topo-
logicznym) widmem algebry A. Przyjmiemy standardowe oznaczenie na transformate

1
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Gelfanda:
Asa—aeC(X),

a(x) == z(a),

gdzie C'(X) jest algebra wszystkich zespolonych funkcji ciagtych na X.
Przywolajmy definicje klas algebr Banacha, ktére bedziemy rozwaza¢ w obecnym
rozdziale, por. [Zel].

Definicja 1.1. Przemienna algebre Banacha A bedziemy nazywaé

1) algebra pdtprosta, jesli jesli transformata Gelfanda jest odwzorowaniem rézno-
wartosciowym,

2) algebrg regularna, jesli A jest algebra pélprosta oraz dla kazdego punktu z
przestrzeni idealéw maksymalnych X nienalezacego do domknietego podzbioru
F C X istnieje element a € A, taki, ze

alz) £0,  a(F)=0.

Jesli 0 : A — A jest endomorfizmem algebry Banacha A, to dla kazdego x € X
funkcjonal z o § jest liniowo-multiplikatywny. Zatem operator dualny do 0 zadaje na
X odwzorowanie « przyjmujace wartosci w zbiorze X U {0} (funkcjonal z 0§ w ogdl-
nosci moze by¢ zerowy). Restrykcja takiego odwzorowania do podzbioru A = o~ 1(X)
nie wyprowadza juz poza zbiér X i moze by¢ traktowana jako czesciowe odwzoro-
wanie X. W rzeczywistosci mamy nastepujaca, znana, charakterystyke rozwazanego
odwzorowania.

Stwierdzenie 1.2. Dla kazdego endomorfizmu d : A — A istnieje i jest jednoznacznie
wyznaczone (wraz ze swojq dziedzing) odwzorowanie ciagle o : A — X zdefiniowane
na domknieto-otwartym podzbiorze A C X, takie, Ze

— {mmw; z€EA e

o)) = 1 e (1.1)

Ponadto, A = X wtedy i tylko wtedy, gdy § zachowuje jedynke algebry A.

Dowadd. Jednoznacznosé odwzorowania o : A — X wynika stad, iz funkcje a,
a € A, rozdzielaja punkty przestrzeni X. Uzasadnienia wymaga ciaglosé «, gdyz
nie zaktadaliSmy ciagloéci §. Jedli jednak A jest algebra potprosta, to endomorfizm o
automatycznie jest odwzorowaniem ciagtym, [Zel, Wn. 13.4]. W przypadku ogdlnym,
widmo algebry ilorazowej A/ Rad(A), gdzie Rad(A) := N,ex kerz jest radykalem
algebry A, mozna w naturalny sposéb utozsami¢ z widmem X algebry A. Wtedy
odwzorowanie dualne do homomorfizmu ¢ : A — A/ Rad(A) danego wzorem

d(a) := a + Rad(A), ac A,

pokrywa sie z odwzorowaniem dualnym do d. Zatem ciagtosé homomorfizmu 5, [Zel,

—l

Tw. 13.2], implikuje ciaglos¢ a. Pozostala czes¢ tezy jest jasna, bowiem 0(1) jest
funkcja charakterystyczna zbioru A, por. [Zel, 19]. [ |
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Definicja 1.3. Odwzorowanie o : A — X speiajace (1.1) bedziemy nazywaé cze-
sciowym odwzorowaniem X dualnym do endomorfizmu §. Pare (X, ) nazywaé be-
dziemy czesciowym uktadem dynamicznym.

W odniesieniu do odwzorowan czesciowych bedziemy uzywac nastepujacej notacji.
Dla n € N, A, bedzie dziedzina, a A_,, przeciwdziedzing czesciowego odwzorowania
. Dokladniej, zbiory A,, dane sa formuts indukcyjna

A, :=a A1), n>0, Ay = X,

i sa domknieto-otwarte. Natomiast zbiory A_,, := «a™(A,) sa na ogdt jedynie do-
mkniete. Dla dowolnych n,m € N mamy

oA, — A,

a"(a™(x)) = " (x), T € Apim-

Nietrudno spostrzec, ze jesli « jest czesciowym odwzorowaniem dualnym do pewnego
endomorfizmu 4, to a” jest po prostu odwzorowaniem dualnym do endomorfizmu 9.
Aby dokladniej naswietli¢ zwiazek miedzy wlasnosciami endomorfizmu § i czescio-
wego odwzorowania « przypomnijmy, iz otoczkq podzbioru M algebry A nazywamy
podzbiér hull(M) widma X dany wzorem

hull(M) = {z € X : M Ckerz} = {z € X : M(z) = 0}.
W szczegblnosci zachodzi réwnosé X \ Ay = hull({d(1)}).

Stwierdzenie 1.4. Niech I bedzie jadrem endomorfizmu § : A — A. Witedy zachodzi
inkluzia A_y C hull(1), a przy zatozeniu, ze A jest algebra reqularng zachodzi réwno$é

A_y = hull({) oraz
i) A_q jest zbiorem otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy I posiada jedynke,
ii) A_y = X wtedy i tylko wtedy, gdy 0 jest monomorfizmem.

Dowéd. Jedli y € A_q, to y = a(z) dla pewnego x € Ay, a stad dla a € [
mamy y(a) = a(z)(a) = z(d(a)) = 0, co dowodzi inkluzji A_; C hull(7). Natomiast,
zakladajac, ze A jest algebra regularna, dla dowolnego y ¢ A_; istnieje a € A takie,
VAS

Powyzsze relacje, réoznowarto$ciowosé transformaty Gelfanda oraz Stwierdzenie 1.2
implikuja, ze a € I oraz y(a) # 0. Stad y ¢ hull(]), co dowodzi inkluzji A_; D hull([).
i) Jesli I posiada jedynke e, to Ay = {z € X : é(x) = 0}, a zatem jest to zbidr
domknieto-otwarty, por. [Zel, 19]. Na odwrét, jesli A_; jest zbiorem domknieto-
otwartym, to istnieje idempotent e € A taki, ze € jest funkcja charakterystyczng
zbioru A_y, [Zel, Tw. 19.2]. Ze wzoru (1.1) oraz réznowartosciowosci transformaty
Gelfanda wynika, ze e jest jedynka w [I.

ii) Jesli A1 = X ia € I, to dla kazdego y € X istnieje z € A; taki, ze y = a(x), a
stad a(y) = a(a(x)) = 5/(0;) (x) = 0. Zatem a = 0 i jadro J jest trywialne. Na odwrét
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jedli § jest monomorfizmem, to dla kazdego y € X wzér y o 6! definiuje niezerowy
liniowo-multiplikatywny funkcjonal na 6(.A4). Stad, ze 6(A) = A jest algebra regu-
larng y o 6! przedtuza sie do pewnego elementu z € X, [Zel, Tw. 2.16, Tw. 15.7].
Oczywiscie mamy y = x 0§ = a(x), a zatem x € A_;. [ |

W teorii C*-algebr cze$ciowym automorfizmem algebry nazywa sie izomorfizm
pomiedzy jej dwoma ideatami [Exel94], [ELQO02]. Do naszych celéw wygodniejsza
jednak bedzie nastepujaca

Definicja 1.5. Czesciowym automorfizmem nazywaé bedziemy endomorfizm algebry
Banacha A, 1 € A, ktérego jadro oraz obraz sa sktadnikami prostymi algebry A.

Jesli 0 jest czesciowym automorfizmem A, to algebra A rozklada sie na dwie sumy
proste idealow

A =ker§ @ (kerd)*, A=5A) @A)
gdzie dla podzbioru M C A przyjmujemy oznaczenie
M*t:={ac A:aM ={0}};

M+ jest domknietym dwustronnym idealem w A zwanym anihilatorem zbioru M.
Oczywiscie ¢ : (ker §)* — §(A) jest izomorfizmem pomiedzy dwoma ideatami w A.

Stwierdzenie 1.6. Jesli § : A — A jest czeSciowym automorfizmem, to istnieje
doktadnie jeden czeSciowy automorfizm 6, : A — A bedacy uogdlniong odwrotnosciq
0, tj. spelniajacy relacje

0 =000, 0x = 040 04 (1.2)

Ponadto wtedy (ker 6,)* = §(A) = §(1).A oraz (ker §)*+ = §,(A) = 5.(1)A.
Dowadd. Nietrudno spostrzec, ze wzor
6.(a) =6 Hay), dla a=a Day€I(A)®IA)", (1.3)

gdzie 61 jest odwrotnoscia izomorfizmu ¢ : (ker §)t — §(A), zadaje zadany czedciowy
automorfizm d,. Na odwrot, niech é, bedzie czeSciowym automorfizmem spelniajacym
relacje (1.2). Z relacji 6 = 04, wynika, ze kerd, N §(A) = {0}. Oznaczajac przez
@ jedynke w ker d, mamy zatem @ - §(1) = 0, lub réwnowaznie 6(1) = (1 — Q)d(1),
skad §(A) = 6(1)A C (1 — Q)A = (ker 6*)*. Z relacji 6, = d, d 6, natomiast wynika,
ze 0,(0(A)) = 8.(A), czyli (kerd*)t C §(A), co wraz z poprzednia inkluzja daje
réwnosé (kerd,)t = §(A). Na mocy symetrii zalozen otrzymujemy takze réwnosé
(ker 6)* = 6,(A), co wraz z relacjami (1.2) implikuje, ze J, jest postaci (1.3). |
Stad, por. [Zel, 19.2], natychmiast otrzymujemy

Stwierdzenie 1.7. Jesli 0 jest czeSciowym automorfizmem przemiennej algebry Ba-
nacha A, to czesciowe odwzorowanie o : Ay — A_q dualne do 9 jest homeomorfizmem
pomiedzy dwoma domknigto-otwartymi podzbiorami Ay C X i~ ' Ay — Ay jest
odwzorowaniem dualnym do czesciowego automorfizmu 0, spetniajacego (1.2):

— {a(ofl(a:)), z €A,

% = X, :
d«(a)(z) 0, NS reX, acA

Definicja 1.8. Homeomorfizm pomiedzy domknigto-otwartymi zbiorami przestrzeni
X nazywaé bedziemy czesciowym homeomorfizmem X.
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1.2 Czesciowe izometrie na przestrzeniach Bana-
cha jako operatory generujace endomorfizmy
algebr Banacha

Przypomnijmy (patrz na przyklad [Hal82, Problem 98]), iz operator T' € L(H) na
przestrzeni Hilberta H nazywamy czesciowq izometrig, gdy na ortogonalnym dopel-
nieniu swojego jadra jest on izometria. Wtedy przestrzen H; = (ker T')* nazywamy
przestrzeniq inicjalng, a przestrzen Hy = T'H; przestrzeniq finalng czesciowe] izome-
trii 7. Ponadto cze$ciowa izometria posiada nastepujace czysto algebraiczne charak-
terystyki pozwalajace przeniesé¢ to pojecie na grunt algebr z inwolucja. Mianowicie T'
jest czeSciowa izometria wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z rownowaznych
warunkow

i) T*T jest rzutem ortogonalnym (na przestrzen inicjalna),

i) TT*T =T,

)
i) TT* jest rzutem ortogonalnym (na przestrzen finalna),
)
iv)

™TT =T

Co wiecej mamy nastepujaca charakterystyke [Mbe04, 3.1, 3.3], ktéra jest przyczyn-
kiem do wprowadzenia definicji czeSciowej izometrii na przestrzeniach Banacha.

Twierdzenie 1.9. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta i niech T' € L(H). Nastepu-
jace warunkt sq rownowazne

i) T jest czesciowq izomelria,

ii) T jest kontrakcjq oraz istnieje kontrakcja S € L(H) bedaca uogélniona odwrot-
nosciq T', tj. taka, Ze
TST =T, STS = 8S.

Ponadto jesli zachodzi i) oraz ii), to S = T*.
W Swietle powyzszego twierdzenia naturalna jest ponizsza

Definicja 1.10 ([Mbe04]). Niech T bedzie kontrakcja na przestrzeni Banacha E. Jesli
istnieje kontrakcja S € L(F) taka, ze

TST =T,  STS =S, (1.4)

to operator T bedziemy nazywacé czesciowa izometrig, a kontrakcje T 1 S speliajace
(1.4) bedziemy nazywaé wzajemnie sprzezonymi izometriami czesSciowymi.

Uwaga 1.11. i) Jesli F jest przestrzenia Hilberta, to wprowadzone powyzej poje-
cia czesciowe] izometrii oraz sprzezenia pokrywaja sie z klasycznymi terminami.

ii) Czesciowa izometria na przestrzeni Banacha moze by¢ sprzezona z dwoma réz-
nymi cze$ciowymi izometriami, patrz Przyktad 1.13.
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iii) Nie kazda izometria na przestrzeni Banacha jest cze$ciows izometria. Przy czym
istnieja przestrzenie Banacha, nie bedace przestrzeniami Hilberta, dla ktérych
kazda izometria jest cze$ciowa izometria. Do takich przestrzeni naleza na przy-
ktad przestrzenie typu LP, 1 < p < oo, poréwnaj [Mbe04].

Interpretacja geometryczna cze$ciowej izometrii w przestrzeni Banacha jest moz-
liwa i wyjasnia ona niejednoznacznos¢ sprzezenia tychze operatoréw. Aby to unaocznié
przytoczymy tu nieco rozszerzona wersje [Mbe04, Stw. 4.2], a nastenie zobrazujemy
to twierdzenie na przykladzie.

Twierdzenie 1.12. Niech T € L(E). Nastepujace warunki sq réwnowazne
i) T jest czesciowaq izometriq,

ii) a) jadro kerT operatora T' posiada dopelnienie M takie, Ze T na M jest izo-
metriq,

b) istnieje rzut P € L(E) bedacy kontrakcja na obraz operatora T
Jesli warunki i), i) sq spelnione to relacje
STE=M, TS=P

ustalaja wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé pomiedzy czesciowymsi izometriami S
sprzezonymi z'T oraz parami (M, P), gdzie M jest dopelnieniem ker T a P jest rzutem
na TE spetniajgcymsi ii).

Przyklad 1.13. Rozpatrzmy klasyczny, jednostronny operator przesuniecia Ty dzia-
lajacy w przestrzeni £ = (P(N), p € [1,00] lub E = ¢(N):

Tn(z(1), 2(2), 2(3)...) = (2(2), 2(3), ...).

Oczywiscie Ty jest czeSciowa izometria w sensie Definicji 1.10. Jedynym rzutem na
TnE = FE jest operator identycznosciowy oraz gdy p < oo jedynym dopelieniem
podprzestrzeni ker Ty na ktorym operator Ty jest izometria jest podprzestrzen

M={zxeE:z(1)=0}.

Zatem, gdy E = (P(N) dla p < oo jedyna czesciowa izometria sprzezona z Ty jest
operator prawostronnego przesuniecia

Sn(z(1),2(2), ...) = (0,2(1),z(2), ...).

W pozostalych przypadkach, gdy £ = (*°(N) lub E = ¢y(N), sytuacja si¢ zmienia i
dopelnienia jadra Ty na ktorych Ty jest izometrig mozna poindeksowaé¢ elementami
kuli jednostkowej przestrzeni dualnej E*:

My =A{z €l®(N):z(1) = f(2(2),2(3),...)},  feE |fII<1
Zatem wszystkie czesciowe izometrie sprzezone z T : E — E sa postaci

Sfx = (f(:v),x(l),x(?),...), f € E*7 “f” < 1,
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ijesli E = ¢o(N), to jest ich tyle co ciagéw absolutnie sumowalnych do jedynki,
czyli tyle co unormowanych o-addytywnych miar na N. Natomiast, jesli £ = ¢>°(N),
to jest ich tyle co unormowanych miar Radona na uzwarceniu Cecha-Stone’a G(N)
przestrzeni dyskretnej N, czyli tyle co unormowanych miar skonczenie addytywnych
na N.

Ustalmy wzajemnie sprzezone czesciowe izometrie T, S € L(FE) dzialajace na
przestrzeni Banacha F. W naturalny sposéb zadaja one na L(E) dwa kolejne odwzo-
rowania

d(a) = Tas, (1.5)
d.(a) = SaT, (1.6)

gdzie a € L(F). Bezposredni rachunek daje nam

Stwierdzenie 1.14. Odwzorowania 0, 6. : L(E) — L(FE) sa wzajemnie sprzezonymi
czesciowymi izometriami na przestrzeni Banacha L(E).

W nastepujacym stwierdzeniu przedstawione sa warunki zapewniajace multiplika-
tywnos¢ 0 na podzbiorach L(FE), por. [LO04]. Przez M’ oznaczamy komutant zbioru
M C L(E), czyli M' := {a € L(E) : ba = ab dla kazdego b € M}.

Stwierdzenie 1.15. Niech M C L(E). Nastepujace warunki sq réwnowazne
i) ST € M',
ii) Ta = 6(a)T oraz aS = Sé(a) dla kaidego a € M.

Jesli E jest przestrzeniq Hilberta, a M jest zbiorem samosprzezonym, to powyisze
warunki rownowazne sq nastepujgcemu

iii) Ta = 0(a)T dla kaZdego a € M
Ponadto, jesli ktorys z powyzszych warunkow jest spetniony, to
d(ab) = 6(a)d(b), a,be M.
Dowdéd. i)=-ii) dla a € M mamy
Ta=TS8Ta=TaST = (a)T, aS =aSTS = STaS = Si(a).

ii)=1) dla a € M mamy
STa = S6(a)T = aST.
Implikacja ii)=- iii) jest oczywista.
Zakladajac ze FE jest przestrzenia Hilberta otrzymujemy, iz S = T i odwzorowanie

d zachowuje inwolucje. Jedli dodatkowo M = M* to warunek iii) implikuje, ze dla
a € M mamy

aS=al" = (Ta*)" = (0(a")T)" = (6(a)*T)" =T"0(a) = Sé(a),
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co dowodzi iii)=ii).
By zakoniczy¢ dowdd zauwazmy, ze z definicji czesciowej izometrii oraz podpunktu i),
dla a,b € M, mamy

d(ab) = T'abS = T'STabS = TaSTHT = 6(a)d(b).

[ |
Stad oraz ze Stwierdzen 1.2 oraz 1.4 otrzymujemy

Twierdzenie 1.16. Niech A C L(FE) bedzie przemienna algebrq Banacha zawierajgca
operator identycznosciowy oraz taka, zZe

TAS C A, ST e A. (1.7)

Wtedy odwzorowanie § : A — A jest endomorfizmem algebry A i jesli a jest cze$cio-
wym odwzorowaniem widma X algebry A, dualnym do endomorfizmu §, to

i) T jest ko-izometrig (tj. TE = F) wtedy i tylko wtedy, gdy A; = X.
Ponadto, gdy A jest algebrq reqularna, to
i) jesli T jest izometria, to a: Ay — X jest suriekcja,
iii) jesli T jest odwracalng izometria, to Ay = X i a: X — X jest suriekcja.

Przy ustalonej algebrze A i cze$ciowej izometrii T relacje (1.7) moga by¢ spelione
przez rézne czesciowe izometrie S sprzezone z T, por. Przyklad 1.18, lecz co dla nas
wazne, endomorfizm § : 4 — A nie zalezy od wyboru takiego operatora.

Stwierdzenie 1.17. Niech A C L(FE) bedzie algebrq Banacha, 1 € A, i niech Sy,
Sy € L(E) beda czesciowymi izometriami sprzezonymi z T takimi, Ze

TASZ C A, SZT S A/, dla 1 = 1, 2.

Wtedy odwzorowania 6;(-) = T(+)S;, i = 1,2, obciete do algebry A pokrywaja sie, tj.
zadajq ten sam endomorfizm 6 : A — A. Dokladniej endomorfizm ten jest jedno-
zZnacznie wWyznaczony przez warunki

Ta=06(a)T, a€ A, oraz d(1) jest rzutem na obraz T. (1.8)

Jesli ponadto E jest przestrzeniq Hilberta, a A algebra samosprzezona, to kazdy en-
domorfizm A spelniajacy (1.8) jest postaci §(a) = TaT™*, a € A, gdzie T*T € A'.

Dowodd. W $wietle Twierdzen 1.12, 1.16 oba odwzorowania 6;, ¢ = 1,2, sa en-
domorfizmami A spehiajacymi warunki (1.8). Stosujac (1.8) do endomorfizméw 9,
i =1,2, dla a € A otrzymujemy

0n(a)T =Ta = 6(a)T,
skad

51(a) = (51(@)(51(1) = 52(&)(51(1), (52(@) = 52(&)52(1) = 61(CL)52(1)
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W szezegdlnosei 61(1) = d2(1)01(1) = 61(1)d2(1) = d2(1), a stad
51(a) = 52(@)51(1) = 52(@)52(1) = (52(@).

Jesli E jest przestrzenia Hilberta i A jest przemienna C*-algebra, to kazdy endo-
morfizm 0 : A — A jest automatycznie *-endomorfizmem i w szczegdlnosci (1) jest
rzutem ortogonalnym. Jesli wiec ¢ spetniaja relacje (1.8), to dla a € A mamy

TaT* =6(a)TT* =6(a)d(1) = d(1).
Natomiast relacja T*T € A’ wynika ze Stwierdzenia 1.15. |
Przyklad 1.18. Niech F = (}(N) i rozwazmy operator
Tx = (x(2) —z(1),2(3),2(4), ...).
Wtedy mamy nastepujace dopelienia jadra operatora 7', na ktorych 7' jest izometria:
My={z € FE:z(l) = —ax(2)}, «ae€]l0,00), My ={(z € E:z(1) =0},
a ponadto, T jest suriekcja. Zatem T jest czesciowa izometria, a kazda czesciowa

izometria z nia sprzezona jest izometria, patrz Twierdzenie 1.12: Sa to nastepujace
operatory

—1
(1), —
1+« 1+«

Sat = ( z(1),z(2),x(3), ) : Seox = (0,2(1),2(2), 2(3), ...),

gdzie a € [0,00). Oczywiscie T'S, = 1, o € [0, 0], a zatem odwzorowania
da(a) = TaS,, a€ L(E), acl0,oc],
zachowuja jedynke 1 € L(E). Rozwazmy dwie sytuacje:

i) Jesli polozymy A = {1A : A € C}, to wszystkie pary operatoréw (7, S,),
a € [0,00], speliaja relacje (1.10), (1.9) i wszystkie odwzorowania ¢, zadaja
na A endomorfizm identycznosciowy.

ii) Jesli A jest algebra skladajaca sie z operatoréw mnozenia przez ciagi stale po-
czawszy od drugiej wspéhzednej, tj. ciagi postaci (a,b,b,b,...), a,b € C, to
wszystkie odwzorowania d,, o € [0, 00], zachowuja algebre A, ale tylko ope-
ratory dg i 0 sa multiplikatywne na A. Ponadto dy i do zadaja na A rézne
endomorfizmy

So(a,b,b,b,..) = (a,b,b,b,...),  bus(a,b,b,b,...) = (b,b,b,b,...).

Sytuacja ta nie jest sprzeczna ze Stwierdzeniem 1.17, gdyz sposréd par (T, S,),
a € [0, 00], tylko T i So spelniaja relacje (1.10), (1.9).
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1.3 Operatory przesuniecia z waga na przestrzeni
Banacha. Przedluzenie endomorfizmu do cze-
Sciowego automorfizmu

Postugujac sie relacjami z Twierdzenia 1.16 sformutujemy teraz definicje (abstrakcyj-
nego) operatora przesuniecia z waga, gdzie role operatora przesuniecia bedzie odgry-
wala czesciowa izometria generujaca endomorfizm na algebrze wag, a role przesuniecia
odgrywac bedzie odwzorowanie do niego dualne. Okreslenie to jest naturalnym uogol-
nieniem Definicji 0.1 wprowadzonej przez A. B. Antonevichai A. V. Lebedeva. Relacje
miedzy obiema definicjami wyjasnimy w Twierdzeniu 1.23.

Definicja 1.19 (Abstrakcyjne operatory przesuniecia z waga). Niech F bedzie
przestrzenia Banacha i niech A C L(F) bedzie algebra Banacha taka, ze 1 € A. Jedli
T € L(F) jest czeSciowa izometria sprzezona z czeSciowa izometria S taka, ze

TAS C A, (1.9)
ST e A, (1.10)
to kazdy operator postaci
aT, a€ A,

bedziemy nazywaé (abstrakcyjnym) operatorem przesuniecia z waga w algebrze A. Po-
nadto bedziemy mowié¢, ze operator T' generuje na A endomorfizm 6 : A — A, gdzie
d() = T()S, por. Twierdzenie 1.16, Stwierdzenie 1.17, a takze, ze operator T' gene-
ruje na widmie X algebry A czesciowe odwzorowanie o, gdzie a jest odwzorowaniem
dualnym do endomorfizmu ¢ : A — A.

Z relacji (1.9), Stwierdzenia 1.15 oraz przemiennosci algebry A wynika iz operator
3x(+) = S(-)T jest multiplikatywny na A. Zatem odwzorowanie ¢, jest endomorfizmem
A wtedy i tylko wtedy, gdy ja zachowuje, czyli gdy

SAT C A. (1.11)

Fundamentalna dla niniejszej pracy uwaga jest, iz niedogodno$é¢ wynikajaca stad,
ze w Definicji 1.19 nie zaktadamy relacji (1.11) mozna zawsze usunaé przechodzac
do wiekszej algebry. To znaczy, kazdy operator przesuniecia z waga w algebrze A
zawsze mozna rozpatrywac¢ jako operator przesuniecia z waga w wiekszej algebrze,
na ktérej oba odwzorowania § oraz J, sa endomorfizmami (o tym méwi Twierdzenie
1.23, wykazane ponizej).

Przyklad 1.20 (Klasyczne operatory przesuniecia z waga). Niech Ty, Sy beda
klasycznymi operatorami przesuniecia dzialajacymi w przestrzeni E, patrz Przyktad
1.13, i niech A C L(FE) bedzie algebra wszystkich operator6w mnozenia przez ciagi
ograniczone: A = [*°(N). Wtedy Ty i Sy sa wzajemnie sprzezonymi czesciowymi
izometriami oraz

TNASNCA, SN.ATNC.A.
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Zatem klasyczne jednostronne operatory przesuniecia wagq aly, aSy, a € A, sa abs-
trakcyjnymi operatorami przesuniecia z waga w algebrze A. Jesli zas rozwazymy po-
dalgebre Ap.,(») algebry A skladajaca sie operatoréw mnozenia przez ciagi okresowe
o okresie n > 1, to nietrudno spostrzec, ze

TN Aper(n) SN C Aper(n)y SN TN eA (n)

per

oraz SyTn jest operatorem mnozenia przez ciag (0,1,1,1,...), czyli SNTn € Apern) 1
tym bardziej Sy Apern) Iv € Apern). Stad, dla a € Ay, (n), operator alyy jest abs-
trakcyjnym operatorem przesuniecia z waga w algebrze A,e.(n), a operator aSy juz
nie.

Przejdziemy teraz do kanonicznej konstrukeji algebry B zawierajacej algebre A
(A C B), na ktérej spelnione sa obie relacje (1.9), (1.11). Korzysta¢ bedziemy z
nastepujacych wlasnosci rozwazanych obiektéw, por. [LO04, Stw. 3.6].

Stwierdzenie 1.21. Niech T i S bedqg wzajemnie sprzezonymi czeSciowymi izome-
triami spetniajacymi warunki (1.9), (1.10) oraz niech 6 i 6, beda dane wzorami (1.5),

(1.6). Wtedy
i) dla kazdego k = 1,2, ...

SkTk ¢ A,
ii) operatory T* oraz S*, k= 1,2,..., sq czesciowymi izometriami, a doktadniej
TFSkTkE = T* SkTkgk — Gk k=12, ..., (1.12)

i) rodziny {T*S*}ren = {0%(1) hren oraz {S*T b ien = {68(1) bren tworza zstepu-
jace ciqgi parami komutujacych rzutow o normie nie wiekszej niz 1,

iv) dla kazdego a, b € A orazn >k > 0 mamy

07 (a)8(b) = 67 (ad" M (b)), &i(a)dr(b) = 618" (a)D).

Dowdd. i). Korzystajac ze Stwierdzenia 1.15, dla a € A mamy
S*T%a = S*6%(a)T" = aS*T*

ii). Dowdd jest indukcyjny. Ustalmy n > 1 i zalézmy, ze relacje (1.12) zachodza dla
k < n. Wtedy

TnsnTn — Tn—l(Ts)(Sn—lTn—l)T — Tn—l(Sn—lTn—l)(TS)T — Tn

SnTnsn — Sn—l(ST) (Tn—lsn—l)s — Sn—l(Tn—lSrn—l)<ST)S — Sn

iii). Wynika natychmiast z ii) oraz Twierdzenia 1.12 .
iv). Na mocy i), ii) mamy

§"(a)dk(b) = S™aT™S* T = S"aT™ *(T*S*)bT* = S™aT™ *bT* =
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= St aT (S R ITE = S"aT" SR T = 67 (ad™ " (b))

i analogicznie
68 (a)o™(b) = S*aT*S"bT™ = S*a(T*S*)S"*bT™ = SkaS" T =

= Ska(S"RT R SMTRY T = STMT R a ST TRET = 67 (6" R (a)b).

[ |
Algebre B, przy powyzszych zalozeniach i oznaczeniach, zdefiniujemy jako do-
mkniecie zbioru elementéw postaci

ag + 0i(ar) + ... + 67 (ay), a; €A, i=1,...,n, neEN,

czyli innymi stowy ktadziemy

B := span { U 51}@4)} = Span { U S".AT”} : (1.13)
n=0 n=0

gdzie span{ K } oznacza domknieta przestrzen liniowa rozpieta przez zbiér K. Ze wzoru

(1.13) i ponizszego stwierdzenia wynika, ze B jest najmniejsza algebra Banacha za-

wierajaca A, zachowywana przez oba odwzorowania § i d,, por. [LO04, Stw. 4.1].

Twierdzenie 1.22. Przestrzen B jest przemienng algebra Banacha i oba odwzoro-
wania 0 : B — B oraz 6, : B — B sq czesciowymi automorfizmamsi takimi, zZe

0 = 00,9, 0 = 04 0 0y,

por. Definicja 1.5, Stwierdzenie 1.6. Jesli ponadto, E jest przestrzeniq Hilberta i A
jest C*-algebra, to B jest C*-algebrq, a 6 i 0, sq *-endomorfizmami.

Dowdd. Zaréwno fakt, ze B jest algebra jak i jej przemiennosé wynikaja tatwo z
podpunktu iv) Stwierdzenia 1.21. Rzeczywiscie, jesli a, b € A oraz n > k > 0, to po
pierwsze 67 (a)d%(b) = 67 (ad™ (b)) € B i 6%(a)d™(b) = 67(6"*(a)b) € B, a po drugie

0 (a)8 (b) = 07 (ad" (b)) = 62(6"*(b)a) = 85 (b)d; (a)

i analogicznie 6%(a)d7(b) = 67(b)d%(a).

Jasne jest, ze oba odwzorowania ¢ i §, zachowuja algebre B. Sa one na B multiplika-
tywne, gdyz T'S, ST € B C B', patrz Stwierdzenie 1.15, a relacje § = 60, 0, §, = 0, I,
sprawdza sie bezposrednio, por.Stwierdzenie 1.14. Pozostaje nam jedynie wykazac, ze
0 10, sa czesciowymi automorfizmami.

Z jednej strony §(B) C Bi(1) i 6.(B) C Bo.(1), a z drugiej, stosujac Stwierdzenia 1.21
iv) do algebry B otrzymujemy, 6(d.(B)) = Bd(1) i 0.(5(B)) = Bd.(1), skad

5(B) = B3(1),  6.(B) = Bs.(1)

sa skladnikami prostymi algebry B. Dalej zauwazmy, ze B(1 — §(1)) zawiera sie w
jadrze 6, : B — B, gdyz

0. (b(1 = 6(1))) = 8.(b) (5.(1) = 6.(8(1))) = 6.(b) (8.(1) — 6.(1)) = 0.
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Natomiast na Bd(1) odwzorowanie d, jest izomorfizmem, gdyz jesli 0.(bd(1)), dla
pewnego b € B, to stad, ze §(B) = Bd(1) istnieje element a € B taki, ze d(a) = bi(1),
a wtedy

bo(1) = 6(a) = 8(5.(5(a))) = 5(8,(b6(1))) = 0.

Zatem jadrem d, : B — B jest B(1 — 6(1)) i przez symetrie jadrem 6 : B — B
jest B(1 — 9,(1)). Tym samym dowdd pierwszej czesci twierdzenia jest zakoriczony.
Pozostata czes¢ tezy jest jasna. [ |

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia oraz ze Stwierdzenia 1.7 otrzymujemy
rezultat wyjasniajacy zwiazek wprowadzonej przez nas Definicji 1.19 z Definicja 0.1
wprowadzona przez A. B. Antonevicha i A. V. Lebedeva.

Twierdzenie 1.23. Jesli aT jest operatorem przesuniecia z wagq w algebrze A oraz T
i S sq wzajemnie sprzeZonymi czeSciowymi izometriami spetniajacymi relacje (1.10)
i (1.9), to oba operatory aT i aS sq operatorami przesuniecia z wagq w algebrze B
danej wzorem (1.13), a doktadniej

TBS C B, SBT C B.

W szczegdlnosci operator T' generuje na widmie X algebry B czesciowy homeomorfizm
a: Ay — A_y, a operator S generuje homeomorfizm a~! : A_; — Ay do niego
odwrotny.

1.4 Spektralny opis ukladu rozszerzonego (B, )

W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy (Twierdzenia 1.22, 1.23), ze dowolny ope-
rator T generujacy endomorfizm § na algebrze A generuje cze$ciowy automorfizm
na wiekszej algebrze B, tj. endomorfizm § : A — A rozszerza sie do czesciowego
automorfizmu 4 : B — B. W obecnym podrozdziale opiszemy czesciowy uktad dyna-
miczny (X, &) dualny do (B, d) w terminach ukladu (X, ) dualnego do (A, d). Zanim
to nastapi nadmienmy trzy wazne fakty.

Po pierwsze, opis uktadu ()A(/ , &), ktéry otrzymamy wiaze sie z pojeciem granicy
odwrotnej (w kategorii przestrzeni topologicznych), dlatego tez warto przywotaé¢ tu
definicje tej struktury.

Definicja 1.24. Jedli a : X — X jest ciaglym odwzorowaniem przestrzeni topolo-
gicznej X, to granicq odwrotng ciagu odwrotnego

X & X & X &
nazywamy przestrzen topologiczna postaci

(X,a) ={(z0,21,...) € [[ X : a(xps1) = z,, n € N}

neN

lim
%

rozpatrywana z topologia produktowa odziedziczona z przestrzeni [ ],y X bedacej ilo-
czynem kartezjanskim przeliczalnej ilosci kopii przestrzeni X . Na przestrzeni lim (X, «)
mamy naturalnie okreslony homeomorfizm

a(xg, x1,...) = (a(xo), o, T1, ...), (20,71, ...) € lim (X, a),

zwany homeomorfizmem indukowanym przez odwzorowanie o : X — X.
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Po drugie, opis uktadu ()A(/ , &) zaleze¢ bedzie, w pewien dos$¢ subtelny sposéb, od
,polozenia” rzutu ST wzgledem algebry A. Pouczajacym jest wiec zbadanie algebry
generowanej przez A oraz ST, co tez uczynimy jako preludium do gléwnego rezultatu
(Twierdzenie 1.28). N

Po trzecie, czysto topologiczny opis uktadu rozszerzonego (X, &) umozliwi nam la-
twa, konstrukcje operatoréw generujacych (w sensie Definicji 1.19) dowolnie wybrany
czesciowy uktad dynamiczny (Twierdzenie 1.34).

W niniejszym podrozdziale zakladamy, ze A oraz S, T speliaja zalozenia Definicji
1.19; 6, 6, sa dane przez (1.5), (1.6); B jest algebra (1.13), por. Twierdzenie 1.22; X i
X sa przestrzeniami idealéw maksymalnych algebr A i B; a jest czesciowym odwzoro-
waniem dualnym do endomorfizmu § : A — A; & jest czesciowym homeomorfizmem
dualnym do czesciowego automorfizmu 0 : B — B, por. Twierdzenie 1.23.

1.4.1 Dolaczenie do algebry A rzutu ST

Rozwazmy algebre Banacha A, generowang przez A oraz rzut ST na podprzestrzen
inicjalng czesciowej izometrii 7

Ay =STA@ (1-ST)A. (1.14)

Algebra A, jest przemienna: A C A, C B. Odwzorowanie 0 zachowuje A, i zadaje
endomorfizm § : A, — A, ktérego jadrem jest sktadnik prosty (1 — ST).A.

Stwierdzenie 1.25. Algebra A, jest izomorficzna z sumaq prostq algebr ilorazowych
A/l & AlJ, gdzie

I={a€A:S5Ta=0}=(1-ST)ANA,
jest jadrem endomorfizmu 6 : A — A, a
J={aeA:STa=a}=STANA (1.15)

jest obustronnym domknietym ideatem w A, zawartym w anihilatorze I+ jadra I.
Izomorfizm A, = A/I ® A/J ustala przyporzadkowanie

STa+(1—-ST)br—a+I1db+J, a,be A,

przy ktorym endomorfizm 6 : A, — A, przechodzi na odwzorowanie postaci a + I &
b+ J+—6d(a)+1@d(a) + J.

Dowdd. By wykazaé, ze I jest jadrem endomorfizmu 0 : A — A zauwazmy, ze
jesli a € A oraz STa =0, to §(a) = TaS = T(STa)S = 0. Jesli natomiast STa # 0,
to 0(a) # 0, poniewaz Sd(a)T = STaST = STa # 0.

Pozostala czes¢ tezy jest prosta konsekwencja definicji ideatéw I, J. W szczegdlnosci
INJ={0}, czyli J C I+ [ |

Stwierdzenie 1.25 méwi, ze skladnik prosty ST A = A/I algebry A, jest catkowicie

wyznaczony przez pare (A, 0), gdyz I jest jadrem 0 : A — A. Pozostaly skladnik

(1-ST)A=A/J
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zalezy jednak w sposéb istotny od reprezentacji endomorfizmu § : A — A przez ge-
nerujace go czesciowe izometrie T, S. W pracy [KLO7’] wykazano, ze dla ustalonego
endomorfizmu § : A — A, C*-algebry A, ideat J dany wzorem (1.15) moze by¢ do-
wolnym idealem w A zawartym w anihilatorze I+ ideatu I. Na poziomie spektralnym
oznacza to, ze otoczka

Y = hull(J) = {z € X : J(z) = 0} (1.16)
ideatu J danego przez (1.15) nie jest jednoznacznie wyznaczona przez pare (X, «).

Stwierdzenie 1.26. Niech A bedzie algebrg reqularna. Przy powyiszych oznacze-
niach, Y jest domknietym zbiorem zawierajacym X \ A_y, a widmo X, algebry A,
wyraza sie jako nastepujaca (topologiczna) suma prosta

X+:A_1|_]Y

zbiorow A_1 oraz Y. Czesciowe odwzorowanie oy dualne do endomorfizmu 6 : A, —
Ay zdefiniowane jest na zbiorze

(AL NA) U (Y NAY)

i przyjmujac wartosci w pierwszym sktadniku prostym X, = A1 UY wyraza sie
wzorem

ay(z) = a(z), re (A1 NA)U (Y NAY,

patrz Rysunek 1.4.1. W szczegolnosci ST € A, czyli A = Ay, wtedy i tylko wtedy,
gdy Y = X \ A_y 1 wtedy A_4 jest zbiorem domknieto-otwartym, por. Stwierdzenie

1.4.

Dowéd. Na mocy Stwierdzenia 1.4, hull(l) = {z € X : z(]) = 0} = A_;. Relacja
I'nJ = {0} implikuje, ze dla kazdego x € X mamy albo z(I) = 0, albo z(J) = 0.
Zatem X \ A_; C Y. Wzér X, = A_; UY oraz posta¢ a; wynika ze Stwierdzenia
1.25 oraz faktu, iz przestrzenie idealéw maksymalnych algebr ilorazowych A/I1 A/ J
mozna utozsamic¢ z podzbiorami hull(7) i hull(.J). [

Rysunek 1.1: CzeSciowy uklad dynamiczny (X, «) generowany przez T na A (a);
czeSciowy uktad dynamiczny (X, ) generowany przez T na A, (b).

Moéwiac obrazowo, jesli algebra A jest regularna, to przestrzen X, powstaje przez
swyciecie” z X zbioru A_; oraz ,zastapienie” zbioru X \ A_; domknietym zbiorem
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Y zawierajacym X \ A_;. Obrazem a; jest ,wyciety” zbiér A_;, a dziedzina a jest
suma prosta (A;NA_;)U(A;NY). Zatem obraz « i a; mozna utozsamic, natomiast
dziedzina o w stosunku do dziedziny a powieksza sie o zbiér Ay NY NA_;.

Uwaga 1.27. W pewnym sensie naturalna sytuacja, poréwnaj [Kwa07], jest gdy
zbiér Y jest najmniejszym z mozliwych, czyli gdy Y = X \ A_;. Tak bedzie w wiek-
szo$ci rozpatrywanych przez nas przykladow, jednakze raz jeszcze podkreslamy, ze w
ogélnosci Y moze byé¢ dowolnym domknietym zbiorem zawierajacym X \ A_j.

Dla nieregularnych algebr sytuacja komplikuje sie jeszcze bardziej i jedynym co
mozemy powiedzie¢ o widmie X, algebry A, jest to, ze

X, = hull(Z) U hull(J),

gdzie A_y C hull(!) oraz hull(/) Uhull(J) = X, por. Stwierdzenie 1.4, Przyktad 1.31.

1.4.2 Opis czesciowego ukladu dynamicznego (X , &) dualnego
do (B,9) i jego zwiazek z granica odwrotng

Jestedmy gotowi, aby przystapi¢ do dowodu gtéwnego rezultatu niniejszego rozdziatu
i jednego z najwazniejszych twierdzen calej rozprawy (Twierdzenie 1.28). Jako jego
pierwsze zastosowaniem otrzymamy Twierdzenie 1.34.

Niech x € X. Traktujac = jako liniowo-multiplikatywny funkcjonal na B zdefi-
niujmy ciag funkcjonatow na A danych wzorem

zp(a) :=Z(67(a)), ac A neN.

Odwzorowanie ¢, jest na A liniowo-multiplikatywne , por. Twierdzenie 1.22. Zatem
funkcjonaty z, : A — C réwniez sa liniowo-multiplikatywne, a stad

z, € X albo z,=0.

Z definicji (1.13) algebry B wynika, iz ciag (zo,1,...) wyznacza T jednoznacznie.
Otrzymujemy zatem iniektywne odwzorowanie

U(Z) = (0, X1, oy Ty -o-) (1.17)

przeksztalcajace przestrzeri X w produkt kartezjariski [],cn(X U {0}) przeliczalnej
ilosci kopii przestrzeni X U {0}.

Twierdzenie 1.28 (Opis uktadu (X, &) dualnego do uktadu (B, 8)). Przestrzer
ideatéw maksymalnych algebry B danej wzorem (1.13) mozna za pomocq odwzorowania
(1.17) utozsamic z nastepujaca przestrzeniaq topologiczng

X=|J XyvUXy
N=0

gdzie

Xy = {(zo, 21, .., 2N, 0,...) 2y € Ay, a2y) =g, n=1,...,.N, zy € Y},
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XOO - {(.TO,I17 ) 1Ty € Al? Oé(l’n) =Tp-1, N 2 ]-};

wyposazona w topologie odziedziczong z [T,en(X U {0}), gdzie {0} jest zbiorem dom-
knieto-otwartym, a'Y jest zbiorem domknietym (bedacym otoczkq (1.16) ideatu (1.15)).
Ponadto czesciowe homeomorfizmy dualne do czesSciowych automorfizmow 9,6, : B —
B zdefintowane sq odpowiednio na domknieto-otwartych zbiorach

Al = {(ﬁo,l’l, ) € YI o € Al}, 5_1 = {(l‘o,l’l, ) € YZ T 7é 0}
1 dane sq wzorams
a(xg, 1, ...) = (a(xg), xo, 21, ...), a Hxe, 21,...) = (21, ...). (1.18)

Dowdéd. Aby zbadaé zgodnosé topologii przestrzeni Xz opisang wyzej topologia,
produktowa przypomnijmy, iz zbiory postaci

O(F:be) = {7 € X :[b(@) —b(G)| <e},  beB, >0,

stanowia podbaze otoczen punktu z € X. Przy czym stad, iz algebra B jest genero-
wana liniowo przez elementy postaci 67'(a), a € A, wynika, ze zbiory postaci

O(F;a,n,e) = {j e X :100(a)(Z) —on(a)(§)| <}, acA neN, e>0,
réwniez tworza podbaze otoczen x € X. Zatem biorac pod uwage réownosé
O(Z;a,n,e) ={y € X : |zn(a) — yn(a)| < e}

gdzie ¥(Z) = (zo, 21, -..), Y(¥) = (Yo, Y1, ...) widzimy, iz podbaza punktu = € X prze-
chodzi na podbaze punktu ¥ (Z) w [,en(XU{0}). Oznacza to, iz ¥ jest topologicznym
zanurzeniem X w przestrzen produktows [T,cn(X U {0}).

Ustalmy teraz 7 € X i odpowiadajacy mu ciag U(Z) = (xo, x1, ...). Zauwazmy, ze
dla n € N zachodzi réwnowaznos¢

n # 0 = 7(6"(1)) = 1. (1.19)

Aby wykazaé zaleznosé¢ a(z,) = x,—1 ustalmy n > 0 i zalézmy, ze z,, # 0. Wtedy,
Z(07(1)) = 1 i korzystajac ze Stwierdzenia 1.21 iv), dla a € A, mamy

@(Tp-1) = Tn-1(a) = T(8) " () = F(02(1))T (87 (a))

(07 (1)0r " (a)) = #(82(d(a))) = 2u(0(a)) = a(a(zn)).

W szczegdlnosci wynika stad, ze jesli z, # 0, to x € Ay i a(zy) = zp_y dla k =
1,...,n. Zatem, albo (zg,21,...) € X, albo ktérys$ z wyrazéw ciagu (zo, 1, ...) jest
funkcjonalem zerowym i wtedy istnieje najmniejsza liczba N taka ze xni1 = 0. W
tym przypadku, dla kazdego n > N mamy x, = 0, gdyz ciag rzutéw {07(1)},en jest
zstepujacy, Stwierdzenie 1.21 iii), a stad

(07 (1)) = 2(8," (1) (1)) = (8.7H(1))T(87 (1)) = 0.
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Czyli ciag ¥ () jest postaci (zg, 1, ...,2n,0,0,...), xy # 0, i potrzebujemy jeszcze
pokazaé, ze xy € Y = hull{a € A : 6.(1)a = a}). Zalézmy nie wprost, ze xy ¢ Y.
Wtedy istnieje a € A takie, ze zx(a) # 0 oraz d,(1)a = a. Stad

0 # zn(a) = 2y (0:(1)a) = 7(8, (0.(1)a)) = Z(6."(1)2(07 (a) = zx41(Dzn(a),

co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem, ze x 1 = 0.

Reasumujac pokazalidémy, ze U jest zanurzeniem widma B w opisana w tezie prze-
strzen Uyeny Xnv U Xoo. Teraz wykazemy, ze zanurzenie to jest de facto homeomorfi-
zmem. W tym celu ustalmy (xq, 21, ..., Tp, ...) € X 1 zdefiniujmy na gestej podalge-
brze algebry B funkcjonal & wzorem

()" 68 (ar)) = 2, (> 0" F(ar)), a; €A, neN. (1.20)
k=0 k=0
Okreslenie (1.20) jest poprawne, gdyz jesli >°7_, 0%(ax) = 0, to
0=00(1) > & (a) = 67(D_ 8" (ax)),
k=0 k=0
a stad 0™(1) S7_y 0" *(ar) = 0 i korzystajac z faktu, ze z,(6"(1)) = 1 mamy

xn(ki " F(ag)) = 2, (6™(1) ki 6" *(ag)) = 0.

Liniowo$¢ T jest oczywista. By pokazac, ze T jest multiplikatywny wystarczy rozpa-
trzeé elementy postaci 67 (a), 6%(b), a,b € A, k < n. Mamy wtedy

(07 ()9, (b)) = (02 (ad" (b)) = 20 (a0" " (b)) = wn(a)zn (8" (D))

= 207 (a)a" " (2a) (b)) = (07 (a))xr(b) = T(&} () Z(5 (b)).

Multiplikatywno$¢ T implikuje, iz na kazdej podalgebrze spW{UZ:O Sk.ATk}, n €
N, funkcjonal Z jest ograniczony przez jedynke. W konsekwencji, = jednoznacznie
przedtuza sie do elementu widma B, a wprost z (1.20) mamy ¥ (Z) = (x¢, 1, ...).

Niech teraz (zg, 1, ...,xn,0,...) € Xy. W tym przypadku odpowiedni funkcjonat
liniowy Z zadamy wzorem

i(kzi: 6 (ar)) = JEN(]; Nk (ay)), a; € A, n> N. (1.21)

Aby wykazaé poprawnosé definicji (1.21) zalézmy, ze S7_, 0%(ax) = 0. Jesli n < N,
to analogicznie jak powyzej pokazujemy, ze (X h_, 6 *(ax)) = 0. Zalézmy wiec,
ze n > N. Wtedy korzystajac z rownosci

n

kz_: 0f(a) = — > OF(ax)

k=N+1
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widzimy, iz S0 6% (ax) = 0N (1) =N 6% (ay,). Stad
55(%5“‘“(% ) = de (ax) = 6N (5 de (ax) = o2 (5.(1) iaN-k(ak)).
k=0 k=0
Zatem Y3l 6N (ay)6N (1) = 0.(1) Xl 6 (ax)6N (1), czyli
Z(sN'f (HeJ={acA:é.(1)a=a}.

Stad, ze xy € Y N Ay (Y = hull(J)) mamy, wiec

. (éafv—wak)):m (g;oafv—k(am) (8 (ZaN a)a (1) =0

Zatem funkcjonal T jest poprawnie okreslony na gestej podalgebrze B. Analogicznie
jak w poprzednim przypadku sprawdza si¢ multiplikatywnos¢ x i podobny argument
pokazuje, ze T przedtuza sie do liniowo-multiplikatywnego funkcjonatu na B. Ponadto
U (z) = (xg, 21, ..., TN, 0, ...), co koniczy dowdd. [ |

Uwaga 1.29. Z postaci (1.20), (1.21) elementéw widma X algebry B wynika, ze
transformata Gelfanda operatora b € B postaci

b=ap+d(ar)+ ...+ 0. (an), a €A, i=1,..,n,
na elemencie T = (zg, z1,...) € X przyjmuje wartosc¢
b(F) = @o(ro) + @i (w1) + @a(2) + ... + Gn (),
gdzie kltadziemy a;(x;) = 0, jesli x; = 0.

Przy dodatkowych, wzglednie naturalnych zalozeniach teza Twierdzenia 1.28 uprasz-
cza sie nastepujaco.

Twierdzenie 1.30. Niech A bedzie algebra reqularng. Wtedy, przy oznaczeniach
Twierdzenia 1.28, mamy X \ A_; CY oraz

i) Jesli ST € A, toY = X \ A_1, czyli (xg,1,...,2N,0,...) jest elementem Xy
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Ty &€ Ay (tzn. xy nie posiada przeciwobrazu)
oraz x, € Ay, a(x,) =1 dlan=1,...,N.

ii) Jesli T jest ko-izometria, to Ay = X, zbiory Xy, N € N, sq homeomorficzne
ze zbtorem Y,
Xoo = lim(X, «),
%

oraz @ : Xo — Xoo jest homeomorfizmem indukowanym przez o : X — X.
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iii) Jesli T jest izometrig, to a: Ay — X jest suriekcjq i

X =X,

w) Jesli T jest odwracalng izometrig, to o : X — X jest suriekcja,
X = lim(X, )
e_—
oraza: X — X jest homeomorfizmem indukowanym przez o : X — X.

Dowéd. W swietle Twierdzenia 1.28, podpunkt i) wynika ze Stwierdzenia 1.26,
natomiast podpunkty ii), iii) i iv) otrzymujemy ze Stwierdzenia 1.16. [ |

W przypadku algebr nieregularnych sytuacja jest bardziej subtelna i mimo, iz
A C B widmo X algebry B moze mniejsze niz widmo X algebry A.

Przyklad 1.31. Typowym przykladem nieregularnej algebry Banacha jest algebra
Ao funkeji holomorficznych we wnetrzu kota D? = {z € C : |z| < 1} i ciaglych na
jego brzegu S1. Algebre Ay, bedziemy interpretowaé jako podalgebre algebry C(S'),
por [Zel, 3.9]. Rozwazmy algebre

A=A, & C(Sl)
sktadajaca sie z operatoréw mnozenia na przestrzeni Banacha
E=CSHaC(sh)=0(Stush.

Operatory: T(f @ f>) = 06 f1, S(fi @ fo) = fo®0, gdzie f, & f, € B, sa wrajemnie
czesSciowymi izomeriami na E oraz T generuje na A endomorfizm § : A — A dany
wzorem

5(@1@&2)20@&1, al@ag eAhol@C(Sd).

Przestrzen idealéw maksymalnych algebry A w naturalny sposéb utozsamia sie z suma
prosta X = D?S. Obrazem czeéciowego odwzorowania o dualnego do endomorfizmu
§ jest podzbior A_; = S' C D? (pierwszego sktadnika prostego X ). Natomiast jadrem
endomorfizmu ¢ : A — A jest ideal I = 0 ® C(S') i jego otoczka hull(I) = D? jest
istotnie wieksza niz zbiér A_;, por. Stwierdzenie 1.4. Ponadto ST € A i otoczka
Y = hull(J) ideatu

J={aeA:STa=a} = A ®O

pokrywa sie z drugim sktadnikiem prostym X: Y = St. W szczegdlnoscl Y nie zawiera
zbioru X \ A_; = Int(D?) U S!, por. Stwierdzenie 1.26. Widmo X algebry
B = span { U S”AT”} = span {SAT, A} = C(S*) @ C(S")

n=0

jest suma prosta dwu okregéw. Mamy zatem X=5'uS'cX=D2uS.
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W przeciwieristwie do powyzszego przykladu, jesli Y zawiera X\ A_; (czyli zawsze,
gdy A jest algebra regularna), to uklad (X, a) jest rozszerzeniem ukladu (X, a).
Rzeczywiscie, odwzorowanie ¢ : X — X dane wzorem

(I)(xg,ml, ) =X (122)

jest ciagla suriekcja, taka ze ®(Ay;) = Ay oraz diagram

51 e Ay
@J J@ (1.23)
AN — Ay

jest przemienny, czyli ® ustala ciagle pélsprzezenie czesciowego homeomorfizmu & z
odwzorowaniem «. Ten fakt jest usprawiedliwieniem wprowadzonej ponizej definicji
naturalnego rozszerzenia czesciowego uktadu dynamicznego. Mianowicie, opis uktadu
(X,a) zawarty w tezie Twierdzenia 1.28 jest czysto topologiczny i abstrahujac od
jego teorio-operatorowego podloza okresla czesciowy uktad dynamiczny dla kazdego
uktadu (X, a) oraz domknietego zbioru Y, por. [Kwa05’, Tw. 2.2]. Oczywiscie uktad
(X, &) zalezy od wyboru zbioru Y, czego nie bedziemy podkreslaé¢ w notacji, aby jej
nie komplikowac.

Definicja 1.32. Niech (X, ) bedzie czesciowym uktadem dynamicznym i niech Y be-
dzie domknietym podzbiorem X zawierajacym X \ A_;. Cze$ciowy uktad dynamiczny
()? , &) opisany w tezie Twierdzenia 1.28 bedziemy nazywaé naturalnym rozszerzeniem
uktadu (X, ) zwiazanym ze zbiorem Y.

W przypadku, gdy odwzorowanie o : X — X jest zdefiniowane na calym X
naturalne rozszerzenie (X, &) zwiazane ze zbiorem Y D X \ A_; = X \ o(X) ma
nastepujaca strukture:

- uklad (X, @) pokrywa sie z odwracalnym uktadem dynamicznym, indukowa-
nym na granicy odwrotnej ( lim (X, «), &), por. Definicja 1.24,

- dla kazdego N € N zbior Xy jest homeomorficzny z Y i & przeprowadza home-
omorficznie zbior Xy na Xy,q:

XO i) X1 i) X2 i) (XOO,&) = ( (X, Oé),&)

lim
%

Uklad (X,a) ma te przewage nad ukladem (lim (X, «),a), ze (X,d) jest zawsze
rozszerzeniem wyjsciowego ukladu (X, ), natomiast ( lim (X, «), @) moze sie dege-

nerowac.

Przyktad 1.33. Niech o : X — X bedzie odwzorowaniem stalym takim, ze jedyna
warto$cia « jest nieizolowany punkt p € X, Rysunek 1.2 (a). Wtedy jedynym do-
mknietym zbiorem zawierajacym X \ A_; = X \ {p} jest Y = X. Dla tego zbioru
uktad (X, ay) opisany w Stwierdzeniu 1.26 otrzymujemy z uktadu (X, a) poprzez
dotaczenie do X kopii punktu {p}, Rysunek 1.2 (b). Przestrzenn X jest przeliczalna
rodzing kopii przestrzeni X uzwarcona jednym punktem X, = {p}, Rysunek 1.2 (c).
Natomiast uktad ( lim (X, ), @) degeneruje sie do jednego punktu, Rysunek 1.2 (d).
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(a) (X, @) (b) (X4, a4)

(@ lim(X,a),d)

'

Rysunek 1.2: Uktady zwiazane z odwzorowaniem statym.

Na koniec zauwazmy, ze otrzymany przez nas opis ukladu rozszerzonego umozli-
wia szybka konstrukcje operatorow generujacych dowolnie wybrany czesciowy uktad
dynamiczny. Rzeczywiscie, jesli (X, @) jest naturalnym rozszerzeniem uktadu (X, «)
zwigzanym z domknietym zbiorem Y zawierajacym X \ A_j, to operatory

f@@), el
0, ¢ A’

fla=(z)), relA,

(SF)(E) = {O gA

(Tf)(@) = {
dzialajace w przestrzeni E = C(X), lub £ = (?(X), p € [1,00] (przestrzen £7(X)
mozna traktowac jako przestrzeni LE(X), gdzie p jest miara liczaca) sa wzajemnie
sprzezonymi czedciowymi izometriami. Rozwazmy algebre A C L(FE) skladajaca sie z
operatoréw mnozenia przez funkcje z C'(X), zalezne tylko od zerowej wspétrzedne;:

A={aecCX):a@) = a(xy), gdzie T = (20,...) € X }.

Jasne jest, ze A = C(X) i operator T' generuje na X czesciowe odwzorowanie .. Rzut
ST jest operatorem mnozenia przez funkcje charakterystyczna Xx_, zbioru A_q, skad
wynika, ze

J={aeA:STa=a} =Cy(X),

gdzie Cy (X)) jest zbiorem funkcji z C'(X) znikajacych na zbiorze Y. Zatem hull(J) =
Y i reasumujac otrzymujemy

Twierdzenie 1.34. Niech (X, «) bedzie dowolnym czesciowym ukladem i niech Y
bedzie domknietym zbiorem zawierajacym X \ A_q. Wtedy istnieje przestrzen Bana-
cha E, algebra Banacha A C L(E), ktorej widmo jest homeomorficzne z X, oraz
wzajemnie sprzezone czesciowe izometrie S, T € L(FE) takie, Ze

i) T generuje na widmie algebry A czesciowe odwzorowanie «,

ii) otoczkq ideatu J ={a € A: STa=a} = STANA jest zbiorY .
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Uwagi do rozdziatu 1

Zaprezentowane w podrozdziale 1.1 wlasnosci endomorfizméw algebr Banacha i od-
wzorowan do nich dualnych sa znane. Zamieszczenie ich tutaj wraz z dowodami spo-
wodowane jest brakiem odpowiedniej referencji oraz krétkoscia przytoczonych wywo-
dow.

Pojecie czesciowe]j izometrii w przestrzeni Banacha [Mbe04] nie jest jeszcze ter-
minem standardowym, lecz w kontekscie naszych badan nad endomorfizmami algebr
Banacha operatory te sa obiektami istotnymi i naturalnymi, por. uwagi pod Definicja,
0.4.

Warunki (1.9), (1.10) w zastosowaniu do C*-algebr pojawiaja si¢ w wielu arty-
kutach. Liczne referencje mozna znalezé w [ABL05”] i [KLO7”], a pierwsza praca,
ktora systematycznie omawiata takie obiekty jest [LOO04]; Stwierdzenia 1.15, 1.21
oraz Twierdzenie 1.22 obecnej rozprawy sa modyfikacjami odpowiednich rezultatow
z [LO04].

Szczegdlny przypadek Twierdzenia 1.28 dla operatoréw w przestrzeni Hilberta
zostal wykazany w [KLO03], [KLO8], patrz tez [Kwa05'], przy zalozeniu, ze A jest
C*-algebra i rzut ST = T*T nalezy do algebry A, por. Twierdzenie 1.30i). Zatem
w przeciwienistwie do otrzymanego tutaj rezultatu w [KLO3], [KLOS] nie wystepuja:
zalezno$c przestrzeni X od zbioru Y, por. ustep 1.4.1, Twierdzenie 1.30 i); oraz ewen-
tualna redukcja przestrzeni X, por. Przyklad 1.31. Co wiecej dowdd zamieszczony
w [KLO03|, [KLO8] w zasadniczy sposéb opiera sie na fakcie sie, ze kazdy funkcjonal-
liniowo multiplikatywny na C*-algebrze A przedtuza sie do takiegoz funkcjonalu na
dowolnej C*-algebrze B zawierajacej A — rzecz ktéra nie ma miejsca w przypadku
algebr Banacha. Doprowadzito to do istotnie nowego kroku w dowodzie Twierdzenia
1.28 — odpowiednie funkcjonaly zostaly zdefiniowane wprost, formutami (1.20), (1.21).

Opis uktadu (X, &), otrzymany w [KLO03|, po raz pierwszy postuzyl jako definicja
naturalnego rozszerzenia nicodwracalnego uktadu dynamicznego (X, a) w [Kwa05'],
patrz tez [KLO8|, [Kwa05”].






Rozdziatl 2

Zastosowanie metody opracowanej
w Rozdziale 1 do rodziny
odwzorowan logistycznych

W rozdziale 1 zinterpretowali$émy spektralny opis czesciowego automorfizmu bedacego
przedtuzeniem endomorfizmu algebry Banacha jako naturalne, odwracalne rozszerze-
nie (X, @) czesciowego uktadu dynamicznego (X, o) (Definicja 1.32). W szczegdlnosci
wazna i interesujaca jest posta¢ uktadu rozszerzonego (X, @) dla klasycznych nieod-
wracalnych uktadéow dynamicznych.

W tym rozdziale przedstawimy rodzine operatorow generujaca najbardziej znana
i popularna rodzine odwzorowan nieodwracalnych, jaka jest rodzina odwzorowan lo-
gistycznych {ax}ac,]. Przeanalizujemy otrzymana w ten sposéb rodzine ukladéw
rozszerzonych (X, ay), A € (0,1] i oméwimy wplyw na strukture tychze ukladéw
takich dynamicznych zjawisk jak bifurkacje, chaos, czy istnienie orbity okresowej o
okresie nie bedacej potega dwdjki. W prezentacji widma powstatych algebr bedziemy
korzystac¢ z rezultatow rozdzialu 1 oraz m. in. z wynikéw dotyczacych granic odwrot-
nych odwzorowan logistycznych zebranych w [BI96]. Wiasnosci spektralne operatoréw
rozwazanych w tym rozdziale zostana zbadane w rozdzialach nastepnych.

2.1 Operatory 7T\ generujace rodzine odwzorowan
logistycznych: A\ € (0, 1]

Odwzorowaniem logistycznym (z parametrem \) bedziemy nazywaé odwzorowanie
kwadratowe a, : [0, 1] — [0, 1] postaci

ay(z) =4 x(1 — x), gdzie 0 <A<,

Rysunek 2.1 (a). Literatura traktujaca o zjawiskach dotyczacych rodziny {ax}re,1]
jest obszerna. Omawia je praktycznie kazdy podrecznik wprowadzajacy w teorie cha-
osu [CE80], [Dev89], [BS03], [LM94|, przy czym w miejsce odwzorowan «, rozpa-
truje sie czasem odwzorowania z przeskalowanym parametrem o, (z) = pz(l — ),
0 < pu < 4, [Dev89), lub tez odwzorowania kwadratowe 3, : [—-1, 1] — [—1, 1] postaci

25
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Bu(x) =1—pa?, 0 < pu <2, [CES0]

Aby zdefiniowaé operatory generujace odwzorowania ), rozwazmy przestrzen Bana-
cha E = LP(R), p € [1,00|, oraz algebre Banacha A operator6w mnozenia przez
funkcje a(t) okresowe o okresie 1, ciagte na odcinku [0, 1) i posiadajace granice lewo-
stronna w 1, tzn.:

a(t+1) =a(t), alp1 € C([0,1)) oraz istnieje liIP a(t). (2.1)
t—1—

Algebra A jest w naturalny sposéb izomorficzna z algebra C'([0, 1]) i przestrzen ideatéw
maksymalnych X algebry A mozemy utozsamié¢ z odcinkiem [0, 1]:

x=100,1, A=c(o,1)).

Ustalmy A € (0, 1] i zdefiniujmy kawatkami ciagly funkcje v, : R — R wzorem

(@) = {4/\t(1 — 1) + 2k, telkk+1) P (22)

AN(L—t)+2k+1, tek+ik+1)’

Wykres v, powstaje z wykresu «, poprzez ,wyciecie polowek” paraboli y = a,(z), a
nastepnie taks ich ,propagacje” na R?, by w efekcie otrzymaé¢ wykres réznowartoscio-
wego odwzorowania na R, patrz Rysunek 2.1 (b); méwiac dokladniej odwzorowanie
Y jest iniekcja, gdy A < 1, a dla A = 1, v, jest roznowartosciowe poza zbiorem miary
zero (poza zbiorem 7).

Rysunek 2.1: Wykres odwzorowania logistycznego « : [0,1] — [0,1] (a); Wykres
réznowartosciowego odwzorowania 7, : R — R zwiazanego z a, (b).

Znormalizowany operator T : LP(R) — LP(R) zlozenia z funkcja vy, tj. operator

(D)) = PAOF Fon(®) = 201 =207 f(n(8),  feLP(R),  (2.3)
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jest czesciows izometria. Czesciowa izometria sprzezona z T jest izometria Sy dana
wzorem

(R O FORND), e n(R)

0, t¢ nR)’ fe(R)

(SAf)(t) = {

W szczegdlnosei, jesli A = 1, to T jest odwracalna izometria i 75 ' = S).

Stwierdzenie 2.1. Dia kazdego )\ € (0,1] operator Ty generuje na widmie algebry A
odwzorowanie logistyczne «y (por. Definicja 1.19). Ponadto otoczka idealu

J={a€e A:STha=a}
jest najmniejsza z mozliwych (por. Stwierdzenie 1.26), czyli

—_— (A 1] dla X< 1,
Y—hull(J)—X\oc,\(X)—{w N
Dowdéd. Rzut S)T) jest operatorem mnozenia przez funkcje charakterystyczna
Xqya(®) zbioru 7 (R). W szczegélnodci S\T\ € A’ i otoczky idealu J jest zbidr Y =
hull({a € A : xy,@a = a}) = [\, 1] dla A < 1 oraz Y = § dla A = 1. Obklada-
jac operator a € A (ktéry mnozy przez funkcje okresowa a(t)) operatorami Ty, Sy
otrzymujemy operator mnozenia przez funkcje

(ThaSy\)(t) = a(1(t) = a({n(®)}) = a(an({t})), (2.4)

gdzie {t} € [0,1) oznacza czesé utamkowa liczby ¢ € R. Zatem przy utozsamieniu
widma A z odcinkiem [0, 1] operator T\ generuje na [0, 1] odwzorowanie «. |

Teza powyzszego stwierdzenia oznacza, ze restrykcja pierwszego z nastepujacych
odwzorowan

(5>\(CL) = T\aS,, (5*,)\(CL) = S,aT), a € L(LP<R))7

zadaje endomorfizm 9d, : A — A, do ktéorego odwzorowaniem dualnym jest odwzoro-
wanie logistyczne ay; przy utozsamieniu A = C([0,1]) mamy d)(a) = ao ay, a € A.
Z drugiej strony dla a € A operator 0, »(a) jest operatorem mnozenia przez funkcje

a(7y (1), = €n(R)
07 z ¢ VA(R) ’

ktora jest okresowa, ale na ogol nie o okresie jeden, lecz dwa. Zatem odwzorowanie
d.  nie zachowuje algebry A i algebra Banacha

Sen(a)(t) = (SxaTy)(t) = {

By := span( | S}ATY) (2.5)

neN

jest istotnie wieksza od A. Restrykcje 0y : By — By, d.n @ By — By sa czedcio-
wymi automorfizmami (bedacymi wzajem siebie uogdlnionymi odwrotnosciami), por.
Twierdzenie 1.22.
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Twierdzenie 2.2. Niech A € (0,1] i niech (X, &) bedzie naturalnym rozszerzeniem
uktadu ([0, 1], an) zwigzanym ze zbiorem Y = [N\ 1], gdy A < 1 oraz Y = 0, gdy
A =1, (Definicja 1.32). Algebra By jest izomorficzna z algebrg funkcji C(Xy) i przy
utozsamieniu By = C(X)), czesciowy automorfizm dy : By — By jest operatorem
zloZenia z czesciowym homeomorfizmem auy:

Sx(a) =aoay, aecBy=C(X)).
W szczegolnosci operator Ty generuje na X\ czeSciowy homeomorfizm ay,.

Dowdd. Ze Stwierdzenia 2.1, Twierdzenia 1.28 1 Definicji 1.32 wynika, ze prze-
strzen idealéw maksymalnych algebry By mozemy utozsamié¢ z Xy, a &) z odwzoro-
waniem dualnym do endomorfizmu ¢, : By — B,. Ponadto algebra B, sktada sie z
operatoréw mnozenia przez funkcje z L(R) i jest zamknieta ze wzgledu na opera-
cje sprzezenia tychze funkcji, czyli jest przemienng C*-algebra, a stad By = C(X)).
|

2.2 Rozszerzenia odwzorowan logistycznych gene-
rowane przez operatory T’

W poprzednim podrozdziale zdefiniowali$my rodzine {7 }ac(0,1) operatoréw generu-
jacych na widmie X = [0, 1] algebry A rodzine odwzorowari logistycznych {a}ae(o,1-
W efekcie, stosujac algebraiczno-operatorowa metode przedstawiona w Rozdziale 1
otrzymalismy, por. Twierdzenie 2.2, rodzine uktadéw dynamicznych

{(Xx, @) }rcs

skladajacych sie z naturalnych rozszerzen elementéw rodziny {([0, 1], ax) }ac(o,1]: ope-
rator T generuje na przestrzeni idealéw maksymalnych algebry By, danej wzorem
(2.5), uktad dynamiczny (X, @,), a odwzorowanie ® : X, — [0, 1] dualne do zanu-
rzenia A C B, jest suriekcja taka, ze diagram

X:)\ L) X:)\

% F

0,1] =2 [0,1)
jest przemienny (por. uwagi na stronie 21). Podkreslmy, ze wraz ze zmiana parametru
A € (0,1] zmianie podlega nie tylko dynamika czesciowego homeomorfizmu @, lecz
rowniez topologia przestrzeni X,. Szczegétowe omdwienie takich zmian jest celem
niniejszego rozdziatu. Zanim to jednak nastapi opiszemy ogélna struktura uktadéw
(X, @y), A € (0,1]. Wazna role peié tu beda pojecia teorii continuéw, zacznijmy
wiec od ustalenie odpowiedniego nazewnictwa, por. np. [Nad92].

Definicja 2.3. Przez continuum bedziemy rozumie¢ spdjna oraz zwarta przestrzen
metryczna. Continuum bedziemy nazywac
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i) rozktadalnym, jesli mozna je przedstawi¢ jako sume dwu wlasciwych podconti-
nuow,

ii) nierozktadalnym, jesli ma co najmniej dwa punkty i nie jest continuum rozkta-
dalnym,

iil) wezowym (ang. snake-like lub arc-like continuum), jesli jest ono homeomorficzne
z granica odwrotna ciagu odwrotnego skladajacego sie z ciagtych odwzorowan
odcinka, por. [Nad92, 12.19].

Na mocy Twierdzenia 1.30 ii), dla kazdego A € (0,1], widmo X, algebry By zawiera
continuum wezowe X, = lim ([0, 1], av). Czesto beda to continua nierozkladalne, co
wynika z rezultatu M. Barge’a i J. Martin’a [BM85], ktéry méwi, ze dla kazdego
ciaglego odwzorowania odcinka « posiadajacego orbite okresowa o okresie nie beda-
cym potega dwojki, granica odwrotna lim ([0, 1], ) zawiera continuum nierozkladalne
(por. Twierdzenie 2.7). Jednym z najbardziej znanych continuéw nierozkladalnych,
a zarazem nietrywialnym przyktadem continuum wezowego, jest continuum Browera-
Janiszewskiego-Knastera, Rysunek 2.2.

2.2.1 Struktura ukladu rozszerzonego (X,,a,) dla A < 1

Niech A < 1. W $wietle Twierdzenia 2.2 oraz uwagi pod Definicja 1.32 przestrzen X,
sktada sie z podzbioru X, bedacego granica odwrotna lim (X, «vy) oraz przeliczalnej
rodziny zbioréw postaci

Xy = {(xg,...,xn,0,0,...) €X,:an€ (A 1]}, N e N.
Zbiory Xy sa tukami, tzn. sa homeomorficzne z odcinkiem domknietym: X = [\, 1].

Twierdzenie 2.4. Dia \ < 1 przestrzen ideatow maksymalnych X\ algebry By sktada
sie z continuum wezowego X, = (li_n_l(X, ay) oraz przeliczalnej ilosci tukow Xy ta-
kich, ze

lim XN = X007

n—oo

gdzie zbieznosé zachodzi w metryce Hausdorffa. W szczegdlnosci

Xy= U XvUXe = X

neN neN

Odwzorowanie ay generowane przez T\ na X, przeksztatca tuk X homeomorficznie
na tuk Xni1, natomiast na Xo = lim (X, o), ay jest homeomorfizmem indukowa-

nym przez a (Definicja 1.24).

Dowéd. Potrzebujemy wykazaé réwnosé lim, .., Xy = X, ktéra (patrz np.
[Nad92, Tw. 4.11]) jest réwnowazna nastepujacym dwu inkluzjom

limsup Xy = {Z € X, : Vs Varen Insm UNXy # 0} C Xo,

zeU otwarty

Xo C liminf Xy = {7 € X, : V5, Tnren Vasn UN Xy #£ 0}

zeU otwarty
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Jesli zalozymy, ze © € limsup Xy oraz ¥ € Xy,, dla pewnego Ny € N, to biorac
U = Xy, oraz M = Ny otrzymujemy sprzecznos¢, co dowodzi pierwszej inkluzji.

By wykazaé¢ druga inkluzje wezmy punkt = = (xo, ..., Ty, ...) € Xoo 1 jego otoczenie
U. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, iz

U=1{7= o, yng, ) € Xx: yny € (n, — &, 2 + )}

Zauwazmy, ze istnieje takie ng € N, ze af°([\,1]) = [0, A]. Istotnie, jedli A < 2

29
to an([A, 1]) = [0, A], jesli natomiast A > %, to dla pewnego ng, a}°(\) > L skad

ay* (A, 1]) = [0, A]. Kladac M = Ny + ng, dla kazdego N > M mamy U N XN27é 0, a
stad ¥ € liminf Xy. [ | -

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze istotna czesé uktadu (X, &, ) stanowi podu-
ktad (X, @) skladajacy sie z granicy odwrotnej oraz homeomorfizmu indukowanego
przez ay. Posiadajac opis podukiadu (X, @x) mozna tatwo otrzymac opis catego
uktadu (X, @,): wystarczy dotaczy¢ do X ciag tukéw {Xn}nen zbiegajacych do
przestrzeni X, i przedtuzyé¢ a, tak, by przesuwalo homeomorficznie tuki Xy w kie-
runku X,. Ta uwaga jest niezmiernie wazna, poniewaz wiele faktéw dotyczacych

uktadéw typu ( lim (X, ay), @), A € (0, 1], jest znanych [BI96] i mozemy je wykorzy-
sta¢ do opisu uktadéw (X, @), A € (0, 1].

2.2.2 Uklad rozszerzony dla A = 1. B-J-K continuum.

Dla A = 1 odwzorowanie «; jest suriekcja i przestrzen X, jest po prostu granica od-
wrotna lim ([0, 1], a;) pelego odwzorowania logistycznego ay(z) = 4x(1 — ), por.
Twierdzenie 1.30 iv). Przestrzen X, = Jim (X, o) jest jednym z najbardziej znanych
continuéw nierozkladalnych zwanym continuum Brouwera-Janiszewskiego-Knastera,
w skrécie B-J-K continuum [BI96], [Nad92], [Kur97], [Wat82]. Homeomorficzny obraz
X na plaszczyznie mozna otrzymaé [Kur97] laczac punkty zbioru Cantora pélokre-
gami w spos6b pokazany na Rysunku 2.2 (a).

(a)

ol
o
—

Rysunek 2.2: Continuum Brouwera-Janiszewskiego-Knastera.

Odwzorowanie logistyczne o (x) = 4x(1 — ) jest topologicznie sprzezone z odwzoro-
waniem tréjkatnym ar(z) =1 — |2z — 1| i B-J-K continuum czedciej bywa rozpatry-
wane jako granica odwrotna lim (X, ar) [Nad92], [Wat82]. Wtedy istnieje wygodna
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parametryzacja kompozanty punktu (0,0, 0, ...) B-J-K continuum, poprzez nieujemne
liczby rzeczywiste [Wat82], patrz Rysunek 2.2 (b), przy ktérej homeomorfizmy indu-
kowane &, ar przyjmuja postac

2k t telkk+1
ai(h = | 26 T ol bERD) - (2

20k +1) —a({t}), telk+3.k+1)
gdzie {t} oznacza czesé utamkows liczby t. Oczywiscie uktady (X, &) oraz (X, dr)
sa topologicznie sprzezone. Rozwazania te daja pewne wyobrazenie o dynamice uktadu
(X)”&)\) dla A = 1.

Twierdzenie 2.5. Algebre By mozemy utozsamic z algebra funkcyi C(j(vl) na B-J-K
continuum Xy, Rysunek 2.2 (a). Wtedy automorfizm 6, : By — B staje si¢ operatorem
ztozenia z homeomorfizmem oy : X1 — Xy, ktory przy parametryzacji przedstawionej
na Rysunku 2.2 (b) przyjmuge postac (2.6).

Ponadto nierozkladalnosé X, oznacza, iz algebra By ma nastepujaca wltasnosc:
jezeli I, Iy sq ideatami w By takimi, ze By /I; nie zawiera nietrywialnych idempotentéw
dla1=1,2, to

Dowdd. Pierwsza czes¢ tezy wynika z Twierdzenia 2.2. By wykaza¢ druga czesc
tezy zauwazmy, ze idealy I;, I, w C(X1) sa we wzajemnie jednoznacznej odpowied-
niosci z domknietymi podzbiorami X, gdzie dla ¢ = 1,2 mamy

I, = Cy.(Xy), Y; = hull(I;) € X;.

Algebra C(X;)/I; = C(Y;) nie posiada nietrywialnych idempotentow wtedy i tylko
wtedy, gdy Y; jest zbiorem spdjnym, czyli gdy Y; jest podcontinuum X;. Stad, ze I; N
I, = Cy,uy, (Yl), warunek I1 N1y = {0} jest réwnowazny réwnosci YUY, = X, i tym
samym opisana wlasnos¢ algebry B jest réwnowazna nierozktadalnosci continuum
X;. [ |

2.2.3 Granica Feigenbauma )\

Niech \; = %, Ao = 1%\/6 ~ 0.862, A3, ..., bedzie ciagiem wartosci parametru A
odpowiadajacych pierwszej kasakadzie bifurkacji podwojenia okresu orbity stabil-
nej uktadu ([0, 1], x) [CE80], [Dev89]. Jest to ciag rosnacy, a jego granica A, =
lim,, o A, & 0.89249 nazywana jest granicq Feigenbauma, patrz Rysunek 2.3, [BI96],
[CE80], [Dev89]. Warto$¢ Ay, dzieli przedzial zmiennosci parametru A na przedzialy
(0, Ao) Oraz (Ao, 1] odpowiadajace odpowiednio dynamice regularnej oraz dynamice
chaotycznej ukladu ([0, 1], ay). Przejscie do ,chaosu” znajduje znakomite odbicie w
strukturze algebry By oraz jej przestrzeni idealéw maksymalnych X.

Twierdzenie 2.6. Dia parametru X € (0, 1] nastepujace warunki sq réwnowazne
i) A> Ao,

i) widmo X, algebry By zawiera continuum nierozktadalne,
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iii) istnieje ideal wtasciwy J w pewnym ideale maksymalnym algebry By taki, Ze
algebra B := By/J nie zawiera nietrywialnych idempotentow i dla kazdych dwu
ideatow I, Iy w B takich, ze B/I, B/1y nie zawierajq nietrywialnych idempo-
tentow, zachodzi

LNL={0} = I, ={0}lubl,=1{0}

Dowéd. Réwnowaznosé 4) i i¢) wynika z Twierdzenia 2.4 oraz [BI96, Tw. 3, 4, 7].
W dowodzie Twierdzenia 2.5 pokazaliSmy, ze warunek iii) jest rtéwnowazny warunkowi
ii). W szczegdlnosei zdanie ,,J jest idealem wlasciwym pewnego idealu maksymalnego
B,” jest réwnowazne zdaniu ,zbiér Z = hull(J) zawiera co najmniej dwa punkty”.

M2 M1

A1 A2 Ao 1

Rysunek 2.3: Diagram bifurkacyjny dla A € [0, 74; 1].

2.3 Pierwsza kaskada bifurkacji: A € (0, \y]

Dla A € (0, \s), gdzie A jest granica Feigenbauma, dynamika uktadu ([0, 1], avy) jest
catkowicie zrozumiala: istnieje n € N takie, ze «a,, posiada dokladnie jedna stabilna
orbite okresowa o okresie 27, po jednej niestabilnej orbicie okresowej o okresie 2¥, dla
k=0,...,n — 1, oraz co najwyzej dwa niestabilne punkty state. Zwiekszajac A od 0
do A\ liczba n skokowo wzrasta i kazdy taki skok nazywamy bifurkacjo podwojenia
okresu orbity stabilnej odwzorowania ay. Przypomnijmy, iz wartosci parametru A, w
ktorych zachodza kolejne bifurkacje tworza rosnacy ciag A\ = %, A2, A3, ..., zbiezny
do Ao & 0.89249. W szczegdlnosci okres orbity stabilnej avy, dla A € (0, Ay ), rosnie
zgodnie z porzadkiem Szarkowskiego [BS03], [Dev&9)].

Twierdzenie 2.7 (Twierdzenie Szarkowskiego). Relacja <7 zdefiniowana na
zbiorze dodatnich liczb catkowitych warunkiem:

ny<dng <= dla dowolnego ciaglego odwzorowania odcinka [0, 1]
istnienie orbity okresowej o okresie ng pocigga
istnienie orbity okresowej o okresie ny
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jest relacjq porzadku liniowego oraz

1<2<4«...42™«...

A2™(2n4+1)<...<a7-2M<a5-2"q3-2Mq...

A22n+1)<...<14<910<6<...
A2n+1)<...<47<15<3.

Wyobrazmy sobie teraz, iz zwiekszajac powoli parametr A od 0 do A, obserwujemy
przestrzen idealéw maksymalnych

Xy = XvUXy,

neN

algebry B, (patrz Twierdzenie 2.4). Zalézmy tez, ze zachodzace w X, zmiany ogla-
damy z pozycji przestrzeni X = [0, 1], to znaczy patrzac na punkt T = (xg, z1...) € X
potrafimy odczytaé xy € [0, 1]. Taki punkt widzenia pozwoli nam dokladnie zrozumieé
jak zmiana parametru A wptywa na zmiane topologii przestrzeni X,.

Innymi stowy bedziemy budowac¢ obraz X, za pomoca rzutu

Cb(.ﬁ(]o,l'l,...) = Xy, ([Eo,l’l,...) GX)\

(por. strona 21). Przy czym, jako ze odwzorowanie ® nie jest réznowartosciowe, moze
np. kilkakrotnie ,nawija¢” tuk Xy na pewien odcinek, aby otrzyma¢ homeomorficzny
obraz X, trzeba modyfikowa¢ ® poprzez ,,doklejanie” kopii odpowiednich odcinkow.
W ten sposéb mozna skonstruowaé homeomorfizm X, na pewien podzbiér plaszczy-
zny, por. [Kwa05”]. Tutaj ograniczymy sie jednak tylko do oméwienia rezultatow tej
procedury, ktorej slad pozostawimy na rysunkach przestrzeni X oznaczajac punkty
T € X, przez ich zerowe wspéhzedne ®(7) € X. Zasadnicza role odgrywaé bedzie tu
orbita {¢, }nen punktu krytycznego odwzorowania «y:

1
qn:af{(2), n € N.

Zacznijmy od parametru \ nieznacznie wiekszego od zera (mniejszego niz i), patrz
Rysunek 2.4 (a). Wtedy jedynym punktem okresowym odwzorowania c, jest stabilny
punkt staly 0 i wszystkie punkty odcinka [0, 1] monotonicznie do niego zbiegaja, m.
in.:

Q> q > q3 > ..., lim ¢, = 0.

n—oo

W konsekwencji przestrzen X, sklada sie z jednoelementowego zbioru X, zawiera-
jacego punkt staly, oraz zbiegajacych don tukéw Xy, patrz Rysunek 2.5 (a). Wraz ze
wzrostem parametru A dlugosé odcinkéw [0, gy ] rosnie, huki Xy coraz wolniej zbiegaja



34 B.K. KWASNIEWSKI

(a) (b)

1 1
N
S 5
0 1 1 0 w11 1 1
Rysunek 2.4: Wykres a, dla parametru 0 < A < § (a); § <A < 3 (b)
(a) (b)
X C} X Cr 4
o 0. o 0 w11
X4 o—o/3 X4 : :
X % \ \p qa X f \\ q4
3 OT q'}\ \ 3 OT qa‘\‘\
X2 OI — \ .43 X2 OT_ ” ‘/\(IS
X1 0._(11./(]2 Xl 0.—.111 o
\\
Xo ! Xo 1 1
q1 5 1 a3

Rysunek 2.5: Dynamika ukladu (X, a,), gdy 0 < A < T(a); T<A<L(b).

do punktu X.. Az w konicu, gdy A przekracza wartos¢ % punkt 0 traci stabilno$¢ na
rzecz nowopowstatego punktu statego w;; > 0:

Q>G> > mogy =wi >0,
patrz Rysunek 2.4 (b). Zbiér X, staje sie hukiem, ktéry odpowiada odcinkowi [0, wy 1]
i wraz ze wzrostem \ staje sie coraz dluzszy, patrz Rysunek 2.5 (b). Kiedy A osiaga
wartosé % wszystkie odcinki [0, ¢,] oraz [0,w; 1] zréwnuja sie do [0, %] 1 przestrzen
X\ przyjmuje ksztalt drabiny”, w ktérej kazdy stopien ma réwna dlugosé. Gdy A
przekracza % orbita punktu krytycznego traci monotonicznosé:

G >q3>qs > o >win > >G> g, lmogy = wny,
patrz Rysunek 2.6 (a). Na jednym z konicéw tuki Xy zaczynaja sie ,wi¢”: dla N > 1

kazdy tuk Xy, ma N — 1 zgie¢, natomiast tuk X, ma ich nieskonczenie wiele, patrz
Rysunek 2.7 (a).
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(a) (b)

1 1
At =

Abooomem L

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

:
0 w11 1 0 w22 w21

Rysunek 2.6: Wykres a, dla parametru 3 < A < 2 (a); 2 <A < 1+4*/6 (b).

(a) (b)

w21
Cr S o) x., G N~
Koo 0 ,“QM'wl,l <o B Q/W[)
R . co : ' w22
: _ Ad3 Xy : ~ . Agz
X4 * /4,—11\/‘(12 * /4/ pu
X3 T if: X3 OT A/«N
T 2 91 4" q2 2 o
C 2 ' ) ] "
X —_ 4
X | ——
XO q1 1 0 q1 1

Rysunek 2.7: Dynamika ukladu (X, @y), gdy <A< (a); <A< 1+4\/6 (b).

Gdy A przekracza wartosé¢ \; = %, Rysunek 2.6 (b), nastepuje pierwsza bifurkacja.
Punkt wy ; traci stabilnosé ,rodzac” orbite stabilng {ws1,ws2} 0 okresie 2 i wtedy

gL > gz > ... > W1 > Wil > W2 > ... > (4 > Qo T}LHC}OQ2n+i = W2,

gdzie i = 1,2. Oznacza to, patrz Rysunek 2.7 (b), ze w zbiorze X, w miejsce punktu
odpowiadajacego wy 1 pojawia sie luk odpowiadajacy odcinkowi [wa 1, we o], czyli pod-
przestrzen X, staje sie klasycznym sin(%)—contmuum. Dla wartosci lezacej mniej

wiecej w polowie przedziatu (%, HT\/E] = (A1, Ag] orbita {ws 1, ws s} staje sie supersta-

bilna, tzn. pokrywa sie z orbita punktu krytycznego. Diugosci wszystkich odcinkow
»doklejonych” zréwnuja sie: |qri1 — qx| = wo1 —wa 1, k > 0, 1 przestrzen X, przyjmuje
bardziej harmonijna forme. Zwiekszajac dalej A orbita punktu krytycznego zbiega do
orbity stabilnej w sposob mniej regularny:

qr>qs > ... > Wa1 > ... > (7 > Q3 Qs > qg > ... > Wo9 > ... > (s > (-

Na poziomie podprzestrzeni X,, C X A, patrz Rysunek 2.8, powoduje to ,zaburze-
nia” wokoét punktow okresowych, ktére przy rzucie ® przechodza na punkty orbity
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;
i

Rysunek 2.8: Continuum wezowe X, C X, dla parametru A zblizajacego sie z lewej
strony do wartosci Ay = HT\/E ~ 0.862, w ktorej zachodzi druga bifurkacja.

{wa1,ws2}. Continuum X, zaczyna sie ,wi¢” na koncach odpowiadajacych punktom
Wa,1,wW22.

Gdy A przekracza wartosé Ay = HT‘/E nastepuje druga bifurkacja. Orbita {wa 1, w22}
traci stabilno$¢ na rzecz nowopowstalej orbity {wsi,wss, ws3,wss} 0 okresie 4. Na
poziomie przestrzeni X, patrz Rysunek 2.9, objawia sie to tym, iz punkty okresowe
w zbiorze X, odpowiadajace punktom wy; i wo o zmieniaja sie w tuki odpowiadajace
odcinkom [wy 1, wa 3] 1 [wa,2, wa4l:

Przestrzen ideatow maksymalnych X, algebry By dla parametru A € (Ag, A3
sktada sie z continuum wezowego X, przedstawionego na Rysunku 2.9 oraz
ciggu tukéw { Xy} nen zbiegajacego do X w metryce Hausdorffa.

Dalej schemat sie¢ powtarza. Dla A\ lezacego mniej wigecej w polowie przedziatu
(A2, A3] orbita {ws1,ws0,wss,wsa} staje sie superstabilna i wtedy przestrzen X
przyjmuje najbardziej regularny ksztatt. Nastepnie continuum X, zaczyna sie ,,wi¢”
wokoét punktéw odpowiadajacych orbicie {wy1,wa 2, wa 3, waa}, az w koricu, gdy A prze-
kroczy A3, kazdy z nich zostanie zastapiony przez tuk. I tak dalej, por. Rysunek 2.10.

Aby wyrazi¢ powyzszy opis formalnie polézmy A_; = 0, \g = i 1 przypomnijmy,
iz A\ = %, A2, Az, ..., jest ciagiem wartosci parametru A w ktérych oy, ulega zjawisku
bifurkacji. Promieniem bedziemy nazywaé przestrzen topologiczng homeomorficzna
z odcinkiem (0, 1]. Natomiast pojecie konca odcinka uogdlniamy definiujac koniec
przestrzeni topologicznej X jako punkt p € X, ktérego dowolne otoczenie U otwarte
zawiera takie podotoczenie otwarte V' C U, ze brzeg zbioru V' sklada si¢ z jednego
punktu, patrz np. [Nad92]. Podprzestrzen X, = lim (X, ay) C Xy dla A < Ay jest
dana nastepujaca formuta indukcyjna.

Twierdzenie 2.8. [BI96, Twierdzenie 3| Jesli A € (A, \ut1], n € N, to continuum
Jim (X, o) jest domknieciem promienia R takiego, zZe lim (X, ay)\ R jest suma dwu
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kopii przestrzeni lim (X, ay), dla parametru N € (\,_1, \a], przecinajacych sie w
jednym punkcie bedgcym koricem obu tych kopia.

Teraz jestesmy gotowi, by przystapi¢ do pelnego opisu uktadu (j(v \, @y) dla para-
metru A lezacego w przedziale (3, Ao) = UsZ;(An, Any1]. Dla X € (0, 3] uklad taki
przedstawiony jest na Rysunkach 2.5, 2.7.

Twierdzenie 2.9. Niech T\ operatorem danym wzorem (2.3), a By algebrq danqg
wzorem (2.5). Jesli X € (A\n, Apy1], n € Ny, to

i) przestrzen ideatéw maksymalnych X\ algebry By sktada sie z continuum wezo-
wego Xoo oraz ciggu tukow { Xy} nen zbieinego w metryce Hausdorffa do X,
gdzie

Xoo - R U (R171 U RLQ) u...u (Rn_171 U...u Rn_l’gnfl) U (]1 u...u [27171)

jest suma 2" — 1 promieni R, Ry;, k=1,...,n—1,i=1,...,2F, oraz 2"~! tukéw
Li,i=1,..,2""1. Co wigcej domkniecie R pokrywa sie z Xoo oraz

n—k—127-1 gn—k—1_1

Rei= U U RerjunaU U Lo, k=1,.n—1,i=1,..,2"

j=0 1=0 =0

por. Rysunek 2.10.

ii) Cze$ciowy homeomorfizm &y generowany przez Ty na widmie 5(3, przeprowadza
tuk Xy na tuk Xyi1, N € N. Na continuum X, ay jest homeomorfizmem,
ktory zachowuje R, permutuje cyklicznie tuki I;, oraz dla kazdego ustalonego
k=1,..,n—1 promienie Ry ;:

&)\<Il) — [Q, ceey &A(Ign) = Il, &)\(Rk,l) — Rk72, ceey &)\(ngk) — Rk71.

Ponadto, wszystkie promienie R, Ry; oraz tuki I; sq parami rozlgezne za wyjatkiem
nastepujacych przecieé

Rk’i N Rk72k—l+i = {&2’“*1,1’}7 k= 1’ no— 1, 1= 1’ ...2k71,

tworzgcych orbity okresowe {Wak 1, .09k o1 } 0 okresie % k=1,..,n-2. Srodki tukéw
I; tworzq orbite okresowq {Won—1 1, ...0an—1 9n—1} 0 okresie 2"t korice tukow I; tworzg
orbite okresowq {@an 1, ...09n on } 0 okresie 2".

Dowdéd. W stosunku do przestrzeni X, wystarczy zastosowaé¢ Twierdzenia 2.4,
2.8. Natomiast dynamike &, na X, mozna odczytaé¢ z dowodu Twierdzenia 3 z [B196],
poréwnaj tez [BI96, Paragraf 6]. |

Nieskonczony ciag bifurkacji podwojenia continuum X, = <h_m(X ,(u)) opisany w
Twierdzeniu 2.8 ma nastepujace odbicie w strukturze przestrzeni X, dla A osiagaja-
cego granice Feingenbauma .

Twierdzenie 2.10. Dla parametru A = A przestrzen ideatow maksymalnych X,
algebry By ma te wlasnosé, ze kazde podcontinuum X, mie bedace punktem jest roz-
ktadalne. Ponadto X, posiada tylko cztery topologicznie rozine podcontinua: punkty,
tuki, kopie przestrzeni Xo, oraz sumy dwdoch kopit przestrzeni X przecinajacych sie
w jednym punkcie bedgcym koncem obu kopii.

Dowdd. Zastosowaé¢ Twierdzenie 2.4 oraz [BI96, Tw. 7]. [ |
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0

S W42

W43

W41

Rysunek 2.9: Continuum wezowe X, C X, po drugiej bifurkacji (zanurzone w prze-
strzeni tréjwymiarowej Ozyz).
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I3 I

I
|

R33 Rs31
R2 3 R21
R37 Ri R3 5
I7 Is
I I
o—.i. R1,2 0—4-
R3 2 R34
R22 Ro.4
R3 6 RS 8

Rysunek 2.10: Podprzestrzen X C X, po czwartej bifurkacji (przedstawienie sche-
matyczne).

2.4 Wartosci parametru odpowiadajace dynamice
chaotycznej: \ € (A, 1]

Dla parametru A > A, dynamika ukladu ([0,1], ) jest chaotyczna i dotychczas
zdobyta wiedza na temat odwzorowan {a,} -, nie jest pelna. Mimo to,w obec-
nym podrozdziale, przedstawimy pewne intrygujace rezultaty dajace ogélny oglad na
strukture rozwazanych uktadow. Wiemy juz na przyktad, ze dla A > A, X zawiera
continua nierozkladalne (Twierdzenie 2.6), a dla A = 1, X jest B-J-K continuum,
patrz Rysunek 2.2. Okazuje si¢ Ze istnieje ciag wartosci parametru A, w ktérych je-
dynymi podcontinuami nierozktadalnymi X, sa B-J-K continua.

2.4.1 Kaskada podwojenia B-J-K continuum

Rozwazmy ciag pg = 1, p1, fio, ..., wartosci parametru A, w ktérych diagram bifurkacji
srozdwaja sie” (jest ,suma” dwu whasnych kopii). Jest to malejacy ciag zbiezny do A,
patrz Rysunek 2.3. Formalnie p,, mozna zdefiniowa¢ jako rozwigzanie nastepujacego
rownania

a3 (M) = (najwiekszy punkt staty dla oz?\"il),

patrz [BI96], [CE80]. Dla ciagu {in }nen zachodzi indukeyjna procedura zaskakujaco
podobna do tej zawartej w Twierdzeniu 2.8.
Twierdzenie 2.11. [BI96, Twierdzenie 6] Dia n € N continuum lim (X, ay,,) jest
domknieciem promienia R takiego, Ze lim (X, oy, )\ R jest suma dwu kopii przestrzeni
lim (X, o, ,) przecinajacych sie w jednym punkcie bedacym ich koricem.

Powyzsze twierdzenie wraz z Twierdzeniami 2.4, 2.5 méwi, ze dla A = p; prze-
strzenn X, sktada sie z ciagu tukéw { Xy }nven zbiegajacych do continuum wezowego
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X bedacego suma dwu kopi By, By B-J-K continuum oraz promienia R, patrz Ry-
sunek 2.11 (a). Czesciowy homeomorfizm &, przeksztalca tuk Xy na Xy, N € N,
a dynamika @) na X, przedstawia sie nastepujaco: koniec promienia R jest punk-
tem stalym, pozostale punkty R ,przesuwaja” sie po R w kierunku continuéw By,
By. Punkty zbioru B ,przerzucane” sa na punkty zbioru Bs i vice versa. Przeciecie
B;1 N By jest punktem stalym. -

Analogicznie, dla A = s, Rysunek 2.11 (b), continuum wezowe X, C X sklada sie

(a) (b)

Rysunek 2.11: Podprzestrzen X, C X, dla parametru: A = g1 (a); A = o (b).

z czterech kopii By, By, Bs, By, B-J-K continuum oraz trzech promieni R, R, R».
Koniec promienia R jest punktem stalym, natomiast pozostale punkty R odwzoro-
wanie ), przesuwa po R w kierunku continuéw B; i promieni R;. Punkty z Ry, a,
przeprowadza na punkty z Ry i vice versa. Przecigcie Ry N Ry jest punktem stalym.
Continua B; sa cyklicznie permutowane

ax(B1) = By, ax(By) = Bs, ax(Bs) =By, a\(By) = By,

a punkty By N By oraz By N By tworza orbite okresowa o okresie 2.

Ogélnie dla A = p,, otrzymujemy opis ukladu rozszerzonego (X, &,), ktory rézni
sie od opisu zawartego w Twierdzeniu 2.9 jedynie tym, ze tuki zastapione sa B-J-K
continuami, por. Rysunek 2.12.

Twierdzenie 2.12. Niech Ty operatorem danym wzorem (2.3), a By algebra dang
wzorem (2.5). Jesli A = p,, n € Ny, to

i) przestrzen ideatéw maksymalnych X, algebry By sktada sie z continuum wezo-
wego Xoo oraz ciggu tukow { Xy} nen zbieinego w metryce Hausdorffa do X,

gdzie

Xow=RU(R11UR5)U..U(Ry_11U...UR,_190-1) U (ByU...U Ban)
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jest sumq 2" — 1 promieni R, Ry;, k=1,..,.n—1,1=1, 28 oraz 2" B-J-K
continuow B;, i =1,...,2". Co wiecej domkniecie R pokrywa sie z Xo, oraz

n—k—12/-1 2n—k_q
. k
Rkﬂ‘ = U U Rk+j,i+l~2k U U Bi+l~2k7 k= ]_, = 1,2 = 17 ceey 2 s
j=0 1=0 =0

por. Rysunek 2.12.

ii) Czesciowy homeomorfizm & generowany przez Ty na widmie YA, przeprowadza
tuk Xy na tuk Xyy1, N € N. Na continuum X, ay jest homeomorfizmem,
ktory zachowuje R, permutuje cyklicznie continua B;, oraz dla kazdego ustalo-
nego k =1,...,n — 1 promienie Ry ;:

C~¥)\<Bl) - Bg, ) &A(Bgn) = Bl, &/\(Rk,l) - Rk,Z, ceey &/\(Rk,Zk) - Rk,l-

Ponadto, wszystkie promienie R, Ry ; 1 continua B; sq parami roztaczne za wyjatkiem
nastepujgcych przecieé

Rk,i N Rk,2k*1+i - {(:(321971’@'}, 7/ - {1, ...2k71},
BiN Bon-1yy = {@gm-1,y  i={1,.2"""}
tworzacych orbity {@ox 1, ... 0ok ok } okresowe o okresie 28, k =1,..,n — 1.

Dowdéd. Teza wynika z Twierdzen 2.4, 2.5 oraz indukcyjnie zastosowanego Twier-
dzenia 2.11; patrz tez dowdd Twierdzenia 6 z [BI196]. |

Rysunek 2.12: Podprzestrzeni Xo, C X, dla A = puy (przedstawienie schematyczne).
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2.4.2 Okna stabilnych orbit okresowych o okresach nieparzy-

stych

3 2 m V1 1

Rysunek 2.13: Diagram bifurkacyjny dla A € [0,91;1].

Niech (7, v,,] bedzie przedzialem wartosci parametru A\, w ktérym odwzorowanie
ay ,,po raz pierwszy” posiada stabilng orbite okresowa o okresie 2n + 1. Ciagi n,,, v,
zbiegaja malejaco do py, patrz Rysunek 2.13. Zwré¢my uwage, ze przechodzac z A od
przedziatu (1, ] do (9,41, Vna1] zmniejszamy A i okres orbity stabilnej «, zmniejsza
sie zgodnie z porzadkiem Szarkowskiego (Twierdzenie 2.7).

Twierdzenie 2.13. Niech Ty operatorem danym wzorem (2.3), a By algebra dang
wzorem (2.5). Jesli A € (nn,vn], n € Ny, to

i

przestrzen ideatow maksymalnych X, algebry By sktada sie z continuum wezo-
wego Xoo oraz ciggu tukow {Xn}nen zbieinego w metryce Hausdorffa do X,
gdzie

Xoo = RU Cgpqy,

R jest promieniem, Cy, 1 nierozktadalnym continuum o doktadnie 2n + 1 kon-
cach, ktorego jedynymi podcontinuami wtasciwyma sq tuki. Ponadto Cy, 1 NR =

0 oraz R = RU Cyypy1.

Czesciowy homeomorfizm ay generowany przez Ty na widmie 3(&, przeprowadza
tuk Xy na tuk Xyi1, N € N. Na continuum X, ay jest homeomorfizmem,
ktory zachowuje R 1 Co,yq1. Przy czym koniec R jest punktem stalym, a po-
zostate punkty R, o przesuwa w kierunku continuum Cy,11. Natomiast korice
continuum Coy, 1 tworzq orbite okresowa o okresie 2n + 1.

Dowdd. W swietle Twierdzenia 2.4 teze otrzymujemy przez indukcyjne zastoso-
wanie [BI96, Tw. §]. |

Dla A € (n,11] (lezacego w oknie orbity stabilnej o okresie trzy) continuum
C3 C X, jest podrecznikowym przyktadem continuum nierozkiadalnego, definiowa-
nym zazwyczaj za pomoca laricuchéw zstepujacych, patrz [Nad92]. Continuum Cj
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mozna otrzymaé rowniez jako atraktor przeksztalcenia ciaglego T : 0 — €2 okre-
$lonego na zwartym podzbiorze Q = A U B U C plaszczyzny R?, ktérego dzialanie
schematycznie przedstawia Rysunek 2.14. Uklad (Cs, a@,) jest wtedy topologicznie
sprzezony z ukladem (A, T), gdzie A = N,en T7(2).

T(B)

()

Rysunek 2.14: Continuum C} jako atraktor.

2.4.3 Kaskady bifurkacji nastepujace po oknach stabilnosci

Po kazdym oknie stabilnosci (1, v,] nastepuje kaskada bifurkacji podwojenia okresu
orbity stabilnej, por. Rysunek 2.13. Na przyktad zwigkszajac parametr A w oknie
(m1,21] orbity stabilnej o okresie trzy na poziomie uktadu (X, ay) zaobserwujemy,
iz korice continuum C3 C X, Rysunek 2.15 (a), zaczna sie ,wi¢” i gdy A przekroczy
warto$é 1, konce C5 zmienig sie w odcinki: continuum C3 zmieni sie w nierozkladalne
continuum Cg o 6 koricach, Rysunek 2.15 (b). Nastepnie ,,wi¢” zaczna sie korice con-
tinuum Cg i w pewnym momencie zmienia sie w 6 odcinkéw, ktérych konce beda
koncami nierozkladalnego continuum C'5 i tak dalej. W szczegdlnosci, po czterech
bifurkacjach otrzymamy continuum Cgy, ktore powstaje z continuum C5 poprzez za-
stapienie kazdego z jego konicéw kopia continuum przedstawionego na Rysunku 2.10.
Podobne zjawiska napotkamy zaczynajac od dowolnego okna stabilnosci (1, v,] or-
bity okresowej o okresie 2n + 1. Aby otrzymadé opis formalny, dla kazdego n € N, |

(a) (b) f:;6,6

©63_2Z  Rog

we,4 ’ /
we,5

we,2

Rysunek 2.15: Continua Cj i Cg.

oznaczmy przez Aﬁ”) = Up, )\én), )\;(3"), ... ciag wartosci parametru A\ odpowiadajacych
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kaskadzie bifurkacji podwojenia okresu orbity stabilnej uktadu ([0, 1], cvy) nastepujace;
bezposrednio po A := 7,

Twierdzenie 2.14. Niech Ty operatorem danym wzorem (2.3), a By algebra dang
wzorem (2.5). Jesli A € (A, )‘5731], gdzien >0, m >0, to
i) przestrzen ideatéw maksymalnych X\ algebry By sktada sie z continuum wezo-
wego Xoo oraz ciggu tukow {Xn}nen zbieinego w metryce Hausdorffa do X,
gdzie
Xoo = RU Comang)

jest sumaq promienia R i nierozkladalnego continuum Com(zn11) posiadajacego
doktadnie 2™(2n + 1) koncow. Co wiecej R = R U Com(ant1) 0T0Z

m—1 2F(2n+1) )

2m=1(2n+1
Com(ant1) = Con1 U |J U Rw,u U L
i=1

k=0 =1

jest sumq (2™ —1)(2n+1) promieni Ry.; oraz 2™ ' (2n+1) tukdw I;. Domkniecie
Cont1 pokrywa si¢ z Com(ani1) 0TAZ

m—k—127-1 gm—k—1
Rii= U U Rerjinrzrenin U U Livror@atns
j=0  1=0 1=0

dlai=1,..,2"2Qn+1), k=0,...,m— 1.

ii) Czesciowy homeomorfizm & generowany przez Ty na widmie XV)\, przeprowadza
tuk Xy na tuk Xyy1, N € N. Na continuum X, ay jest homeomorfizmem,
ktory zachowuje promien R i continuum Cy,y1, permutuje cyklicznie tuki I;,
oraz (dla kazdego ustalonego k = 0,...,m — 1) promienie Ry;.

Ponadto, wszystkie promienie R, Ry, tuki I; oraz continuum Coy,yq Sa parami roz-
taczne za wyjatkiem nastepujacych jednoelementowych przecieé

anHﬂRo,i, 1= 1,...,2n—|—1,

Rkﬂ' N Rk,i+2k*1(2n+1) = {&21@71(2”4_1)71'}, 1= 1, ceey 2k71<2n —+ 1), k= 1, e, — 1.

Zbiory { Dok (2n41) 15 - WDok(2n41),2k (2n+1) ; twor2zq orbity okresowe o okresach 2k(2n + 1)
dla k =0,...,m — 2. Srodki tukéw I tworzq orbite okresowq o okresie 2™ 1(2n + 1),
a korice tukow I; tworzq orbite okresowq o okresie 2™ (2n + 1).

Dowdd. W swietle Twierdzenia 2.4 wystarczy powtorzy¢ rozumowanie z dowodu
Twierdzenia 8 z [BI96], patrz tez uwagi przed Twierdzeniem 9 z [BI96], jak réwniez
wstep oraz ustep 6 z [BI96]. [ |
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Uwagi do rozdziatu 2

Nazwe continuum wezowe wprowadzil R. H. Bing [Bin51]. Pierwotnie continua takie
byly zdefiniowane w jezyku tancuchéw i nazywane byty continuami tancuchowymi.
Charakterystyka takich obiektéw, ktéra postuzyta nam za definicje (Definicja 2.3 iii))
zostala wykazana z poczatkiem lat sze$¢dziesiatych ubieglego wieku, gdy metoda gra-
nic odwrotnych stala sie jednym z wazniejszych narzedzi w teorii continuéw, por.
[Nad92].

Dzigki uzyskanemu w Twierdzeniach 1.28, 2.4, ogélnemu opisowi uktadow rozsze-
rzonych i w szczegdlnosci wyjasnieniu roli granic odwrotnych jako istotnych sklad-
nikéw badanych ukltadéw, mogliémy zastosowaé do opisu ukladéw (X, @,), gene-
rowanych przez operatory Ty na przestrzeniach idealéw maksymalnych algebr B,
A € (0,1], wyniki dotyczace granic odwrotnych zwiazanych z odwzorowaniami logi-
stycznymi zebrane w [BI96]. W prezentacji zawartej w podrozdziale 2.3 wykorzystane
zostaly rowniez doswiadczenia autora w badaniu granic odwrotnych zwiazanych z
odwzorowaniami unimodalnymi [Kwa05”].






Rozdzial 3

Konkretne operatory przesuniecia
z waga. Kolejne przyklady
rozszerzen klasycznych ukladow
dynamicznych

Przed obecnym rozdzialem stawiane sa dwa cele. Pierwszym jest dostarczenie sze-
regu kolejnych, jawnych przykladow rozszerzen ukladéw dynamicznych, ktére wraz
z rezultatami z rozdzialu poprzedniego przedstawialaby szerokie spektrum struktur
wystepujacych w obiektach tego typu. Drugim zadaniem jest prezentacja mozliwie
obszernej klasy wazonych operatoréw kompozycji na przestrzeniach LP, 1 < p < o0,
speliajacych warunki zebrane w Definicji 3.1; takie operatory bedziemy nazywac
konkretnymi wazonymi operatoram: przesuniecia, a ich widmo zostanie opisane w
rozdziale 9. Oba cele zostang zrealizowane w nastepujacy sposéb.

Po pierwsze, przedstawimy ogolna konstrukcje konkretnych operatorow przesu-
niecia w przestrzeniach LP(R), 1 < p < oo, generujacych dowolne jednowymiarowe
uklady dynamiczne. Ta konstrukcja i Twierdzenie 1.28 umozliwia nam przelozenie
teorii jednowymiarowych, hiperbolicznych atraktorow [Wil67], [Dev89], [Yi01] oraz
uktadéw dynamicznych zwiazanych z kafelkowaniami [AP98] na jezyk konkretnych
wazonych operatoréow przesuniecia i algebr przez nie generowanych. W szczegdélnosci
jako przestrzen idealéw maksymalnych algebry rozszerzonej B otrzymamy N-adyczne
solenoidy, atraktor Plykina oraz przestrzen kafelkowan Fibonacciego.

Po drugie, oméwimy naturalne rozszerzenia symbolicznych uktadéw dynamicz-
nych. Zdefiniujemy konkretne wazone operatory przesuniecia zwiazane z topologicz-
nymi przesunieciami Markowa, ktore na widmie algebry rozszerzonej B generuja
uktady geometrycznie reprezentujace si¢ jako podkowy Smale’a.

Po trzecie, na przykladzie konkretnych operatorow kompozycji generujacych ho-
meomorfizmy okregu oraz przesunigcia na torusie pokazemy, ze widmo algebry B
moze tworzy¢ ciekawe topologiczne struktury, nie tylko w przypadku nieodwracalnych
uktadow dynamicznych, ale takze, gdy wyjsciowe operatory zwiazane sa z odwracal-
nymi uktadami dynamicznymi. W przypadku operatoréow generujacych homeomorfi-
zmy okregu przedstawimy klasyfikacje algebr rozszerzonych, w ktoérej zasadnicza role
odgrywa, wprowadzone przez H. Poincaré, pojecie liczby obrotu.

47
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3.1 Konkretne operatory przesuniecia z waga i abs-
trakcyjne operatory przesuniecia z waga

Definicja, ktéra wprowadzimy ponizej ma w pewnym sensie charakter techniczny.
Obiekty w niej wystepujace, pomijajac twierdzenia niniejszego podrozdziatu, wyko-
rzystamy dopiero (i w spos6b jawny tylko) w dowodzie Twierdzenia 8.6. Co wiecej we
wszystkich omawianych przyktadach zalozenia Definicji 3.1 beda spelnione w sposéb
naturalny.

Standardowo obrazem istotnym podzbioru w przestrzeni z miara (2, X, u) przy odwzo-
rowaniu mierzalnym ¢ :  — X, gdzie X jest przestrzenia topologiczna traktowana
jako przestrzen mierzalna wraz z rodzing zbioréw borelowskich B(X), bedziemy na-
zywadé zbidr

essp(w) == {r € X : u(p ' (U) Nw) # 0 dla kazdego otwartego U, x € U}.

Oczywiscie zawsze zachodzi inkluzja ess p(w) C ¢(w) 1 jesli € jest przestrzenia topo-
logiczna, p jest miara borelowska, ktorej nosnikiem jest €2, a ¢ jest odwzorowaniem
ciaglym, to dla kazdego otwartego zbioru w C 2 mamy ess p(w) = p(w).

Definicja 3.1 (Konkretne operatory wazonego przesuniecia na L?). Niech
(X, a) bedzie czesciowym uktadem dynamicznym i niech (€2, X, 1) bedzie przestrzenia
z dodatnia, o-skonczona miara p. Ponadto zalézmy, ze:

1) istnieje odwzorowanie mierzalne ¢ : 2 — X oraz zbidr 0y € ¥ taki, ze wzor
v(U) = pule (U)NQ), U e B(X),

definiuje lokalnie skoniczona, regularna miare borelowska na X, ktérej nosnikiem
jest X, czyli innymi stowy ess () = X.

2) Istnieje zachowujaca klasy réwnowaznosci miary p, mierzalna bijekcja v : D —

v(D), tj. taka bijekcja, ze okreslone sa obie pochodne Radona-Nikodyma dg% i

dpoy—?!

L gdzie D = 0 1 (A}), a diagram

D —— ~(D)
@l \@ (3.1)
A —— A
jest przemienny.
3) Zachodzi réwnosc¢ ess p(2\ v(D)) = ess (2o \ v(D)).
Wtedy, dla 1 < p < o0, a € C(X), operator aT, : L7 (Q) — LI () postaci

<anf><t>={a<¢<t>>’d’57W“”’ b jen@. 62
0, t¢ D

gdzie przyjmujemy é = 0, bedziemy nazywaé¢ konkretnym operatorem wazonego prze-
suniecia w przestrzeni Lb (§2) zwiazanym z czesciowym ukladem dynamicznym (X, «).
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Powyzsza definicja jest catkowicie naturalna w przypadku operatoréw zwiazanych
z odwracalnymi, metrycznymi uktadami dynamicznymi z miara skonczona.

Przyklad 3.2. Niech o : X — X bedzie homeomorfizmem i niech i bedzie regularna,
borelowska miara taka, ze p(X) < 400 oraz miary poa™ !, uo«a sa absolutnie ciagle
ze wzgledu na p. Wtedy kazdy operator postaci

1

P

ool ra@),  feIn(X),

dp

(aTpf)(x) = a(x)

gdzie a € C(X) jest konkretnym wazonym operatorem przesuniecia w przestrzeni
LP(X), 1 < p < oo, zwiazanym z ukladem (X, o). Warunki Definicji 3.1 sa spemione
trywialnie dla Q = Qg =X, o =idivy=a.

Operatory wystepujace w powyzszym przykladzie speliaja warunki definicji A.
B. Antonevicha i A. V. Lebedeva — Definicja 0.1. Wtasnosci spektralne takich opera-
toréw sa opisane np. w [AL94], [Ant96], dlatego tez w dalszej czesci pracy skupimy
sie na operatorach w przestrzeniach z miarg nieskonczong. W podrozdziale 3.3 przed-
stawimy ogélna metode konstrukeji konkretnych wazonych operatoréw przesuniecia
w przestrzeniach LP(R), 1 < p < oo, zwiazanych z dowolnym kawalkami monoto-
nicznym odwzorowaniem na grafie. Z posréd operatoréw rozpatrywanych do tej pory,
konkretnymi wazonymi operatorami przesuniecia sa nastepujace.

Przyklad 3.3 (Klasyczne operatory przesuniecia z waga). Niech E = (*(N),
p € [1,00]. Niech A C L(FE) bedzie algebra wszystkich ograniczonych operatoréw
mnozenia, a Ty klasycznym operatorem przesuniecia, patrz Przyklad 1.20. Rozwazmy
przestrzen (N, 2N, ) z miara liczaca p, odwzorowanie ¢ : N — 3(N) bedace zanu-
rzeniem N w przestrzeri Cecha-Stone’a 3(N), bijekcje v : N — N, dana wzorem
v(n) =n+1, n € N, oraz odwzorowanie « : 3(N) — (N) bedace jedynym ciagtym
przedtuzeniem odwzorowania a|y = . Wtedy dla Q¢ = N warunki 1), 2), 3) Definicji
3.1 sa spemione. Ponadto dla kazdego a € A = C(F(N)) mamy

al, = aly,

gdzie a7, jest dany wzorem (3.1). Zatem klasyczne wazone operatory przesuniecia sa
konkretnymi wazonymi operatorami przesuniecia zwiazanymi z ukladem (5(N), «).

Przyklad 3.4 (Operatory generujace odwzorowania logistyczne). Niech F =
LP(R), 1 < p < o0. Niech A C L(F) bedzie algebra operatoréw mnozenia przez
funkcje spehiajace relacje (2.1) i niech T\ € L(E), A € (0, 1], bedzie operatorem
danym wzorem (2.3). Odwzorowanie ¢ : R — [0, 1] bedace czescia utamkowa: ¢(t) =
{t}, pélsprzega odwzorowanie 7, : R — R dane wzorem (2.2) z odwzorowaniem
logistycznym ay, : [0, 1] — [0, 1], patrz (2.4). Kladac Q = [0, 1] spelnione sa warunki
1), 2), 3) Definicji 3.1. Ponadto przyporzadkowanie C([0,1]) > a +— a oy € L(E)
ustala izomorfizm C/([0, 1]) = A. Zatem operatory postaci

aTy, a€ A,

sa konkretnymi wazonymi operatorami przesuniecia zwiazanymi z uktadem ([0, 1], cvy),
A € (0, 1], por. Stwierdzenie 2.1.
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Aby wyjasni¢ zwiazek miedzy abstrakcyjnymi oraz konkretnymi wazonymi opera-
torami przesuniecia zauwazmy, ze odwzorowanie ¢ z Definicji 3.1 zadaje reprezentacje

m: C(X) — L(LE(2)) algebry C(X):

(m(a) F)(t) = alp () F(1), feLb (), teq.

Zalozenie, ze nosnikiem miary v jest X implikuje, iz reprezentacja 7 jest izometryczna.
Mozemy zatem utozsami¢ C'(X) z algebra A := 7(C(X)) C L(LL(Q)), ktérej ele-
mentami sa operatory mnozenia. Ponadto operatory Ty, 5, : L¥(Q2) — L(Q), dane
wzorami

1

<Tpf><t>:{‘d57pf<”“”’ el <spf><t>={\d“$”f<7‘1<t>>v teqD)
0 t¢ D 0, t¢~(D)

sa wzajemnie sprzezonymi czesciowymi izometriami.

Stwierdzenie 3.5. Konkretny operator przesuniecia z wagq o, zwigzany z czescio-
wym uktadem dynamicznym (X, a) jest abstrakcyjnym operatorem przesuniecia z waga
w algebrze A = w(C(X)) i czeSciowa izometria T, generuje na X odwzorowanie .
Ponadto otoczkq ideatu

J={aecCX):STm(a) =n(a)}

jest Y =essp(Q\ v(D)), algebra B = span{U,ey S, AT} jest izomorficzna z algebra

funkcyi C’()? ), gdzie ()? , @) jest naturalnym rozszerzeniem ukladu (X, o) zwigzanym
ze zbiorem Y, por. Definicja 1.32. W szczegdlnosci B nie zalezy od p € [1, o).

Dowdéd. Korzystajac z przemiennosci diagramu (3.1), dla a € C'(X) mamy

_ Jale(y))f@), teD _ Jalalet)))f(t), teD
(Tm(@)S,)(t) = {O - { ,
: t¢ D 0, t¢ D
skad wynika, ze operator 7T}, generuje na widmie algebry A = 7(C(X)) uklad (X, a).
Rzut S,T), jest operatorem mnozenia przez funkcje x.(py i w szczegélnosci S,T, € A’
Stad oraz z postaci reprezentacji m wnosimy, ze otoczka idealu J jest zbiér YV =
ess p(\ v(D)). Pozostala czesé tezy wynika z Twierdzenia 1.28, gdyz algebra B
sktada sie z operatoréw mnozenia przez funkcje z L>°(R) i jest zamknieta ze wzgledu
na sprzezenie takich funkcji, czyli jest przemienna C*-algebra. [
W Rozdziale 8, w dowodzie Twierdzenia 8.6 wazna role odgrywaé¢ bedzie naste-
pujace twierdzenie. Zauwazmy, ze span{U,en Sy AT}, gdzie span{ K} oznacza prze-
strzen liniowa rozpieta przez zbior K, jest gesta podalgebra algebry B.

Twierdzenie 3.6. Jesli aT),, a € A, jest konkretnym operatorem przesunigcia z wagq
zwigzanym z czeSciowym uktadem dynamicznym (X, «), to operator bT,, gdzie b €
span{U,en Sy AT}, réwniez jest konkretnym operatorem przesuniecia z wagq.

Doktadniej, b1, jest konkretnym wazonym operatorem przesuniecia zwigzanym z
uktadem (Xy, ay) dualnym do ukladu (By,6), gdzie By = span{U._, SPATI Y, 6(-) =
T,(-)Sp, a N € N jest takie, ze b € By.
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Dowdd. Zacznijmy od nastepujacych uwag. Po pierwsze, oznaczajac przez D,
dziedzine odwzorowania " (zatézmy, ze Dy = ) z warunku 2) Definicji 3.1 mamy
D, = ¢ (A,), n € N. Dla kazdego n € N mamy réwniez

eSS(SO(Dn N QO)) = €88 @(Dn) = Ay, (33)

co wynika z domknieto-otwartosci A,, oraz réwnosci ess p(Qg) = X i D,, = ¢ 1(A,) .
Po drugie, korzystajac dodatkowo z domknietosci Y oraz réwnosci ess (2 \ v(D)) =
ess p(Qo \ 7(D)), otrzymujemy

ess(p(Dn N Q0 \ 7(D))) = ess(@(Dn \ (D)) = AnNY. (3.4)

W szczegdlnosei, modyfikujac (ewentualnie) odwzorowanie ¢ na zbiorze miary zero,
mozemy zatozy¢, ze (2\ y(D)) C Y.

Wracajac do zasadniczej czedci dowodu, niech b € span{U,,en S} AT} }. Wtedy istnieje
N € N takie, ze b jest elementem By = span{U_, SPAT? . Jak nietrudno sie przeko-
nac, por. Twierdzenie 1.22, By jest przemienna C*-algebra. Rozumujac podobnie jak
w dowodzie Twierdzenia 1.28 widmo algebry By mozemy utozsamic z podprzestrzenia,

N-—1
XN - U {(xowrla ...7[['”,0, 70) HEUIS Y n A"“xn_k = Oék<l'n)}
n=0

U{(z0, 71, ., TN) : Ty € An, on_p = ¥ (zn)}

przestrzeni produktowej [0 (X U {0}). Operator T, generuje wtedy na podzbiorze
Ay = {(xg,x1,...) € Xy : 29 € A1} C Xn odwzorowanie

&N(l'o,l‘l, ) = (Oz(l‘o),l‘o, ), (1’0,$1, ) € Al.

Aby pokazaé, ze operator bT, jest konkretnym operatorem Wazonego przesuniecia
zwiazanym z ukladem (X N, ay) zdefiniujmy odwzorowanie @ : {2 — Xy w nastepu-
jacy sposéb. Rodzina

N-1

(@I Dasn) ) UV (D)}

stanowi podzial przestrzeni Q. Dlan = 0,1,..., N — 1 oraz t € y*(D,,) \ 7" (Dp1)
potézmy
B(t) = (p(1), (v (1), (Y1), s 2(Y (1)), 0,.,0) .

Z przemiennosci diagramu (3.1) oraz relacji
¢ (’y" (v(Dn) \7”“(Dn+1))) = @(Dn\Y(Dn1)) C o(Dn) Np(Q\ (D)) € ApNY.

wynika, iz odwzorowanie @ : 7(Dy) \ 7" (Dps1) — Xy jest poprawnie okreslone.
Analogicznie sprawdza sie, ze poprawne jest okreslenie ¢ : vV (Dy) — Xy wzorem

B(t) = (p(t), e(y (1), (72 (1), s (v (1))
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Jasne jest, ze wladnie zdefiniowane odwzorowanie ¢ : ) — Xy spelnia warunek 2)
Definicji 3.1. Ponadto kladac

N-1

Qo= | 7" (Dn N Q) \ 7" (Dns1) U™ (D N Q).
n=0

widzimy, iz spemiony jest réwniez warunek 3), gdyz
ess 3(Q \ (D)) = ess 3( \ (D)) = ess p(2 \ ¥(D))

= essp(Q\ (D)) = ess p(Q2\ (D)).
By wykaza¢ warunek 1) zauwazmy, ze zbiory postaci U, = {(zo,...) € Xy :a, € U},
gdzie U jest otwartym podzbiorem Y N A, jesli n < N lub Ay, jesli n = N, tworza
podbaze topologi na Xy. Dla kazdego takiego zbioru wielkosé

o(Un) == (@ (Un) N Q) = u(y" (¢~ (U) N Q)
jest skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy skoriczona jest wielkosé¢ v(U) = u(e ' (U) N
Q). Zatem stad, ze miara v jest lokalnie skoniczona, taka tez jest miara
o(U) = uw(@ (U)NQ),  Ue B(Xy).

Definicje @, Q oraz relacje (3.3), (3.4) implikuja, iz ess ¢(€g) = Xy, co koriczy dowéd.
|

Teza powyzszego twierdzenia nie uogélnia si¢ na przypadek operatoréw b1}, z waga
b bedaca dowolnym elementem algebry Banacha B = span{U,en 5, AT} }. Mozna to
spostrzec rozwazajac np. operatory z kolejnego podrozdziatu.

3.2 Operatory generujace odwzorowania 2%

gu S'. Solenoidy

na okre-

Operatory generujace odwzorowania a(z) = 2, z € S, graja w obecnej pracy wazna,

pogladowsa oraz motywacyjna role, por. Przyklad 0.3. W szczegdlnosci warto je do-
kladniej oméwic¢ zanim przejdziemy do zapowiedzianej ogdlnej konstrukeji operatorow
w przestrzeniach LP(R) generujacych dowolny uklad jednowymiarowy.

Niech £ = LP(R), 1 < p < oo. Ustalmy N = 2,3,..., i rozwazmy operator
T, € L(F) bedacy unormowanym operatorem zlozenia z funkcja v(t) = Nt, t € R;
operator 7}, jest odwracalng izometria:

1 . ! "
(T,f)(t) = N?» f(Nt), (T, W)_Nif(N)

(gdzie = = 0). Niech A C L(E) sklada si¢ operatoréw mnozenia przez ciagle funkcje
okresowe o okresie 1:

A=C(Sh),

Nietrudno spostrzec, ze zachodza relacje T, AT, ! C A, T, ' AT, € A oraz przy utoz-
samieniu A z C'(S'), mamy

(T,aT, ") (z) = a(V), ze S,

czyli operator T, generuje na S' odwzorowanie a(z) = 2V, z € S
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Stwierdzenie 3.7. Dla kazidego a € A, a1}, jest konkretnym operatorem wazonego
N

przesuniecia na przestrzeni LP(R) zwigzanym z uktadem (S*, a), a(z) = 2V,
Dowéd. Odwzorowaniay : R — R, y(t) = Nt; ¢ : R — St o(t) = €™ oraz zbiér
Qg = [0, 1] spehiaja warunki 1), 2), 3) Definicji 3.1. Ponadto, przy tych oznaczeniach,
dla a € A, operator a7, jest dany wzorem (3.2). [
Algebra Tp_l.AT »s » bor. Przykiad 0.3, sklada sie operatoréw mnozenia przez funkcje
okresowe o okresie N. Ogdlnie dla n € N, A, = T AT} jest algebra operatorow
mnozenia przez ciagle funkcje okresowe o okresie N™. Zatem

A=A C A C...CA,C.., A, = CO(SY),

oraz
B =span{ | J T, " AT} = | An.
neN neN
Mozna stad wywnioskowaé, ze algebra Banacha B jest izomorficzna z granica prosta
ciaggu prostego
ALAa-s

gdzie § : A — A jest monomorfizmem §(a) = aoa, a € A = C(S"). Stad nato-
miast, poprzez dualnosé, widmo X algebry B jest homeomorficzne z granica odwrotna
<_liLn(Sl, ) ciagu odwrotnego S <>~ S <% S <% . (co oczywiécie wynika réwniez
z Twierdzenia 1.30 iv)).

Rysunek 3.1: Solenoid.

Przestrzen topologiczna (_lin(S 1 ), a wiec i przestrzen idealéw maksymalnych X , Te-
prezentuje sie geometrycznie jako N -adyczny solenoid, zwany tez atraktorem Smale’a;
jest to jeden z najbardziej znanych przyktadéw hiperbolicznego atraktora [BS03, 1.9],
[Dev89, 2.5], [Nad92, 2.8]. Przypomnijmy pokrétce odpowiednia konstrukcje.

Niech F' : T — 7T bedzie ciaglym, réznowartosciowym odwzorowaniem bryly torusa
T =S'"xD? D?={z € C: |z|] <1}, rozciagajacym 7, N-krotnie w kierunku S?,
Sciagajacym 7 ponad N-krotnie w kierunku D? i zawijajacym obraz F'(7 ), N-krotnie
wewnatrz 7 :

N -1
F(z1,29) = (z{v,)\ZQ + N 21> , (3.5)
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gdzie 0 < A < % Drzialanie F' dla N = 2 przedstawia Rysunek 3.1. N-adycznym

solenoidem S nazywamy atraktor odwzorowania F', czyli zbiér

S = () F(T). (3.6)

neN

Lokalnie S jest produktem kartezjanskim odcinka i zbioru Cantora, por. Przyktad
4.11. Odwzorowanie F' : S — S jest homeomorfizmem i jedli p : 7 — S! jest rzutem
na pierwsza wspoélrzedna p(z1, 22) = 21, to przyporzadkowanie

S 35+ (p(s),p(F7(s)),....p(F%(s)),...) € kl_[ St

1

ustala topologiczne sprzezenie miedzy uktadami (S, F) oraz (Jlim(S", a), @), por.

[Dev89, 2.5], [BS03, 1.9].

Twierdzenie 3.8. Algebre B mozemy utozsamié z algebrq funkcji C(S) na N-adycz-
nym solenoidzie S. Wtedy automorfizm § : B — B, gdzie §(-) = Tp(-)Tpfl, staje sie
operatorem ztozenia z homeomorfizmem F : S — S.

Dowéd. Teza wynika ze Stwierdzeni 3.7, 3.5, Twierdzenia 1.30 iv) oraz z [Dev89,
2.5, Tw. 5.6]. |

Korzystajac ze znanej klasyfikacji solenoidéw [AF91] otrzymujemy nastepujaca
klasyfikacje algebr powstatych przez rozszerzenie algebry A za pomoca rozwazanych
operatoréw T,,.

Twierdzenie 3.9. Niech Ty, Ty, N,M > 0 beda operatorami na E = LP(R), p €
[1, 00|, danymi wzorami

(Tnf)(t) = N7 f(Nt),  (Taf)(t) = Mv f(Mt)

i niech A C L(FE) bedzie algebra operatoréw mnozenia przez okresowe funkcje ciagle
o okresie 1. Algebry Banacha

By =span{ |J Ty"AT}},  Bu = span{ |J To" ATy}

neN neN

sq izomorficzne wtedy 1 tylko wtedy, gdy w rozkladzie na czynniki pierwsze liczb N
oraz M pojawiaja sie te same liczby pierwsze.

Dowdéd. Zastosowa¢ Twierdzenie 3.8 oraz gléwny rezultat z [AF91]. |

3.3 Ogdlna konstrukcja konkretnych operatorow
przesuniecia generujacych jednowymiarowe ukla-
dy dynamiczne

Do tej pory omoéwilismy dwa wazne przyktady konkretnych wazonych operatorow
przesuniecia zwiazanych z niedowracalnymi ukladami jednowymiarowymi:
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e operatory generujace odwzorowania a(z) = 2 okregu S*,
e operatory generujace odwzorowania logistyczne, podrozdziat 2.1.

W tym podrozdziale pokazemy, ze powyzsze operatory sa szczegdlnymi przypadkami
jednej ogolnej konstrukeji obejmujacej wszystkie jednowymiarowe uktady dynamiczne.
Przy czym, przez jednowymiarowy uktad dynamiczny bedziemy rozumieé¢ tu pare
(X, a), gdzie X jest skonczonym grafem skierowanym (ang. oriented 1-dimensional
branched manifold), a a : X — X jest odwzorowaniem ciagtym i kawatkami monoto-
nicznym, por. strona 59. Monotonicznos¢ mozna tu rozumie¢ w sensie orientacji grafu
X lub réwnowaznie w sensie topologicznym, patrz [Nad92, 8.21, 8.22].

Konstrukcja przebiega¢ bedzie w dwu krokach. Najpierw zdefiniujemy operatory zwia-
zane z dowolnym kawatkami ciaglym i kawatkami monotonicznym odwzorowaniem od-
cinka, a nastepnie do wlagnie takich odwzorowan sprowadzimy ciagle odwzorowania
na grafie.

3.3.1 Operatory generujace odwzorowania na odcinku

Rozwazmy kawalkami ciagla i kawatkami monotoniczna funkcje « : [0,1] — [0, 1];
nieciaglosé¢ dopuszczamy tu majac na celu pézniejsze zastosowania w paragrafie 3.3.2.
Niech 0 = py < p1 < ... < p, = 1 beda takimi punktami, ze moc przeciwobrazu dowol-
nego punktu z przedziatu (p;_1, p;) jest ustalona dla ustalonego przedziatu (p;_q,p;) i
wynosi, powiedzmy m;. Dopuszczamy tu przypadek, gdy m; = 0 i w ogélnosci moze
sie zdarzy¢, ze m; = m; dla i # j, przy czym pomijajac ewentualnie pewne punkty
p; mozemy wymagac, aby m; # m;, gdy |i — j| = 1. Innymi slowy, zakladamy, ze dla
kazdego i« = 1, ..., n zachodzi

z € (piet,pi) = o (z)| =m; (3.7)

oraz przedzial (p;_1, p;) jest maksymalny ze wzgledu na whasnosé (3.7). Wtedy dla kaz-

dego i =1, ..., n, istnieje doktadnie m; roztacznych, niepustych przedziatéw {I J(-i) mi 1

=0
takich, ze
(pi—1,pi) C oz(]j(»i)) C [pi-1,pil, o= ol jest -1 oraz  |J | I]@ =[0,1).
J j=1i=1
Przyjmujemy, ze dla ustalonego i = 1,...,n, odcinki Iéi), Ifi),..., Iﬁi,l leza na [0, 1]

zgodnie z porzadkiem. Wtedy jedyna swoboda w wyborze odcinkéw [ J(»i) lezy w przy-
naleznosci ich koncéw (i mozemy je obra¢ dowolnie, gdyz nie bedzie to mialo znaczenia
w dalszych rozwazaniach). Aby oznaczy¢ kornce odcinkéw, o ktérych mowa ponume-
rujmy je zgodnie z porzadkiem, to jest niech

qo = 0< G <..<(gm= 1a U{ql} = a_l({p()a 7pn})7
=0

gdzie m = my + ms + ... + m,,. Wprowadzone powyzej oznaczenia zobrazujemy na
przyktadzie.
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Przyklad 3.10. Dla odwzorowania « : [0, 1] — [0, 1] danego wykresem przedstawio-

nym na Rysunku 3.2, n wynosi 4; m; = 1, my = 0, mg = 3, my = 2 oraz na przykiad
1 3 3 3 4 4

LY = (0, @), 15" = [0,¢1], 1} = [CI37Q4) f§ "= e as), I8V = a2 a), 1YY = [gs, 1],

Jedyna dowolno$¢ w wyborze odcinkow I lezy tu w przynaleznosci punktéw ¢z, qg.

po

0 g1 g2 g3 q4 g5 1

Rysunek 3.2: Kawatkami ciagle i kawalkami monotoniczne odwzorowanie odcinka.

Przez [0, 1], bedziemy oznaczaé¢ odcinek z usunietymi punktami ¢

0.1 = 0.1\ {d0s 1, s} = ) Ut (199)

j=1i=1

Przez {t} [0, 1) bedziemy oznaczaé czes$é utamkowq liczby t € R. W szczegdlnosci,
t—{t} = max{k € Z : k < x} jest tak zwana funkcja entier.

Stwierdzenie 3.11. Przy powyzszych oznaczeniach wzor
v(t) = a({t}) +mi- (= {t}) +5.  gdy {t} e, (3.8)
definiuje odwzorowanie v : R — R takie, Ze
i) dla kazdego t € R zachodzi {v(t)} = a({t}),

i) poza przeliczalng ilosciq punktow v jest ciagle i réZnowartosciowe, a doktadniej
funkcja

yi{reR:{t} €[0,1],} — {t € R: {t} € a(]0,1],)}
jest homeomorfizmem,
iii) odwzorowanie odwrotne do powyzszej bijekcji mozna opisaé wzorem
f{th) +1

gdzie {t} (pi—1,pi), {t} m;-l+jdlaj=0,..m;—1 oraz aj; = a6 .
J
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Dowéd. Punkt i) wynika wprost z definicji . By dowiesé it) zauwazmy, ze ciaglosé
~v na wskazanym zbiorze wynika z ciagtosci o na odcinkach [ ](»z). By wykaza¢ rézno-
warto$ciowosé wezmy s, ¢ € R takie, ze {s}, {t} € [0,1], oraz zalézmy, ze y(s) = y(t).

Wtedy
a{ﬂ-+mrt—{ﬂd+j=aqﬁb+nm-@—{ﬂd+l
gdzie {t} € I D {s} € I . Zatem

a({t)) —a({s}) =mi- (s ={s}) —mi- (t = {th) +1-j

gdzie prawa strona réwnosci jest liczba catkowita, natomiast lewa strona lezy w prze-
dziale (—1,1), gdyz a({t}),a({s}) € a([0,1],) C (0,1). W konsekwencji a({t}) =
a({s}) oraz i = k (por. definicja przedziatéw I }Z)). Powyzsza réwnosé daje nam wiec

kolejna,
mi- ((t={t}) = (s={s})) =1-3

ktéra z jednej strony dzieli sie przez m;, a z drugiej lezy w przedziale [—m; +1, m; —1],

gdyz 5,1 =0,...,m; — 1. Stad [ = j i w konsekwencji s = t, gdyz odwzorowanie a na

odcinkach I j] ) jest réznowartosciowe.

Suriektywnos¢ odwzorowania v : {t € R : {t} € [0,1),} — {t € R : {t} ¢
a([0,1],) } pokazemy wykazujac iii). Wezmy dowolny t takl ze {t} € a([O 1],). Wtedy

istnieje ¢ € {1,...,n} takie, ze {t} € af ) dla kazdego j = 0,. — 1. Dzielac
t— {t} przez m; otrzymujemy, iz

t—{t} =m; -1+,
dla pewnego [ € Z oraz j € {0,...,m; — 1}. Istnieje doktadnie jeden punkt ¢ € IJ@
taki, ze a(q) = {t}, stownie g = a{jl({t}). Stad widzimy, iz

Y+ ({th) = aloy ({t)) +mi- 1+ =t,

skad odczytujemy formule na 1. [ |

Rozwazany w powyzszym stwierdzeniu zbidr, na ktérym odwzorowanie 7 jest réz-
nowartosciowe oznaczymy przez D:

D:={teR:{t}€[0,1],}=R\{g+k:i=0,..m—1, keZ}.
Wtedy
YD) ={teR:{t} € a([0,1],)} =yR)\{pi +k:i=0,...,n, ke€Z}

Z punktu widzenia miary Lebesgue’a zbiory D, R oraz v(D), v(R) sa réwne (ich réz-

nice symetryczne maja miare zero). W szczegdlnosci, ze Stwierdzenia 3.11 ii) wynika,
ze operator 1), zdefiniowany w przestrzeni £ = LP(R), p € [1, co|, formula

(T,N(t) = WO f(v(t),  fEE, (3.9)
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(na mocy kawatkami monotonicznosci o pochodna ~/(t) istnieje prawie wszedzie) jest
czedciows izometria, a nawet ko-izometrig. Dokladniej, T, jest czesciowa izometrig
sprzezong z izometria,
Z1N )2 1
t t te~(D
s = [0 YORFO7 ). (D)
0, t ¢ v(D).

Jesli av jest suriekcja, to T, = S, ! jest odwracalng izometria. W przypadku, gdy o
jest odwzorowaniem ciaglym otrzymujemy

Twierdzenie 3.12. Niech « : [0,1] — [0,1] bedzie dowolnym kawatkami monoto-
nicznym odwzorowaniem ciggtym. Niech A C L(LP(R)), p € [1,00], bedzie algebrq
operatoréw mnozenia przez funkcje okresowe o okresie 1, ciagle na odcinku [0,1) i
posiadajgce granice lewostronnag w 1. Niech operator T, bedzie dany wzorem (3.9),
gdzie 7y jest zadane formutq (3.8). Wtedy operator

aTly, dla a€A,

jest konkretnym operatorem wazonego przesuniecia zwiqzanym z uktadem ([0,1], ).
Przy utozsamieniu A = C([0,1]) otoczkq ideatu J = {a € A : S,T,a = a} jest
najmniejszy (w sensie Stwierdzenia 1.26) z mozliwych zbiorow: Y = [0,1] \ «([0, 1]).

Dowdéd. Korzystajac ze Stwierdzenia 3.11 nietrudno spostrzec, ze warunki Defi-
nicji 3.1 spelione sa dla nastepujacych obiektéw: v oraz D zdefiniowanych powyzej,
o(t) = {t}, t € R, oraz Qy = [0, 1]. W szczegblnosci

PR\ (D) = ¢([0, 1]\ v(D)) = [0, 1]\ ([0, 1],)

iesse(R\v(D)) =[0,1]\ a([0,1]). Zatem teza wynika ze Stwierdzenia 3.5. |

Wracajac do ogélnego przypadku (tzn. gdy « jest jedynie kawatkami ciagle), niech
0(-) = T,(-)S, oraz d,(-) = S,(-)1, beda operatorami na L(E), por. Stwierdzenie 1.14.
Dla operatora a mnozenia przez funkcje a(t) € L*(R) zachodza relacje

d(a)(t) = a(y(t)), t € R, (3.10)

a(y~'(1)), tey(D),
0, t ¢ ~v(D).

W waznym dla nas kontekscie rozszerzen algebr za pomoca odwzorowania ¢, intere-
sujacym jest nastepujace

(3.11)

Stwierdzenie 3.13. Niech M = NWW{m; # 0 :i = 1,...,n} bedzie najmniejsza
wspolng wielokrotnoscia liczb m; # 0, danych przez (3.7) i niech Aper) bedzie algebrg
operatoréw mnozenia przez okresowe funkcje z L (R) o okresie k € N. Wtedy

5(-/4per(1)> C Aper(l)a

5*(Aper(1)) C Aper(k) = M dzieli k.



RoOZPRAWA DOKTORSKA 59

Dowéd. Inkluzja d(Apera)) C Aper() wynika z (3.10) oraz ze Stwierdzenia 3.8 i).
By dowies¢ inkluzji 0, (Aper1)) C Aperar), W $wietle (3.11), nalezy wykazaé, ze dla
prawie wszystkich (ze Wzgledu na miare Lebesgue’a) punktéw t zachodzi albo

t,t+Mer(D) i {y't+M)}={y"®}

albo oba punkty t i ¢t + M nie leza w y(D). Z konstrukcji odwzorowania v wynika
jednak, ze jesli {t} # pi, dlai € {0,...,n}, to t lezy w v(D) wtedy i tylko wtedy, gdy
t+ k € v(D) dla kazdego k € Z. Wystarczy wiec rozwazy¢ przypadek, gdy ¢ oraz
t+ M leza w v(D), a wtedy réwnosé {7 (t+M } {7 Lt } wynika z podpunktu
iii) Stwierdzenia 3.8.

Niech teraz k bedzie dowolng liczba ktéra nie dzieli sie przez M. Wtedy dla pewnego
i € {0,...,n}, m; nie dzieli k i by pokazaé, ze 8.(Aper1)) € Aper(r) Wystarczy wziaé
dowolna funkCJe z Aper1) Przyjmujaca rézne wartodci na réznych przedziatach I ® ,
7 =0,. —1. Rzeczyw1sc1e, polézmy na przyktad

={t}, teR

Wrtedy dla kazdego t € R takiego, ze {t} € (pi—1,p;) reszty j i j' z dzielenia przez m;
odpowiednio liczb ¢ — {t} oraz t — {t} + k sa rozne: j # j'. Zatem wartosci

a(y 1) = alaj (1) = (1) € 1,

a(y7l(t + k) = ala; (1) = agi(t) € 1))

sa rézne i w konsekwencji d,(a) € Aper(k)- |

3.3.2 Operatory generujace odwzorowania na grafach

Ustalmy ciagle, kawalkami monotoniczne odwzorowanie o : X — X na skonczonym
grafie skierowanym X; X jest jednowymiarowsa przestrzenia topologiczna bedaca skon-
czong suma tukow (krawedzi), przecinajacych sie ewentualnie w punktach koricowych
(wierzchotkach). Na kazdym takim tuku obieramy orientacje i monotonicznosé a ro-
zumiemy w sensie tej orientacji.

Aby uogélni¢ Twierdzenie 3.12 tak, by obejmowalo uktad (X, «) zastosujemy kon-
strukcje z poprzedniego podrozdziatu do uktadu ([0, 1], 3) powstalego z (X, «) poprzez
»utozenie” krawedzi grafu na odcinku [0, 1]. W tym celu ponumerujmy (w dowolny spo-
séb) krawedzie ey, ..., e, grafu X i oznaczmy przez V C X zbidr jego wierzchotkow.
Niech ¥ : X \ V — [0, 1] bedzie odwzorowaniem przeksztalcajacym krawedz e; \ V'
(bez wierzchotkéw) zgodnie z orientacja na odcinek (=21, ):

Wle,\ V) = (i_l,i>, i=1,..m

n n

Dla kazdego ¢ = 1, ...,n zbior

V(e ' (V)ne) = {5, 550}
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jest skoriczony. Odwzorowanie 3 : [0,1] — [0,1] poza zbiorem Uj_,{=*, L0 0y

m;
okreslmy wzorem

1 —

B = W@ @), e (S DG L) (312)
Nastepnie przedtuzmy je na odcinek [0, 1] w taki sposéb, zeby byto prawostronnie cia-
gle, a w jedynce rowniez lewostronnie ciagle. Otrzymujemy wtedy kawalkami ciagte
oraz kawalkami monotoniczne odwzorowanie [ : [0, 1] — [0, 1].

Niech v : R — R bedzie odwzorowaniem zdefiniowanym w Stwierdzeniu 3.11 za-
stosowanym do odwzorowania (3 i niech T, p € [1,00], bedzie czesciowa izometria
dang wzorem (3.9). Rozwazmy algebre A C L(LP(R)) sktadajaca sie z operatoréw
mnozenia przez ograniczone funkcje a(t) spehiajace relacje

1
(ili)ec<2 ,2), 1=1,..,n,
w o n 'n

) — 1
koniec e; jest poczatkiem e; = lim a(t) = (J ) , i,j=1,...,n.
n

a(t+1) = a(t), a

t—L-
n

Wtedy algebra A jest izomorficzna z algebra C'(X); izomorfizm 7 : C'(X) — A jest
wyznaczony przez warunek

r(a)(t) = a(U ' ({1}),  {thex\V. (3.13)

Méwiac jeszcze inaczej dla odwzorowania ¢(t) := W' ({t}) zdefiniowanego na prawie
calej prostej R, zbioru Qg = [0, 1] oraz odwzorowania ~y spelnione sa warunki Definicji
3.1.

Twierdzenie 3.14. Przy powyzszych oznaczeniach, dla kazdego a € A, operator aT,,
jest konkretnym wazonym operatorem przesuniecia na przestrzeni LP(R), p € [1, 00],
zwigzanym z jednowymiarowym uktadem dynamicznym (X, «).

Ponadto otoczka ideatu

J={aecCX):STTn(a) =n(a)}
jest najmniejsza z mozliwych (por. Stwierdzenie 1.26), czyli
hull(J) = X\ a(X).

W szczegolnosci operator T, jest (odwracalng) izometria wtedy i tylko wtedy, gdy o
jest surjekcyq.

Dowéd. Jedynym co wymaga wyjasnienia, por. Twierdzenie 3.12, jest postaé
otoczki ideatu J. Wynika ona stad, iz dla prawie wszystkich ¢ € R zachodza nastepu-
jace rownosci

(S T) (1) = Xy () = Xs0ap({t}) = vy ({t})

= Xo\v (¥ ({t})) = (W‘l({t}))
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co w $wietle postaci (3.13) reprezentacji m daje réwnosé hull(J) = X \ a(X). |

Uklady jednowymiarowe (X, «), tj. odwzorowania na grafach, zwyczajowo opi-
suje sie poprzez tzw. regquly owijania (ang. wrapping rules), patrz [Yi01l], [Dev89],
[Wil67]. Reguly te mdwia, na ktére krawedzie, w jakiej kolejnosci i w jakim kierunku
a odwzorowuje dana krawedz. W ponizszych przykiadach bedziemy uzywaé zapisu
multiplikatywnego.

Przyklad 3.15 (Solenoidy). W przypadku uktadu (S, a), gdzie a(z) = 2V, z € S,
traktujac a jako odwzorowanie grafu skladajacego sie z jednego wierzchotka i jednej
krawedzi e, mozna je opisac za pomoca reguly owijania e; — eje;...e;. Wtedy algebra

N
A i operator T},, o ktérych mowa w Twierdzeniu 3.14 pokrywaja sie z identycznie
oznaczonymi obiektami w Podrozdziale 3.2. W szczegélnosci widmo algebry B =
spat{U,en T, " AT} } jest N-adycznym solenoidem, patrz Twierdzenie 3.8.

Przyklad 3.16 (Atraktor Plykina). Rozwazmy graf X skladajacy sie z dwu wierz-
chotkéw i czterech krawedzi ey, es, e3, ey przedstawiony na Rysunku 3.3 (a). Niech
a: X — X bedzie odwzorowaniem danym przez reguly owijania na Rysunku 3.3 (b).

(a) (b)

€1

€1/ €2

-1 _—1
€3 €y = €3€3€4 €3 €9
e -1
4 €3 — eze,; e3

€4 — €1

€2

Rysunek 3.3: Graf X zwiazany z atraktorem Plykina (a); reguly nawijania zadajace
odwzorowanie « : X — X (b).

(a) (b)
a(t) |

0 e €2 es eq 1 0 e €2 e3 eq 1

Rysunek 3.4: Wykres odwzorowania funkeji a(t) na [0,1) dla a € A (a); Wykres
odwzorowania (3 : [0,1] — [0, 1] (b).

Niech algebra A C L(LP(R)), p € [1, 00|, sklada sie z operatoréw a mnozenia przez
ograniczone funkcje a(t) okresowe o okresie jeden, ciagle na przedziale [0, 1) i spelnia-

jace relacje
1 1 3
0 — — — —
a(0) = a (4) ¢ (2) !

o) = Jim a(t),
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patrz Rysunek 3.4 (a), gdzie dla pogladowosci odcinki (%, i) zostaly ponumerowane
odpowiadajacymi im krawedziami e; grafu X. Algebra A jest izomorficzna z C'(X).
Niech 3 : [0,1] — [0, 1] bedzie prawostronnie ciaglym odwzorowaniem o wykresie da-
nym na Rysunku (3.4) (b); odwzorowanie [ spehia (3.12). Niech v : R — R bedzie
odwzorowaniem powstaltym z 5 w sposob opisany w Stwierdzeniu 3.11. Wtedy ope-
rator (1,f)(t) = |7'(t)|%f('y(t)) jest na LP(R) odwracalna izometria i §(-) = T,(-)T,
jet endomorfizmem A, ktéry przy utozsamieniu A z C(X) jest operatorem kompo-
zycji z odwzorowaniem a. Ponadto, widmo X algebry B = span{U,en T, " AT} } jest
homeomorficzne z atraktorem Plykina.

P(D) ®)
P(0)
=
P(B) D
€
P(A)

Rysunek 3.5: Atraktor Plykina.

Dokladniej, atraktor Plykina jest zbiorem postaci A = N,y P"(R), gdzie R = AU
B UC U D jest obszarem przedstawionym na Rysunku 3.5 (a), a P : R — R jest
odwzorowaniem, dzialanie ktérego obrazuje Rysunek 3.5 (b). Uklad (A, P) jest to-
pologicznie sprzezony z granica odwrotna oraz homeomorfizmem indukowanym przez
odwzorowanie «, patrz [Dev89, 2.5]. Zatem

algebre B mozna utozsamic z algebrq funkcji C(A) na atraktorzez Plykina
A. Wtedy automorfizm § : B — B, gdzie 6(-) = Tp(-)Tpfl, staje sie opera-
torem ztozenia z homeomorfizmem P : A — A.

Przyklad 3.17 (Kafelkowania Fibonacciego). Niech (X, «) bedzie jednowymia-
rowym ukladem dynamicznym, gdzie X jest grafem skladajacym sie z trzech wierz-
chotkéw i czterech krawedzi ey, es, es, e4, patrz Rysunek 3.6 (a), a « jest dane przez
reguly owijania na Rysunku 3.6 (b).

(a) (b)
€1 —— €2¢€3
€2 €1
€g /— €4 €3
€3— €

€4
Rysunek 3.6: Graf X zwiazany z kafelkowaniami Fibonacciego (a); reguly owijania

odwzorowania o : X — X (b).

Niech algebra A C L(LP(R)), p € [1, 0], sklada sie z operatoréw mnozenia przez ogra-
niczone funkcje a(t) okresowe o okresie jeden, ciaglte na przedziale [0, 1) i spelniajace
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relacje

a (;) = lim a(t),

t—1—
patrz Rysunek 3.7 (a). Wtedy A = C(X).
(@) (b)
a(t) |

a(0)

0 e e e3 eq 1 0 e €2 e3 eq 1

Rysunek 3.7: Wykres odwzorowania funkeji a(t) na [0,1) dla a € A (a); Wykres
odwzorowania 3 : [0,1] — [0, 1] (b).

Wykres odwzorowania [ : [0,1] — [0, 1] spetniajacego (3.12) jest przedstawiony na
Rysunku 3.7 (b). Jesli v jest odwzorowaniem danym wzorem (3.8), gdzie w miejsce
a stoi (3, to operator (T,f)(t) = W(t)]%f(y(t)) jest na LP(R) odwracalna izome-
tria generujaca na widmie algebry A uklad (X, «). Natomiast na widmie algebry
B = span{U,en T, "AT}'} operator T, generuje uktad (5(/, @), ktéry jest topologicznie
sprzezony z ukladem kafelkowan Fibonacciego.

—  —>

Rysunek 3.8: Typowe kafelkowanie Fibonacciego (a); reguta podstawiania dla kafel-
kowani Fibonacciego (b).

Kafelkowania Fibonacciego prostej rzeczywistej powstaja z kopii dwu kafelkéw: ze-
rem oznaczamy kafelek o dtugosci bedacej ztota liczba ¢ = 1+2‘/‘F’; jedynka oznaczamy
kafelek o dtugosci 1, patrz Rysunek 3.8 (a). Reguta podstawiania: 0 — 01, 1 — 0, dla
tychze kafelkowan zadana jest przez zloty podzialem, patrz Rysunek 3.8 (b), i generuje
ona homeomorfizm na przestrzeni wszystkich kafelkowan Fibonacciego wyposazonej
w pewng naturalng topologie, patrz [AP98]. Andersona i Putnama [AP98] pokazali, ze
otrzymany w ten sposéb uklad jest topologicznie sprzezony z uktadem ( lim (X, ), @).
Zatem mowiac obrazowo, Stwierdzenie 3.5 i Twierdzenie 3.14 implikuja, iz

tdeatom maksymalnym algebry B odpowiadaja kafelkowania Fibonacciego i
przy tej odpowiedniosci operator T, generuje na widmie B homeomorfizm
a dany przez requte podstawiania 0 — 01, 1 — 0.
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3.4 Symboliczne uklady dynamiczne

W tym podrozdziale oméwimy naturalne rozszerzenia nieodwracalnych symbolicznych
uktadéw dynamicznych zwanych przesunieciami skoriczonego typu (ang. shift of finite
type) lub tez topologicznymi przesunieciami Markowa [BS03]. Takie uktady zadane
sa przez graf skierowany, lub rownowaznie przez macierz incydencji takiego grafu.

Niech A = (A(4,))ijeq,.., N} bedzie macierza kwadratowa o wyrazach w zbiorze
{0,1}. Macierz A bedziemy nazywaé macierzq incydencji. Definiuje ona graf skiero-
wany G4 o wierzchotkach {1,..., N} i krawedziach danych relacja:

wierzchotek i wysyla krawedz do wierzchotka j <= A(i,j) = 1.

Jako stale zalozenie przyjmiemy, iz A nie posiada wierszy zerowych (réwnowaznie
kazdy wierzcholek grafu G4 wysyla co najmniej jedna krawedz). Z macierza A (czy
tez grafem G 4) wiaze sie nastepujace dwie zwarte przestrzenie topologiczne

ZA = {(xk)kEN € {1, ...,N}N : A(Ik,$k+1) = 1, ke N},

Sa={(zi)rez € {1, ... N} 1 A(zg, mpn) = 1, k € Z}

wyposazone w topologie produktowa, gdzie {1, ..., N} traktujemy jako przestrzen dys-
kretna. Jednostronne przesuniecie Markowa o4 definiuje sie na przestrzeni X 4, a dwu-
stronne przesuniecie Markowa &4 na X 4; oba odwzorowania przesuwaja dany ciag w
prawo

(0ax)r = Tpa1, dla ke N i ze€ Xy,

(TAT)k = Tpst, dlakeZ i x e Xy

Jasnym jest, iz 74 jest homeomorfizmem. Natomiast o4 jest iniekcja wtedy i tylko
wtedy, gdy A jest macierza permutacji. Co wiecej, o4 jest suriekcja wtedy i tylko
wtedy, gdy A nie posiada kolumn zerowych, a dokladniej obraz o, jest zbiorem
domknigto-otwartym danym wzorem

O'A(ZA) = {(mk)keN €EX4: iv:A(Z,SEo) > 0}

i=1

Opiszemy naturalne rozszerzenie uktadu (X4,04) zwiazane z (najmniejszym mozli-
wym) zbiorem Y = ¥4 \ 04(24), patrz Definicja 1.32. Zaczniemy od przypadku, gdy
04 jest surjekcja.

Stwierdzenie 3.18. Jesli macierz incydencji A nie posiada zerowych kolumn, to
naturalne rozszerzenie jednostronnego przesuniecia Markowa (X4,04) zwiqzane ze
zbiorem Y = () jest topologicznie sprzezone z dwustronnym przesunieciem Markowa

(EA, 5,4).

Dowéd. Niech (Y 4,04) bedzie naturalnym rozszerzeniem (X4, 04) zwiazanym
zY = 0 1iniech T € X,. Wtedy T = (x¢, 21, ...) gdzie 2, = (Tpp)reny € X4 oraz
N (Tntm) = Tny, n,m € N. Stad dla I, n, m € N mamy Z,i1jmi = Tpm- Clag
( )kEZ gdme

S

Tk 1= Tnom, k=m-—-néelZ
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jest elementem przestrzeni 4 i w szczegdlnosci wzdér
T(ZL’) = (, Imo, ceey 1'170, j3070, 170’1, ceey xO,n; ), (314)

gdzie kropka nad z o oznacza zerowa wspoétrzedna, definiuje odwzorowanie T : X4 —
X 4. Odwzorowanie to jest bijekcja, a odwzorowanie do niego odwrotne przyjmuje
postaé

Y (Zp)rez) = (20, 1, ...), gdzie 1z, := (T_p,Topi1,...) € La, n € N.

Ciagtos¢ T sprawdza si¢ bezposrednio (czyli T jest homeomorfizmem). W koricu przy-
pomnijmy, ze dla T € X4 mamy 64(Z) = (04(x0), To, -..), & przy wyzej wprowadzo-
nych oznaczeniach o4(zo) = (0,1, %02, ...). Stad

T(&A(f)) = (...,l’mo, ...,$170,I070,{if()71, ...,IOJL, ) = EA(T(Zf)),

co oznacza, ze T sprzega uklady (X4,54) 1 (G4, X 4)- |

Jesli A posiada cho¢by jedna kolumne zerowa, to naturalne rozszerzenie ukladu
(Xa,04) nie jest topologicznie sprzezone z (X 4,74). Jednakze mozemy otrzymad
og6lny rezultat zwiekszajac wyjsciowy alfabet {1,..., N} oraz macierz incydencji A.

Stwierdzenie 3.19. Niech A = (A(4, 7)) jequ,..n} bedzie macierzq incydencyi. Zdefi-
niugmy wiekszq macierz incydencii B = (B(i,7))ijefo.1,..,N}, patrz Rysunek 3.9, wzo-
rem

A(i,5), jesli i,j€{1,..,N},
B(i,j) =141, jesli i =0 oraz j =0, lub j-ta kolumna A jest zerowa ,

0, W Przeciwnym razie.

Witedy domknicto-otwarty zbiér 3y = {(xx)kez € Sp : o # 0} jest niezmienniczy
ze wzgledu na G 1 naturalne rozszerzenie (X a,04) zwiazane zY =34\ 04(24) jest

topologicznie sprzezone z uktadem (ig,EB).

0 ail 0 aiN
ar 0 0 aiN 0 as1 0 asN
ot |0} - |0 - aa

A= A B =

‘ ‘ 0 aN1 0 0 ANN
aNi -0} - 10} -~ NN

1 0 1 - 1 0

Rysunek 3.9: Macierze incydencji A i B.

Dowéd. Potraktujmy przestrzen X 4 jako (domkniety) podzbiér {0, 1, o NYE i
przypomnijmy, ze X4 = Uyen Xan U X4 0. Argument z dowodu Stwierdzenia 3.18
pokazuje, ze wzér (3.14) zadaje homeomorfizm Y : X, ., — X 4. Przedluzmy, go na
zbiory X 4, wzorem

T(f) = (, 0, 0, ZL‘n,(), ceey ZEL(), l.'()’(), 1’071, ceny xO,n; )



66 B.K. KWASNIEWSKI

gdzie T = (29, 1, .oy T, 0,...) € Xan T = (Ts)ren € Xa, m = 0,...,n — 1, oraz
Tpo1 €Y =34\ 04(X4), co oznacza, ze Yy A(i, z,) = 0. Podobnie jak w dowodzie
Stwierdzenia 3.18 sprawdza si¢, ze odwzorowanie T : Xy — {0,1,..., N M jest ciagta
iniekcja oraz zachodzi réwnosé Y (c4(z)) = ap(Y (7)), T € X 4. Ponadto z definicji B
wynika, ze T odwzorowuje X 4, na zbiér

N
{(z1)pez € {0,1,..., N} 12, =0, k < —n;ZA(i,xn) =0; A(xg,xp01) =1, k> —n}
i=1
= {(zk)rez € B T_(ny1) = 0},
zatem T (X4) = T (Uneny Xan U Xuoo) = {(z)rez €Sp:20 20} =55, W

Przyklad 3.20. Niech Ty, Sy beda operatorami przesuniecia dzialajacymi na prze-
strzeni E = (P(N), p € [1, 00|, patrz Przyklad 1.13, i niech A C L(E) bedzie algebra
operatoréw mnozenia przez ciagi postaci a = (a(0),a(1),a(1),a(1),...), a(0),a(1) € C.
Wtedy dla a € A mamy

TnaSy = (a(1),a(1),a(1),...) € A, SnaTy = (0,a(0),a(1),a(1),...).

Zatem operator Ty generuje na dwuelementowym widmie X = {x, x;} algebry A od-
wzorowanie state: a({xo, 71}) = {#1}. Zad na widmie algebry B = span{U,en SRATY }
operator Ty generuje uktad dynamiczny (X,&) bedacy naturalnym rozszerzeniem
(X, a) zwiazanym z Y = X \ o(X) = {z0}. Uktad (X, @) mozna utozsami¢ z jedno-

. . 10
stronnym przesunieciem Markowa (¥4, 04) danym przez macierz A = < ), lub

1 0
(b) 6\0\
Cor % Cor %

Rysunek 3.10: Grafy skierowane zadajace przesuniecia Markowa z Przyktadu 3.20.

(a)

réwnowaznie przez graf G4 przedstawiony na Rysunku 3.10 (a). Zatem uklad (X, @)
mozna utozsamic z ukladem (i; ,0p) opisanym w Stwierdzeniu 3.19. Nietrudno od-
czytaé z grafu Gp, patrz Rysunek 3.10 (b), odpowiadajacego macierzy

010
B=|010|,
101

ze przestrzen ig sklada sie z nastepujacych elementéw

Too = (..1,1,1,1,1,..), Zp=1(.,1,1,1,..,1,2,0,0,0,...), n €N,
N————’

n

gdzie kropka nad liczba wskazuje wspéhrzedna zerowa. Stad natuialne; rozszerzenie
uktadu (34, 04) = (X, &) mozemy utozsamié z para (X, &), gdzie X = N =NU {oco}
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jest jednopunktowym uzwarceniem przestrzeni dyskretnej N, a odwzorowanie & jest
dane wzorem

a(n)=n+1, neN, a(00) = 0.
Powyzszy opis mozna otrzymaé bezposrednio, gdyz nietrudno spostrzec, ze algebra B

sktada sie operatoréw mnozenia przez ciagi zbiezne, czyli B = C(N).

3.4.1 Operatory generujace pelne przesuniecia Markowa. Pod-
kowy Smale’a

Teraz przedstawimy operatory generujace szczegdlnie wazny przypadek wyzej omo-
wionych, symbolicznych uktadéw dynamicznych, zadanych przez macierz A, ktérej
wszystkie wyrazy sa réwne 1 (réwnowaznie graf G4 jest pely). Przesuniecia Mar-
kowa (¥4,04) i (X4,04) odpowiadajace takim macierzom bedziemy nazywaé pel-
nymi przesunieciami Markowa i Korzystajac z faktu, iz uktady te sa jednoznacznie
wyznaczone przez wymiar N macierzy A, jednostronne przesuniecia pelne bedziemy
oznaczaé przez (X, oy ), a dwustronne przez (Xy, oy ).

Ustalmy N = 2,3, .... Reprezentacje algebry C(Xy) zdefiniujemy na przestrzeni Ba-
nacha LP(Ry), gdzie p € [1,00], a miara n jest osobliwa (ze wzgledu na miare Le-
besgue’a). Miare 7 zdefiniujemy za pomoca dystrybuanty F bedacej przedtuzeniem
odwzorowania, ktorego wykres zwany jest diabelskimi schodami Cantora, patrz Ry-
sunek 3.11.

W tym celu rozpatrzmy podzbiér Qy C R, wszystkich liczb, ktérych rozwiniecie o

.

0

Wl
winN

Rysunek 3.11: Wykres dystrybuanty miary n dla N = 2 — diabelskie schody Cantora
przediuzone na polprosta R, .

podstawie 2N — 1 skiada wytacznie z liczb parzystych:
Ov={ Y a(@2N-1)":a,€{0,2,...,2N -2}, k<n, n €N}

Zdefiniujemy odwzorowanie F' na zbiorze 2y wzorem

n

Fity= S %N’“, t= 3 a@N—1)F €y

k=—00 k=—0o0
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i przedtuzmy je na R, wzorem: F(t) = F(max{t' € Qy : t' < t}), t € R,. Jako
niemalejaca i prawostronnie ciagta, funkcja F' jest dystrybuanta o-skonczonej miary
n na R;:

77([07t]) :F<t)7 teRy.

Nognikiem miary 7 jest zbiér Qy. Odwzorowanie v(t) := (2N —1)t, t € R, zachowuje
zbior Qn, v : Qn — Qu jest homeomorfizmem i dla kazdego t € 2 zachodzi réwnosé

F((2N —1)t) = NF(¢).

Rozwazmy przestrzen £ = LP(Ry), p € [1,00]. Z powyzszych uwag wynika, ze ope-
rator

(T,f)(t) = No f(2N —1)t),  f e LE(Ry),

jest poprawnie okreslona, odwracalng izometria. Niech A C L(FE) bedzie algebra
sktadajaca sie z operator6w mnozenia przez funkcje a(t) okresowe o okresie 2, ciagte
na odcinku [0, 1]:

a(t+2) =a(t), teR,  apy € C(0,1]). (3.15)

Posta¢ miary n implikuje, iz A = C(Xy) (réwnowaznie algebre A4 mozna takze zadaé
np. za pomoca relacji (2.1)).

Twierdzenie 3.21. Przy powyzszych oznaczeniach

i) dla kaZdego a € A, operator aT), jest konkretnym wazonym operatorem przesu-
niecia na przestrzent Lg(RJr), p € [1,00], zwiazanym z jednostronnym petnym
przesunieciem Markowa (Xn,0n);

i) algebra B = span {UZO:() S;AT;} jest izomorficzna z algebrg funkcji ciaglych na
przestrzeni Ly 1 przy utozsamieniu B = C (iN) operator T}, generuje na widmie
B dwustronne przesuniecie Markowa (Xn,Tx).

Dowdd. Niech ¢ : Ry — Xy bedzie dowolnym borelowskim odwzorowaniem
takim, ze dla t = Y} ar(2N — 1)F € Qx mamy

k=—00

a_q a_o a_s
o) = (541524150 41, ) ez

Wtedy ¢ : [0,1]NQy — Xy jest homeomorfizmem, miara 1o | 1jnq, jest probabili-
styczna miara produktowa na Xy i w szczegdlnosci spelniony jest warunek 1) Definicji
3.1. Sprawdzenie pozostatych warunkéw Definicji 3.1 nie nastrecza trudnosci (przy-
pomnijmy iz v (t) = (2N —1)t). Zatem, jako ze wzér 7(a)(t) := a(p(t)), t € R, zadaje
izometryczna reprezentacje m : C(Xy) — L(FE) taka, ze A = 7(C(Xy)), otrzymujemy
teze 1).
Teza ii) wynika z 1) oraz ze Stwierdzen 3.5, 3.18. [

Topologiczne, dwustronne przesuniecia Markowa reprezentuja sie jako atraktory
zwane podkowami Smale’a [SzI82], [BS03], [Dev89]. Umozliwia to geometryczna in-
terpretacje przestrzeni idealéw maksymalnych algebry rozszerzonej B.
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Przyklad 3.22 (Podkowa Smale’a). Rozpatrzmy przypadek, gdy N = 2, to jest
niech 7 bedzie miara o dystrybuancie przedstawionej na Rysunku 3.11 i niech operator
T, € L(LF(R,)) bedzie dany wzorem

(T,f)(6) =27 f(31),  [feLl(R.).

Operator T}, generuje na widmie algebry A skladjacej sie z operatoréw mnozenia
przez ograniczone funkcje spehiajace (3.15), uktad topologicznie sprzezony z jed-
nostronnym przesunieciem Markowa (35, 05). Za$ na widmie algebry rozszerzonej
B = span{U,en{ T, "AT}'}, T, generuje uktad topologicznie sprzezony z shiftem dwu-
stronnym (s, 7). Geometrycznej reprezentacji tego uktadu (jako atraktora) dostar-
cza klasyczna podkowa Smale’a. Przypomnijmy pokrétce konstrukeje tego uktadu dy-
namicznego.

o
o
jw

Rysunek 3.12: Iteracje odwzorowania podkowy Smale’a.

Niech h : S — R? bedzie odwzorowaniem przeksztalcajacym kwadrat S C R? na zbiér
przypominajacy podkowe zgodnie z Rysunkiem 3.12. Wtedy zbiér HT = N2, h"(5)
jest iloczynem kartezjariskim odcinka (horyzontalnie) i zbioru Cantora (wertykalnie).
Analogicznie, dla przeciwobrazéw odwzorowania h, zbior H~ = (02, h™"(S) jest

Rysunek 3.13: Przeciwobrazy odwzorowania podkowy Smale’a.

iloczynem kartezjanskim odcinka (wertykalnie) i zbioru Cantora (horyzontalnie), Ry-
sunek 3.13.

Atraktor H = H* N H™ = N,ez h™*(S) nazywany jest zbiorem podkowy. Odwzoro-
wanie h : H — H jest homeomorfizmem, i ,kodujac” punkty zbioru H za pomoca
dwustronnych ciagéw jedynek i dwéjek zgodnie Rysunkiem 3.14, mozna utozsamic
uktad (H,h) z dwustronnym shiftem pelnym (3o, ), patrz [SzI182], [BS03], [Dev89].
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11.11 11.12  11.21 11.22
1.1 1.2 I:”:[ DD
a0 0oad
21.11 21.12  21.21 21.22
_— _—
12,11 12,12 12.21 12.22
91 99 a0 0
[N 00
22,11 22.12  22.21 22.22

Rysunek 3.14: Kodowanie punktéw zbioru podkowy H.

3.5 Nieodwracalne operatory generujace odwracal-
ne uklady dynamiczne

Zasadnicza wilasnoscia algebraiczno-operatorowej metody rozszerzania uktadow dy-
namicznych przedstawiona w rozdziale 1 jest to, iz prowadzi ona od ukladow nieod-
wracalnych do uktadow odwracalnych. Dlatego, nieco zaskakujacym jest, ze ciekawe
i nietrywialne wyniki mozna réwniez otrzymac¢ stosujac te metode do uktadéw od-
wracalnych. W procedurze tego typu interesujace zjawiska zwiazane sa z dowolnoscia
wyboru zbioru Y (réwnowaznie ideatu J, patrz paragraf 1.4.1) i zachodza tylko dla
operatorow nieodwracalnych. Jak postaramy sie pokaza¢ w niniejszym podrozdziale
takie rozwazania w sposob naturalny pojawiaja sie przy badaniu kompresji opera-
torow odwracalnych. Nastepujace stwierdzenie opisuje ogdlna strukture obiektéw, o
ktorych bedzie tu mowa.

Stwierdzenie 3.23. Jesli a : X — X jest homeomorfizmem i ()?, &) jest naturalnym
rozszerzeniem uktadu (X, ) zwigzanym ze zbiorem Y C X, patrz Definicja 1.32, to
X mozemy traktowac jako domkniety podzbior

X/: U XNUXOOCNXX
NeN

przestrzeni produktowej, gdzie N = NU{oo} jest jednopunktowym uzwarceniem prze-
strzeni dyskretnej N,

Xoo = {00} x X, Xy ={N} xa™(Y), NeN,
cze$ciowy homeomorfizm o : X — X dziala wedtug wzoru
a(N,z) = (N+1,a(x),  a(oco,z) = (o0, a(x)).

Dowdéd. Zdefiniujemy homeomorfizm ¥ przestrzeni X=U Nen XN U X opisane]
w tezie Twierdzenia 1.28 na domknieta podprzestrzen N x X za pomoca rzutu @ :
X — X, patrz (1.22):

U(z) := (00, ®(7)), dla T € X, U(Z) = (N,®(7)), dla 7€ Xy, NeN.

Stad, ze o jest homeomorfizmem ¥ : Uyey XnvUXoo = Unen{ N} x ™ (Y)U{oo} x X
jest bijekcja. Nietrudno spostrzec, iz W jest homeomorfizmem i przy utozsamieniu X
z V(X)) zachodzi teza dowodzonego stwierdzenia. [
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3.5.1 Nieodwracalne operatory generujace homeomorfizmy
okregu jako kompresje operatorow odwracalnych

Niech « : S' — S bedzie zachowujacym orientacje homeomorfizmem okregu oraz
niech v : R — R bedzie jego podniesieniem do R, tzn. v jest ciagla funkcja taka, iz
ae?™) = e ) t €[0,1].

Odwzorowanie v jest monotonicznie rosnacym homeomorfizmem takim, ze y(t+1) =
v(t) + 1, t € R, wyznaczonym przez « z dokladnoscia do przesuniecia catkowitolicz-
bowego.

Niech E = LP(R), p € [1,00] i rozwazmy operator T, € L(E):

(T,f)(t) = |V () F(v (1)

gdzie é = 0 (pochodna ~'(t) istnieje prawie wszedzie na mocy monotonicznosci 7).
Wtedy T, jest odwracalng izometria: (T, f)(t) = (v ()] F(711) i jesli A €
L(E) jest algebra operatoréw mnozenia przez ciagle funkcje okresowe o okresie 1:
A = C(Sh), to

T,AT,' CA, T,'AT,CA, (3.16)

a doktadniej mamy

Stwierdzenie 3.24. Dia kazdego a € A operatory aT), i CLT;1 saq konkretnymi opera-
torami wazonego przesuniecia zwiqzanymi odpowiednio z uktadem (S*,a) i (S, ™).

Dowéd. Wystarczy potozyé Qp = [0,1] 1 ¢(t) = {t}, gdzie {t} jest czescia utam-
kowa liczby t € R. |

Rozwazmy teraz kompresje wyzej wprowadzonych obiektéw do przestrzeni E :=
LP(R, U {0}) traktowanej jako podprzestrzen przestrzeni E = LP(R). Dokladniej,
oznaczmy przez P : E — E rzut E na E i polézmy

T,:=P(T,)P, S,:=P(T,")P, A:=PAP.

Wtedy algebra A C L(E) jest izomorficzna z C(S'), a operatory T, S, € L(E) sa
wzajemnie sprzezonymi czesciowymi izometriami.

Stwierdzenie 3.25. Zachodzi jedna z mozliwosci:
i) albo v(0) > 0 ¢ wtedy T, jest nieodwracalng ko-izometriq:
T,AS, C A, S, AT, ¢ A,

operator al),, a € A, jest konkretnym operatorem wazonego przesuniecia zwiq-
zanym z (S', @) oraz hull({a € A : S,T,a = a}) = {e*™ : t € [0,7(0)]},

i) albo v(0) = 0 i wtedy T, jest odwracalng izometrig: S, =T, oraz
T,AT,' C A T,'AT, C A,

dla a € A operatory aT,, i an_l sq konkretnymi operatorami wazonego przesu-
niecia zwiqzanymi odpowiednio z uktadem (S, ) i (S*, a™1),
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iii) albo v(0) < 0 @ wtedy T), jest nieodwracalng izometria:
S, AT, C A, T,AS,Z A,

operator aSy, a € A, jest konkretnym operatorem wazonego przesuniecia zwig-
zanym z (ST, a1t oraz hull({a € A : T,Spa = a}) = {e*™ : t € [0,771(0)]}.

Dowdéd. Jesli y(0) > 0, to

1 YOG, € [1(0),00)

TA® = WORFEE),  SH0 =110 ’ ’
N0 = HORIGO), (S0 {O, € [0.9(0))
Kladac Qg = [0, 1] oraz ¢(t) = {t} otrzymujemy teze punktu i). W szczegélnosci, rzut
Syl jest operatorem mmozenia przez funkcje charakterystyczna x,m) = X[p(0)00)
skad hull{a € A : S,Tya = a}) = {e*™ : ¢ €[0,7(0)]}. Punkt ii) nie nastrecza
trudnosci. Natomiast teze punktu iii) mozna otrzymaé analogicznie jak teze punktu
i) zamieniajac rolami v iy~ |

Istotna wada obiektéw po kompresji, z punktu widzenia naszych rozwazan, jest
ewentualna utrata jednej z relacji (3.16). Zgodnie z rezultatami rozdzialu 1 mozemy
jednak zawsze te relacje ,,odzyska¢” przechodzac do wiekszej algebry. Aby to blizej
wyjasni¢ zatézmy, ze

7(0) >0
(przypadek, gdy v(0) < 0 rozpatruje sie analogicznie). Polézmy
B = span { U S;AT;} )
n=0

W sSwietle Twierdzenia 1.22, B jest najmniejsza algebra Banacha zawierajaca A oraz
taka, ze
T,BS, C B, S, BT, C B.

Ponadto mamy

Twierdzenie 3.26. Niech v(0) > 0. Algebra B jest izomorficzna z algebra funkcji
C(X) na domknietym podzbiorze przestrzeni produktowej N x S*. Przy czym

i) jesli v(0) > 1, to X = N x S, patrz Rysunek 3.15 (a).

ii) jesliy(0) € (0,1), to X = Unen Xy U Xy, gdzie Xoo = {00} x S jest okregiem,
a dla N € N zbior Xy jest tukiem

Xy = {N} x [a™(1),a™ (1),

gdzie [a™ (1), N *1(1)] oznacza tuk na o poczatku oN (1) i koricu o +1(1), patrz
Rysunek 3.15 (b).

Przy utozsamieniu B = C (XV ) operator T, generuje na X odwzorowanie & dziatajgce
wedltug wzoru

a(N,z) = (N +1,a(x)), a0, x) = (00, a(x)).
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Dowéd. Na mocy Stwierdzenia 3.25 i Twierdzenia 1.28 uklad (X, @) jest natu-
ralnym rozszerzeniem (S', ) zwiazanym ze zbiorem

Y ={e 1€ 0,7(0))}
ktéry albo jest okregiem S, gdy v(0) > 1, albo tukiem na okregu S* o poczatku

1 = €*™ i koncu a(l) = (277 (0) Wystarczy wiec zastosowaé Stwierdzenie 3.23.
|

(a) (b)

«

"(1) a®(1)

6(1)

S (1)

Rysunek 3.15: Widmo algebry B zwiazanej z homeomorfizmem okregu.

7 powyzszego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze algebra B zalezy nie tylko
od homeomorfizmu «, ale takze od wyboru jego podniesienia v. Na przyktad, jesli
7(0) > 1, to niezaleznie od o mamy

B=C(NxS").

Jesli natomiast v(0) € (0,1), to struktura algebry B zalezy jedynie od orbity punktu
1 € S'. Blizej to zagadnienie oméwimy w nastepujacym paragrafie.

3.5.2 Klasyfikacja algebr rozszerzonych przez operatory zwia-
zane z homeomorfizmami okregu za pomoca liczb ob-
rotu

W obecnym podrozdziale przedstawimy klasyfikacje algebr opisanych w podpunkcie
ii) Twierdzenia 3.26. W tym celu przypomnijmy [FKS87], [SzI82], [BS03], [Dev89],
ze jesli v : R — R jest podniesieniem do R homeomorfizm okregu o : ST — S*, to

granica lim,,_, % nie zalezy od t € R, a jej czes¢ utamkowa

7( —{hm—@}emJ) (3.17)

n—oo n

nie zalezy rowniez od wyboru podniesienia v. Wielko$¢ 7(«) nazywana jest liczbg
obrotu odwzorowania «. Zostata ona wprowadzona w 1885 roku przez H. Poincaré
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[P0i85] i jest waznym niezmiennikiem dla uktadéw dynamicznych na okregu, co thu-
maczy nastepujace twierdzenie, por. [FKS87], [Sz182], [BS03], [Dev89]. Symbolem O,
7 € [0,1), bedziemy oznaczac¢ obrét okregu o kat 277: ©,(2) = z - ™7, z € SL.

Twierdzenie 3.27 (Klasyfikacja Poincaré). Niech oo : S* — S bedzie zachowujgcym
orientacje homeomorfizmem okregu.
1) Jedli 7(o) = ™, gdzie ™ jest utamkiem nieskracalnym, to o posiada punkty
okresowe 1 wszystkie orbity okresowe majaq okres n.
2) Jesli T(a) ¢ Q, to o mie posiada punktow okresowych i zbior Q(«) sktadajacy
sie z punktow skupienia dowolnej orbity {a(x)}nez nie zalezy wyboru punktu
x € SY. Zachodzq dwa podprzypadki

a) Jesli Q) = S, czyli gdy o jest homeomorfizmem tranzytywnym, to uktad
(S, ) jest topologicznie sprzezony z uktadem (S, ©.(a)).

b) Jesli a jest homeomorfizmem intranzytywnym, to Q(a) jest doskonatym
nigdziegestym podzbiorem S' i istnieje ciagla surickcja ¢ : Qa) — S!
pot-sprzegajaca uktad (Qa), ) z uktadem (S*,0;4)).

Zauwazmy, ze kazdy zachowujacy orientacje homeomorfizm okregu, dla ktorego
1 € S! nie jest punktem stalym, posiada dokladnie jedno podniesienie v speliajace

0<~(0) <1 (3.18)

Zatem przy zalozeniu (3.18), ktére przyjmujemy w catym tym ustepie, zaréwno ope-
ratory 7),,5, jak i algebra B = C'(X), zdefiniowane w poprzednim podrozdziale zaleza
jedynie od homeomorfizmu «. Tym samym uzasadniony jest zapis

B=DB, oraz X = X,,

ktory bedziemy stosowaé od tej pory. Przypomnijmy, Twierdzenie 3.26 ii), ze prze-
strzen X, sklada sie z okregu X, oraz ciagu tukéw { Xy }nen.

Twierdzenie 3.28. Niech a : S' — S! bedzie zachowujgcym orientacje homeomor-
fizmem okregu.

1) Jedli T(a) = ™, gdzie ™ jest ulamkiem nieskracalnym, to zbidr punktow sku-
pienia punktow koricowych tukow {Xn}nen tworzy n-elementowy podzbidr X
oraz

By = Bo . -

2) Jesli T(a) ¢ Q, to zachodzq dwa podprzypadki

a) Gdy « jest homeomorfizmem tranzytywnym, to X, jest zbiorem punktow
skupienia punktow konicowych tukéw { Xy} yen oraz

Bo = Be,.,.
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b) Gdy « jest homeomorfizmem intranzytywnym, to zbior punktéw skupienia
punktow koricowych tukéw {Xn}nen tworzy doskonaly nigdziegesty pod-
zbior Xo. W szczegolnosci

B. # Be._, T E [0,1).

Dowéd. Zbiér punktéw skupienia punktow koricowych tukéw { Xy} yen pokrywa
sig ze zbiorem {oo} X Q(a) C X, gdzie Q(«) jest zbiorem punktéw skupienia orbity
{a™ (1)} yen. Korzystajac z Twierdzenia 3.27 mamy nastepujace przypadki.

1) Gdy 7(a) = ™, to Q(a) sklada si¢ z n punktéw tworzacych orbite okresowa
odwzorowania a. Dokladniej istnieje n punktéw g, 1, ..., ,—1 € S ponumerowanych
zgodnie z orientacja oraz takich, ze

lim «
N—o0

NotR(1) = 2, k=0,..,m—1.,

Stad oraz z postaci przestrzeni X., patrz Twierdzenie 3.26 ii), wynika, ze
Z\;l—{noo XNn—i—k = {OO} X [ka (mod n) s L(k+1)m (mod n)]7 k= 0,...,n—1,

tj. ciag tukéw { Xnmix } ven zbiega w metryce Hausdorffa do tuku na X, o poczatku
(00, Tkn (mod m)) 1 konicu (00, Z(k41)n (mod m)). Rozpatrzmy odwzorowanie ¢ : X, —
Xo, ktére ,liniowo” przeprowadza tuki wedlug schematu:

k k41
{OO} X [:Ek7xk+1(modn)] IL {OO} X [627”5’ 627”%} , k= 0, e, n — 1,

(N} x [aV(1), a1 (1)) =2 (N} x [, e 50], NeN

Nietrudno spostrzec, ze ¢ jest homeomorfizmem, a zatem algebry B, = C(YQ) i
Bo,. = C(Xe,,) sa izomorficzne.

Téa) Jesli 7(a) ¢ Q 1 «a jest homeomorfizmem tranzytywnym, to {oo} x Q(a) =
{oo} x S = X i istnieje homeomorfizm ¢ : ST — S! taki, ze diagram

st 2 gt

ﬁ fﬁ
g1 Or () g1

jest przemienny, gdzie ©,(,) jest obrotem o kat 277(«). Ponadto ¢ mozna wybraé
tak, by ¢(1) = 1, patrz np. [BS03, Dowéd Tw. 7.1.9]. Stad wynika, ze odwzorowanie
Wdx¢:Xe — Xo_

(id x ¢)(N,x) = (N, ¢(x)), (N,z) € Xy, N €N,

jest homeomorfizmem. Zatem B, = BGT@'

2b) jesli 7(a) ¢ Q i a jest homeomorfizmem intranzytywnym, to {oo} x Q(a)
jest doskonalym nigdziegestym podzbiorem X. Zatem przestrzen X, nie jest home-
omorficzna z zadng z przestrzeni Xg_, 7 € [0, 1), réwnowaznie B, # Bg_, 7 € [0, 1).
[
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Liczba obrotu jest ,niezmiennikiem” homeomorfizméw okregu w nastepujacym
sensie: jesli ¢ jest topologicznym sprzezeniem uktadéw (S, a) i (St, o), to albo 7(a) =
T(a'), jesli ¢ zachowuje orientacje, albo 7(«a) + 7(a/) = 1, jesli ¢ orientacje zmienia.
Dla algebr B, liczba obrotu jest juz niezmiennikiem sensu stricto.

Twierdzenie 3.29. Jesli algebry B, i By sa izomorficzne, to () = 7(c/).

Dowdd. Jesli B, i By sa izomorficzne to istnieje homeomorfizm ¢ : X, — Xy ,
gdzie X, =U Nen XN i X, =U ~nei Xy sa przestrzeniami idealéw maksymalnych
algebr B, i B,. Odwzorowanie ¢, jako homeomorfizm, musi przeprowadza¢ tuki
{Xn}nen na hlkl {X ) }nen, okrag X na okrag X/, a zbiér punktéw skupienia
Q(a) C X4 punktéw konicowych tukéw {Xy}yen na zbiér skupienia Q(o) C X/
punktéw koricowych tukéw {X4}nven. Dla uproszezenia notacji przyjmijmy dalej
utozsamienie X, = X/ = S'. Twierdzimy, ze ¢ ustala sprzezenie miedzy ukla-
dami (Q(a), ) i (2(c’),a) Tub (2(a),a) i (Qa’),a’™!) w zaleznosci od tego, czy
¢ Xoo — X zachowuje, czy zmienia orientacje. Jesli to wykazmy, to stosujac stan-
dardowy argument otrzymamy, ze albo 7(a) = 7(), albo 7(a) + 7(o/71) = 1, gdzie
podstawiajac 7(a/~!) = 1 — 7(a’) réwniez otrzymamy 7(a) = 7(a’) i dowéd bedzie
zakonczony.

By wykazaé stwierdzenie, z ktérego powyzej wnioskowalismy, ustalmy ciag {a™¥* (1) }ren
zbiezny do dowolnie wybranego punktu xy € Q(a). Wtedy ciag {aM+1(1)}1en zbiega
do punktu a(zy), a ciag tukéow {Xn, } nen zbiega (w metryce Hausdorffa) do tuku
[0, (o).

Jesli ¢ : Xoo — X/ zachowuje orientacje, to prawie wszystkie tuki z ciagu { Xy, } ven
przejda (zgodnie z orientacja) na prawie wszystkie tuki z ciagu {¢(Xn, )} ven, a zatem

[#(x0), pla(wo))] = d([wo, alwo)]) = (lim X)) = lim (X)) = [b(x0), @'(4(0))),

skad ¢(0,(z0)) = Oy (¢(0)). Czyli ¢ sprzega uklady (Q(a), a), (), ).

Jesli ¢ : Xoo — X[ zmienia orientacje, to argumentujac analogicznie jak powyzej

[B(a(@0)), d(w0)] = d([wo, aw0)]) = o(lim X)) =

k—oo

= lim ¢(Xn,) = [0~ (é(0)), $(o)],

skad ¢(a(zg)) = o/ H(P(x)). Czyli ¢ sprzega uktady (Q(a), @), (), a’1). [ |

Stosujac klasyczny rezultat A. Denjoy [Den32], ktéry méwi, ze kazdy dyfeomor-
fizm okregu o skonczonej wariancji i niewymiernej liczbie obrotu jest tranzytywny
otrzymujemy, ze w klasie algebr rozszerzonych B, zwiazanych z dyfeomorfizmami o
skoniczonej wariancji liczba obrotu jest nie tylko niezmiennikiem, lecz wrecz ich row-
nowaznikiem.

Twierdzenie 3.30. Jesli jeden z homeomorfizméw «, o jest dyfeomorfizmem o
skonczonej wariancyi, to algebry B, 1 By sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy
T(a) = 7(a).

Dowdd. Zastosowa¢ Twierdzenia 3.28, 3.29 oraz Twierdzenie Denjoy, patrz np.
[FKS87], [Sz182], [BS03], [Dev89). [ |
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3.5.3 Operatory generujace przesuniecia na torusie

Rozwazania zawarte w poprzednich podrozdzialach mozna do pewnego stopnia uogél-
ni¢ na przypadek operatoréw generujacych homeomorfizmy na d-wymiarowym torusie
T?. Jednakze, jak pokazemy w Przykladzie 3.33 préba klasyfikacji (analogicznej do tej
zawartej w podrozdziale 3.5.2) powstalych w ten sposéb algebr, juz w najprostszym
przypadku przesunieé¢ na torusie T2, napotyka trudnosci.

Przesunieciem o wektor h = (hy,...,hy) € Ri na torusie T? bedziemy nazywaé¢ od-
wzorowanie a : T? — T, ktére w zapisie addytywnym: T¢ = R?/Z?, dane jest wzorem

a(xy, e, ...,xq) = (x1 + hy (mod 1), x5 + hy (mod 1), ...,x4 + hg (mod 1)).
Niech E = LP(R%), p € [1, 00]. Ustalmy wektor h € R% i zdefiniujmy operatory

ft=h), t—heRL

d
" {hemi teRL.

(Tf)@) = flt+h),  (SHHE) :{
Jasnym jest, ze T, S € L(FE) sa wzajemnie sprzezonymi izometriami czesciowymi.
Niech ¢;, 2 = 1, ..., d, beda standardowymi wersorami w Ri i niech A C L(F) bedzie
algebra operatoréw mnozenia przez okresowe funkcje ciagte o okresach e;, @ =1, ....d:

A={ac ORY) :at+e¢)=alt), teR: i=1,..,d}.
Wtedy mamy naturalny izomorfizm A = C(T¢) oraz zachodzi

Stwierdzenie 3.31. Operator aT, a € A, jest konkretnym operatorem wazonego
przesuniecia zwigzanym z uktadem (T, o), gdzie o jest przesunieciem na T¢ o wektor
h. Ponadto otoczka Y ideatu

J={aecA:STa=a}

jest caty torus T albo torus T z wycietym d-wymiarowym platem, a doktadnie;:

B T, jesli h; > 1 dla pewnego 1,
TN (e, 1) X (hoy 1) X oo X (ha, 1) w przeciwnym razie,

gdzie h = (hy, ha, ..., hg).

Dowdd. By wykazaé, ze operator aT', a € A, jest konkretnym operatorem wazo-
nego przesuniecia wystarczy polozy¢ v(t) :=t+h, t € R%, Qg := (0,1) x ... x (0,1) C
RY i o(t) := (t1 (mod 1), ...,tq (mod 1)), gdzie t = (t1,...,tq) € R Postac otoczki ide-
alu J wynika stad, ze ST jest operatorem mnozenia przez funkcje charakterystyczna
stozka

{t=(ti,t2,...ta) ERL i t; > hy, i =1,...,d}.

[ |
Biorac pod uwage Stwierdzenia 3.31, 3.23 oraz Twierdzenie 1.28 otrzymujemy
nastepujacy opis algebry rozszerzonej

B = span{ U S”AT”}

neN

oraz dzialajacego na niej czesciowego automorfizmu 7°(+)S.
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() (b)

Rysunek 3.16: Widmo algebry zwiazanej z przesunieciami na torusie T2,

Twierdzenie 3.32. Algebra B jest izomorficzna z algebrg funkcji ciagtych na:
a) przestrzeni N x T¢, gdy h; > 1 dla pewnego i = 1,...,d, lub w przeciwnym razie

b) podprzestrzeni X = Unen Xn C Nx T skladajacq sie z torusa Xo, = {oo} x T
oraz ciggu torusow z wycietymsi d-wymiarowymsi ptatams:

Xy ={N} x T\ " ((hy,1) X ... X (hg,1)),
gdzie a jest przesunieciem na T? o wektor h, N € N.

OperatorT' generuje na widmie algebry B czesciowy homeomorfizmem dziatajacy zgod-
nie ze wzorami &(N,x) = (N + 1, a(z)) i a(oco, x) = (00, a(x)).

Zaréwno algebra B jak i jej widmo X zalezg jedynie od wyboru wektora h. Roz-
patrujac rézne wektory bedziemy pisaé¢ By, oraz X, majac na mysli obiekty odpo-
wiadajace wektorowi h. W szczegdlnosci, dla h nie lezacych w d-wymiarowej kostce
(0,1)¢ C RY wszystkie algebry By, sa parami izomorficzne:

B, = C(N x T%).

Przekréj przez przestrzein N x T¢, dla d = 2, przedstawia Rysunek 3.16 (a). Jesli na-
tomiast h = (hy, ha, ..., hq) € (0,1)4, to przestrzeri ideatéw maksymalnych X, algebry
B, mozna wyobrazaé¢ sobie jako (caly) torus X, oraz ciag toruséw Xy, N € N, z
wycietymi oknami (d-wymiarowymi ptatami) o ustalonych wymiarach: 1 — hq, 1 — ho,
1 — hg, patrz Rysunek 3.16 (b). Ciag ten zbiega do torusa X, w ten sposéb, ze Xy
lezy wewnatrz Xy, a jego okno przesuniete jest w stosunku do okna w X o wektor h.
Okna w torusach { Xy }nen zbiegajac do X« ,,odbijaja w nim §lad”, ktory jest topo-
logicznym niezmiennikiem pozwalajacym rozréznia¢ miedzy widmami algebr B,. W
szczegolnosci, dla d = 1 brzegami takich okien sa punkty konicowe tukéw Xy, N € N,
ktorych analiza doprowadzita nas, patrz Twierdzenie 3.29, do stwierdzenia, ze

Bthh/ < h=~n.

Okazuje sie, ze dla d > 2, struktura algebry Bj, nie determinuje wartos$ci wspétrzed-
nych wektora h.
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h=(53) b= () h=(53) h=(23)
h=(59) h= () - (49) h= (1)

Rysunek 3.18: "THomeomorficzne siatki okien” odbite na torusie X.

Przyklad 3.33. Niech d = 21 niech wspétrzedne wektora h = (21, 22) € (0,1)x (0, 1)
beda utamkami nieskracalnymi. Wtedy odwzorowanie «y jest okresowe o okresie
n = NWW(nq,ns) i dla kazdego k = 0,...,n — 1, brzegi okien w ciagu {X,n1x}nen
zbiegaja do pewnego prostokata na torusie X, rozwazanym jako kwadrat z utozsa-
mionymi bokami naprzeciwlegtymi. Prostokaty te tworza siatke na X, ktérej punkty
sa topologicznie scharakteryzowane przez wilasnosé, ze kazde ich otoczenie przecina
niepusto brzeg okna w nieskoriczenie wielu elementach rodziny { Xy} yen. Ponadto w
X+ mozna wyrozni¢ punkty nie lezace pod zadnym oknem jako takie, ktorych kazde
otoczenie przecina prawie wszystkie elementy rodziny { Xy} yen.

Na Rysunku 3.17 przedstawiliSmy siatki na X, odpowiadajace wybranym wektorom;
kolor szary oznacza zbiory punktéw nie lezacych pod zadnym oknem. Z rysunkow
tych wynika, ze dla rozwazanych wektoréw h przestrzenie X} sa parami niehome-
omorficzne, czyli algebry Bj sa parami nieizomorficzne. 7 drugiej strony nie trudno
zauwazy¢, ze istnieje homeomorfizm ¢ : T? — T? przeksztalcajacy na siebie siatki
odpowiadajace wektorom h = (%, %) ih = (g, %), Rysunek 3.18. Schematyczny opis
takiego homeomorfizmu przedstawiony jest na Rysunku 3.19. Odwzorowanie

S0
o
SIS

)

)
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Rysunek 3.19: Homeomorfizm torusa ustalajacy X 1y = X

ullw
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k) ).

jest poprawnie okreslonym homeomorfizmem, a stad

I

B = Bay-

Uwagi do rozdziatu 3

Na geneze Definicji 3.1 skladaja sie te wlasnosci wazonych operatorow kompozycji,
ktore spelnione sa przez wszystkie operatory wystepujace w niniejszej pracy oraz
ktorymi bedziemy postugiwaé sie w dowodzie Twierdzenia 8.6. Zatem postaé¢ Definicji
3.1 podyktowana jest tu jedynie opracowanym dowodem i dostepnymi przykladami.
Operatory omowione w tym rozdziale, a w szczegdlnosci konstrukcje z podrozdziatu
3.3, pokazuja, ze definicja ta jest wzglednie naturalna.

Solenoid 2-adyczny jako grupe topologiczna rozwazatl L. Vietoris [Vie27]. Na nowo,
na drodze geometrycznej opisanej w podrozdziale 3.2, odkryt go D. van Dantzig
[Dan30]. Nastepnie S. Smale rozstawit go jako przyklad, niebedacego orbita okresowa,
atraktora strukturalnie stabilnego uktadu dynamicznego [Dev89]. Solenoid jako prze-
strzen idealéw maksymalnych algebry operatoréw po raz pierwszy otrzymat autor w
[Kwa05’], patrz tez [KLO8]. Dowody Stwierdzen 3.18, 3.19 pochodza z [Kwa05’], przy
czym Stwierdzenie 3.18 w standardowym kontekscie granic odwrotnych jest dobrze
znane.

W zwiazku z przedstawiona w paragrafie 3.5.2 klasyfikacja algebr B,, warto wspo-
mnieé¢ klasyczny rezultat M. A. Rieffela [Rie81], ktéry za pomoca liczb obrotu otrzy-
mal klasyfikacje C*-algebr A, = C*(A,U,), gdzie A = C(S'), a U, jest operatorem

unitarnym generujacy na widmie S obrét o o kat niewymierny.



Rozdzial 4

Promien spektralny operatorow
przesuniecia z waga

W tym rozdziale uogdlnimy formule wariacyjna (6) otrzymana w [Leb79], [Kit79]
tak, by wyrazala promien spektralny wazonych operatoréw przesuniecia rozumianych
w naszym, szerszym sensie (Definicja 1.19). W rzeczywistosci otrzymamy dwa ro-
dzaje zasad wariacyjnych, na wyjsciowe] przestrzeni X 1 na przestrzeni rozszerzonej
X. Zwiazek miedzy tymi formulami oraz sama natura zasad wariacyjnych zostanie
dokladnie omoéwiona i wyjasniona na przyktadach obejmujacych wszystkie operatory
rozwazane w rozdziale 2 i 3. Przedstawione przykilady obrazuja m. in. Scisty zwia-
zek pomiedzy spektralnymi wiasnosciami rozpatrywanych operatoréw, a teoria ergo-
dyczna generowanych przez nie topologicznych uktadéw dynamicznych.

4.1 Zasady wariacyjne. Miary a-niezmiennicze i a-
ergodyczne.

Ustalmy (abstrakcyjny) wazony operator przesuniecia a1’ z waga w algebrze A, dziala-
jacy w przestrzeni Banacha E, patrz Definicja 1.19. Niech S bedzie czesciowa izometrie
sprzezona z T i niech § oraz J, beda zwiazanymi z S i T" odwzorowaniami na prze-
strzeni operatoréw L(FE), patrz (1.5), (1.6). Wtedy ¢ : A — A jest endomorfizmem,
natomiast na algebrze

B = span{ | 5"AT"} = span{ | 52(4)}

n=0

oba odwzorowania ¢, d, zadaja czeSciowe automorfizmy, Twierdzenie 1.22.

Podstawa naszych rozwazan jest uwaga, iz pewne wiasnosci spektralne abstrakcyjnego
wazonego operatora przesuniecia a1 : F — FE i endomorfizmu z waga ad : A —
A, gdzie a € A, sa podobne (w tym kontekscie interesujacy jest réwniez zwiazek
operatoréw b1 i bS z odwzorowaniami b6, bd, : B — B dla b € B).

Stwierdzenie 4.1. Dla a € A zachodzi réwnosé

1

r(aT) =r(ad) = Jim lad(a)... 6" (a)|n.

81
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W szczegdinosci r(aT) = r(6*(a)T) dla kazdego k € N.

Dowdd. Z jednej strony, korzystajac ze Stwierdzenia 1.21 oraz faktu iz obrazem
czesciowej izometri T jest podprzestrzen T"S™E dostajemy

I(aT)" I—IIH(Sk T”I—IIH5'“ T"5"|—I|H5k " (1)

k=0

Z drugiej strony, z kontrakcyjnosci odwzorowania 9

|(ad) H—HH5'“ 5”H—HH5'“ 5”H<HH5'“ Dl

oraz z definicji normy operatorowej
n—1
I TT 6" (@)6™()l| = [I(ad)" (V)] < [[(ad)"|l
k=0

Zatem [|(ad)"|| = [[(aT)™|| = [ TI}Zo 0" (a)0™(1)]], skad
r(aT) = r(ad) = lim [|ad(a)... 5" (a)8"(1)]|7.

n—oo

Patrzac z kolei na oszacowania

||H5k ||<||H5k ||—HH5'“ )6" 1 (1)8" (a)|

||H5'“ )" D - lal

widzimy, 7 lim, oo || TIEZE 6% (a)6™(1)||% = limy, s || TIPZE 6% ()|, co koticzy dowod
pierwszej czesci stwierdzenia. Podobne oszacowania jak powyzej pokazuja, iz

lim [|ad(a)... 6" (a)||7 = lim ||6(a)d*(a)... 6" (a)||7,

n—oo n—oo

1
n

a stad r(aT) = r(6(a)T) i poprzez indukcje r(aT) = r(6*(a)T) dla dowolnego k € N.
|

Jesli b = S0 0%(ax), to b = 7, 6%(6%(1)ay), por. Stwierdzenie 1.21 iv), i dla-
tego bez straty ogdlnodci mozna zalozyé, ze b = Y7, 6%(ax), gdzie aj, € 6%(1)A. W
swietle tej uwagi nastepujace stwierdzenie mowi, ze dla gestego zbioru elementow w B
promien spektralny operatora przesuniecia z waga b mozna wyrazi¢ poprzez promien
spektralny operatora przesuniecia z waga w algebrze A.

Stwierdzenie 4.2. Jesli b € B jest postaci b = ag + d.(ar) + ... + 0 (am), gdzie
ay € 0%(1)A, to
r(bT) = r(aT)

dla a = §™(ag) + 6™ Y(a1) + ... + a,, € A.



RoOZPRAWA DOKTORSKA 83

Dowdd. Stosujac do operatora bT i algebry B Stwierdzenie 4.1 z jednej strony
mamy 7(b7") = r(0™(b)T). Z drugiej strony

5™ (b) = 6™ <a0 +6u(an) + o + 5;n<am)> — 5™ (ag) + 6™ H(ar) + .. + ap,

por. Stwierdzenie 1.21 iv). |

Niech X bedzie widmem algebry A i niech « bedzie czesciowym odwzorowaniem
dualnym do endomorfizmu o : A — A, por. Definicja 1.3. Przypomnijmy, por. strona
3, iz dla n € N, A, oznacza dziedzine, a A_,, przeciwdziedzine odwzorowania a™.
Potézmy ponadto

Aw=N20m A=A Ax=[)A.

neN neN nez

Zbiér A, zawiera wszystkie punkty, ktére mozna iterowaé (za pomoca «) dowolna
ilog¢ razy, zbior A_ sktada sie z tych punktéw ktére maja niepusty przeciwobraz
dowolnego rzedu, natomiast punkty zbioru A, = A, NA_ posiadaja obie te wla-
snosci. W szczegdlnosci o : Ay, — Ay jest suriekcja.

Aby unikna¢ niescistosci oraz ciagtych powtdrzen zdefiniujemy formalnie pojecia miary
niezmienniczej oraz miary ergodycznej dla odwzorowania cze$ciowego. Stwierdzenie
4.4 pokazuje, ze pojecia te mozna traktowac jako odpowiednie miary pelnego odwzo-
rowania o : Ay — Aoo.

Definicja 4.3. Przez miare niezmienniczq ze wzgledu na czeéciowe odwzorowanie
a (krécej miare a-niezmienniczq) bedziemy rozumieé¢ borelowska, regularna miare
probabilistyczna na X spelniajaca warunek

pla (W) = p(w) dla kazdego borelowskiego w C X.

Zbiér wszystkich miar a-niezmienniczych bedziemy oznaczaé Inv(X, o). Miarg ergo-
dyczng wzgledem « (lub krécej miara a-ergodyczng) bedziemy nazywaé a-niezmien-
nicza miare u taka, ze dla kazdego borelowskiego zbioru w C X zachodzi implikacja

alw)=w = pu(w)=0 lub pw)=1.

Zbiér miar a-ergodycznych bedziemy oznaczaé przez Erg(X,a). W szczegdlnosci
Erg(X, o) C Inv(X, o).

Z ponizszego stwierdzenia wynika m. in., ze jesli A, = 0, to Inv(X,«a) = 0
i na mocy twierdzenia Bogolubowa-Krylowa (w klasie przestrzeni metryzowalnych)
zachodzi rowniez implikacja odwrotna.

Stwierdzenie 4.4. Jesli p € Inv(X, ), to supp pp C An. Zatem miary niezmienni-
cze (ergodyczne) wzgledem czesciowego odwzorowania o mozna traktowadé jako miary
niezmiennicze (ergodyczne) wzgledem pelnego odwzorowania o : Ay — Ay :

Inv(X, a) = Inv(Asx, a), Erg(X, o) = Erg(A, a).
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Dowdéd. Na mocy ciaglodci miary wystarczy pokazaé, ze u(A,) = 1 oraz u(A_,) =
1 dla kazdego n € N. Dowdd pierwszej réwnosci jest tatwy

L= u(X) = pla™(X)) = p(A).

By wykazaé, ze u(A_,) = 1 zauwazmy, ze dla dowolnego k£ > 0 mamy

p(A ) = i (A 0) = pla (@A ) N A)) = (0~ (@(A k) Na~H(A)

= p(a7 (0(Aok)) N As) = pl07 (@A pi)) = p(Aopi),

gdzie skorzystaliSmy z réwnosci A_; = a(A_g11 N A), wykazanego wyzej faktu, iz
1(Asz) = 1 oraz monotonicznosci miary. Zatem z zalozenia u(A_jy1) = 1 wynika
u(A_g) = 11 na mocy indukcji matematycznej u(A_,) = 1 dla wszystkich n > 0.
|

W dalszej czesci podrozdziatu bedziemy zaktadac, ze A jest algebrg funkcyjna, to
znaczy, ze norma dowolnego elementu a € A pokrywa sie z jego promieniem spek-
tralnym: ||a|| = r(a); réwnowaznie transformacja Gelfanda na A jest izometria, czyli
algebre A mozna traktowa¢ jako domknigta podalgebre C (X), gdzie X jest widmem
A, [Zel, 30.1].

Twierdzenie 4.5 (Zasady wariacyjne I). Niech A bedzie algebrq funkcyjng i niech
b € B bedzie postaci b = ag+0.(a1) + ...+ (an), gdzie ap € A. Wtedy zachodzi wzor

r(bT) = max exp /Aoo In kz:)dk(a”k(x))| du, (4.1)

peErg(X,0)

gdzie przyjmujemy, ze exp(—oo) = 0 oraz r(bT) = 0, jesli Erg(X,a) = 0. W szcze-
gdlnosci dla a € A mamy
r(al) = cihax | exp /Aoo In |a(x)| dp. (4.2)
Dowéd. Zacznijmy od wykazania formuty (4.2). Przyjmijmy utozsamienie A C
C(X). Niech @ oznacza dowolne, ciagle przedtuzenie funkcji o z Ay na X i niech
a(z) = a(x)xa,(x), x € X. Wtedy a € C(X) i wazony operator kompozycji al% :
C(X) — C(X), tj. operator dany wzorem (a7%f)(z) = a(x)f(a(x)), jest przediuze-
niem endomorfizmu z waga ad : A — A. Ze Stwierdzenia 4.1 wynika, ze r(aT) =
r(ad) = r(aTy), a do obliczenia r(aTly) mozemy zastosowaé znany wzor [Ant96, Tw.
5.1], otrzymujac w ten sposéb formute

r(aT) = ueﬁ%&,@) exp/X In |a(x)| dp.
Dla miar p € Erg(X, @), dla ktérych suppu € A; catka w powyzszym wzorze jest
rozbiezna do —oo. Istotne zatem sa tylko miary ktorych nosnik zawarty jest w Aq, a
Stwierdzenie 4.4 implikuje, ze nosnik takich miar musi zawiera¢ sie w A,. Mozemy
wiec powyzsza formule wariacyjna ograniczy¢ do calek po zbiorze A, co wraz z row-
nosciami ala,, = ala, @la, = ala,, daje (4.2).

Wzér (4.1) wynika teraz z (4.2) oraz ze Stwierdzenia 4.2. Nie potrzebujemy tu za-
klada¢, ze wagi a naleza do 0%(1).A, gdyz §%(1) = xa,, a istotne sa tylko wartosci
funkcji ax na zbiorze A. [ |
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Uwaga 4.6. i) Zbiér Inv(X, a) jako wypukly, *-stabo zwarty podzbiér przestrzeni
miar Radona C'(X)* jest sympleksem w sensie Choquet’a, a Erg(X, «) jest zbio-
rem punktow ekstremalnych tego sympleksu, por. [Wal82, Tw. 6.10]. Z zasady
maksimum Bauera wynika, ze we wzorach (4.1), (4.2) maksimum moze by¢
brane po calym sympleksie Inv(X, «), gdyz i tak realizuje sie ono na zbiorze
punktéw ekstremalnych Erg(X, a).

ii) Wzor (4.2) mozna czasem ulepszy¢ w nastepujacym sensie. Zbiorem maksyma-
lizujgcym algebry A nazywamy kazdy domkniety podzbior F© C X taki, ze
lla|| = max,ep|a(z)| dla kazdego a € A. Istnieje jednoznacznie okreslony mi-
nimalny podzbiér maksymalizujacy algebry A oznaczany przez 0.4 i nazywany
brzegiem Szytowa. Jesli odwzorowanie o zachowuje zbiér 0.A (tak jest zawsze
np., gdy endomorfizm 6 : A — A jest epimorfizmem, por. [Zel, Tw. 15.3]), to «
zachowuje 0A N A, a stad

T) = / In |
rlal) = max exp [ o wla@)ldu,

gdzie maksimum wystarczy braé¢ po zbiorze Erg(9d.A N A, ) wszystkich miar
ergodycznych wzgledem odwzorowania o : 0A N Ay — 0A N Axe.

Zwroémy uwage, ze funkcje a, € C'(X) wystepujace we wzorze (4.1) nie sa jedno-
znacznie wyznaczone przez element b = ag+ Sa; T+ ... + S™a,,T™, natomiast wartosci
funkeji Y°7_ ax(a™*(z)) na zbiorze Ay juz tak. Mozemy to latwo wyjasni¢ korzysta-
jac z otrzymanego w rozdziale 1 opisu widma X algebry B. Przy okazji rozszerzymy
poprzednie twierdzenie na przypadek operatoréw przesuniecia z dowolng waga w B
(niekoniecznie w gestej podalgebrze span{lU;", S AT™}). W tym celu oznaczmy przez
()? , &) czesciowy uklad dynamiczny generowany przez T' na widmie X algebry B, por.
Twierdzenie 1.28, i potézmy B B

A=) A,
nez
gdzie A, jest dziedzing czesciowego homeomorfizmu &", n € Z. W stosunku do Twier-
dzenia 4.5 potrzebujemy nieco wzmocnié¢ zalozenia, gdyz moze zdarzy¢ sie tak, ze
algebra B nie jest funkcyjna mimo iz A taka jest.

Twierdzenie 4.7 (Zasady wariacyjne II). Jesli B jest algebra funkcyjna, to dla
kazdego b € B mamy

r(bT) = max ) exp/Z In [b(Z)| dp.

ueBbrg(X,a

Ponadto b jest postacib = ag+SayT+...+5"a,T", a, € A, n € N, wiedy 1 tylko wtedy,
gdy transformata Gelfanda b € C(X) zalezy od skoriczonej liczby wspdtrzednych:

b(E) = b(wg, ..., ), gdzie T = (xg,21,..) € X,
patrz Twierdzenie 1.28, a wtedy

r(bT) = max exp/Aoo In [b(a"(z), ...c(x), x)| du

p€Erg(X,a)

oraz b(a™(x), ..a(z),z) = Xi_y ax(a"*(2)), 2 € A,.
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Dowdd. Pierwsza czes¢ tezy wynika z Twierdzenia 4.5 zastosowanego do algebry
B. Druga cze$¢ tezy wynika z Uwagi 1.29 oraz Twierdzenia 4.5. [

Ciekawym zastosowaniem ,odwracalnosci” uktadu dynamicznego generowanego
przez T na widmie algebry B, jest

Whniosek 4.8. Jesli B jest algebrg funkcyjna, to
r(bT) = r(bS) dla kazdego b € B.

Dowdd. Niech b € B. W $wietle Twierdzenia 1.23 operator bS jest wazonym
operatorem przesuniecia z waga w algebrze B i S generuje na X czesciowe odwzoro-
Wanigv&_l. Natomiast stad, ze & : Ay — Ay jest homeomorfizmemn, to Erg(X,a) =
Erg(X,a™!) i stosujac Twierdzenie 4.7 otrzymujemy, iz r(bS) i r(bT) wyrazaja sie
tym samym wzorem. [ |

Mimo, iz z topologicznego punktu widzenia zbiér A jest na ogdt duzo bardziej
skomplikowany niz zbiér A, to dla operatoréw przesuniecia z waga w podalgebrze
span{Up—o S"AT"} C B formuly w Twierdzeniach 4.5 oraz 4.7 sa w pewnym sen-
sie réwnie efektywne, gdyz istnieje naturalna bijekcja miedzy zbiorami Erg(X, &) i
Erg(X, a).

Twierdzenie 4.9. Niech ® : X — X bedzie odwzorowaniem dualnym do inkluzji
A C B, patrz tez wzor (1.22). Wtedy formula

pw) = (@ (W), (4.3)

gdziew C X jest podbiorem borelowskim, ustala afiniczny izomorfizm miedzy symplek-
sami miar niezmienniczych Inv(X, &) oraz Inv(X, ). W szczegdlnosci izomorfizm ten
ustala bijekcje miedzy zbiorami Erg(X, &) oraz Erg(X, ).

Dowdéd. Nietrudno spostrzec, ze odwzorowanie ® : X — X pélsprzega (Aso, @)
7 (Ao, @). To znaczy nastepujacy diagram

A00L>Aoo

o| o (4.4)

AOOLAOO

jest przemienny, por. (1.23).

Majac na uwadze fakt (Stwierdzenie 4.4), iz miary niezmiennicze skoncentrowane
sa odpowiednio na zbiorach A, A, mozemy 1 bedziemy zakladac, iz A, = X i
A, = X, czylize a : X — X jest suriekcja, a @ : X — X jest homeomorfizmem.
Wtedy X = lim (X, ) jest granica odwrotna, & homeomorfizmem indukowanym
przez «, por. Definicja 1.24. -

Jasne jest, ze dla dowolnej miary i € Inv(X, &) wzér (4.3) determinuje pewna miare
p na X. Przemienno$é¢ diagramu (4.4) implikuje, Ze jest to miara a-niezmiennicza:
dla dowolnego podzbioru borelowskiego w C X mamy

plo” (W) = A(@ (o' (W) =A@ (@7 (w))) = (P (W) = p(w).
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Aby pokazac, ze kazdej mierze i € Inv(X, a) odpowiada doktadnie jedna miara fi €
Inv(X, ) spelniajaca (4.3) ustalmy miare p € Inv(X, o). Skonstruujemy miare fi na
o-ciele zbioréw borelowskich B(X) za pomoca rzutéw &, : X — X:

D, (o, 1y eeey Ty oon) = Ty, n € N.
Rozwazmy zstepujaca rodzine { B, (X)}nen o-podciat rodziny B(X) dana wzorem
B,(X) ={®;'(w) C X :we B(X)}.

Biorac pod uwagg relacje ®,'(w) = @, 1,(a ! (w)), ktéra wynika z réwnosci @, =
a o @,y widzimy, ze B,(X) C B,41(X). Stad i z definicji topologi produktowej na
X otrzymujemy, ze

Bi(X)C ByX)C..CB,(X)C.. oraz

U B,(X) jest cialem generujacym o-cialo  B(X).
neN

Miare fi na ciele U, ey Bn(X) definiujemy wzorem

(P, (W) = pw),  weBX).

Okreslenie jest poprawne, gdyz jezeli @, (w) = &, ' (w ) gdzie w, W' € B(X ) 1 (na
przyktad) n < m, to stad iz ®, = a™ " o ®,, mamy ¢ (w) = <I>,_n1( "(w)), czyli
W' = " "(w). Na mocy niezmienniczosci miary p dostajemy wiec

(P, (w)) = i@, ().

Funkcja zbioru fi na U,ey Bn(X) jest skoriczenie ie addytywna. By wykazac ze przedhuza
sie ona do g-addytywnej funkcji zbioru na B (X ) pokazemy, Ze jest ona ciagla z géry.
Niech {A }nen bedzie zstepujacym ciagiem elementéw ciata U, ey Bn (X ), ktérych
miary nie zbiegaja do zera, to jest

AyD A D..DA, D ... oraz lim fi(A,) =¢ > 0.

n—oo

W szezegdlnosei fi(A,) > e dla kazdego n € N. Wykazemy, iz ,en A, # 0.
Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze zbiory A, sa postaci A, = & 1(A,) gdzie
A, € B(X). Dla kazdego n € N, na mocy regularnosci miary p mozemy wybraé zbiér

zwarty K, C A, taki, ze
£

1A\ Kn) < BYESE
czyli innymi stowy ,u(A \CD "(K,)) < 37 Dla kazdego n € N potézmy D,
n @Y (K;). Zbiér D, C A, jest zwarty, a stad, ze A, \ D, C Up_y Az \ ®5 (K, )

manny
n (e e]

(AN Do) < 0 AN 0 () < Y iy =<

k=0 k=0

Cayli i(D,) > fi(A,) —e > 01w szezegdlnoéei D, # 0. Zatem rodzina { Dy, }nen jako
zstepujacy ciag niepustych zbioréw zwartych posiada niepusty przekroj

0# () DnC () A,
neN neN

co konczy dowdd twierdzenia. |
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4.2 Przykiady formul wariacyjnych

Formuly wariacyjne otrzymane w Twierdzeniach 4.5, 4.7 wyjasniaja nature promie-
nia spektralnego wazonych operatoréow przesuniecia, wskazujac na zwiazek wlasnosci
spektralnych takich operatoréw z wlasnosciami ergodycznymi odpowiednich uktadow
dynamicznych. Opis sympleksu miar niezmienniczych Inv(X, «), czy tez zbioru jego
punktéw ekstremalnych Erg(X, «) jest jednym z nietrywialnych i podstawowych pro-
bleméw teorii ergodycznej [Wal82]. Zbiér Inv(X, ) posiada zazwyczaj zlozona struk-
ture i dos¢ charakterystycznym przyktadem jest tu sympleks Poulsena, czyli metry-
zowalny sympleks o gestym zbiorze punktéw ekstremalnych [Pou61] (z doktadnoscia
do afinicznego izomorfizmu istnieje doktadnie jeden taki sympleks [LOS78]). Formuty
(4.1), (4.2) oznaczaja, ze obliczenie promienia spektralnego rozwazanych operatoréw
jest rownie skomplikowane jak opis wszystkich miar ergodycznych.

Przyklad 4.10 (Operatory generujace przesuniecia Markowa). Niech £ =
LP(R,), p € [1,00] i niech T, € L(E) bedzie operatorem generujacym jednostronne,
pelne przesuniecie Markowa (X, o) na widmie algebry A C L(FE), zdefiniowanym
w podrozdziale 3.4.1. Znanym faktem jest, ze Inv(Xy, oy) tworzy sympleks Poulsena,
por. [BS03, Cw. 4.6.5]. Elementy Inv(Xy, ox) mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb,
[Wal82, Str. 22]:

Jesli dla skonczonych ciagéw zo,...,z, € {1,...,N}, n € N, dane sa
nieujemne liczby p,(xo, ..., z,,) spemiajace relacje

Z po(%) =1,

zo€e{l,...,N}
pn—l(xla-'wxn) = Z pn(x07m1a“'7xn) = Z pn(xly-“axnaxn-l—l)a
on{l,...,N} .z‘n+1€{1,...,N}
to wzor
pH{(Tr)ken € N 2 T = Yo, oy Tintn = Yn}) = Dn(Yo, s Yn), m € N,

jednoznacznie wyznacza miare u € Inv(Xy, o). Kazdy element Inv(Xy, o)
jest tej postaci. Miedzy innymi do sympleksu Inv(Xy, oy) naleza miary
produktowe na Yy = {1,..., N} lub ogélniej miary Markowa dane przez
rozklad poczatkowy p = (p1,...,pn) oraz macierz stochastyczna P =
(Pij)ijeqt,..ny, dla ktérych kladziemy

P (X0, ooy Tn) 7= Duy Dao.ay - Pan1om -

Miara Markowa jest ergodyczna wtedy i tylko wtedy, gdy macierz stocha-
styczna P jest nieprzywiedlna.

Elementy sympleksu Inv(Xy,oy), gdzie (X, x) jest dwustronnym, pelnym prze-
sunieciem Markowa, réwniez sa opisane przez liczby p,(zo, ..., x,) spehiajace wyzej
wymienione relacje. Ponadto ustalenie liczb p,(zo, ..., z,) wyznacza bijekcje miedzy
Inv(Xy, o) oraz Inv(Zy, o), ktéra pokrywa sie z izomorfizmem opisanym w Twier-
dzeniu 4.9.
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I. Jesli a € A, to wybierajac liczby p,(zo, ..., x,) 1 stosujac Twierdzenie 4.5 otrzy-
mujemy oszacowanie promienia spektralnego r(aT},). W pewnych przypadkach moze
to prowadzi¢ do doktadnego wyniku. Na przyklad, jesli waga a € C(Xy) zalezy jedy-
nie od skoriczonej ilosci wspotrzednych, czyli a((xy)ren) = a(xo, ..., ), to we wzorze

(4.2) wystarczy calkowaé po cylindrach postaci {(z)reny € XN & o = Yo, ..y Ty =
ym}, a stad
_ ~ PM(T0y--5T A1)
r(aT,) = max 11 la(xq, ..., )| :

20, €{1,...,N}

gdzie maksimum bierzemy po N™ liczbach {py(xo, ..., Tr) Yo, znef1,... Ny takich, ze
Xz el Ny PM(T0, oy ) = 1.

IT. Operator T}, generuje na widmie algebry rozszerzonej B = span {U;’;’:O SQAT]?}
dwustronny przesuniecie Markowa (X, 7y ), patrz Twierdzenie 3.21. Operator b € B
jest elementow gestej podalgebry span {UZO:O Sy AT p”} wtedy i tylko wtedy, gdy funk-

cja b e C(Xy) zalezy od skoriczonej ilosci wspéirzednych ujemnych, to jest gdy
b((zx)kez) = b((xk)k>—n) dla pewnego M € N, por. wzér (3.14). Na mocy Twier-
dzenia 4.7 mamy wtedy

r(bT,) = r(ad},), gdzie a € A oraz a((Tg)ken) = ZA)((xk,M)keN),

co sprowadza zadanie wyznaczenia r(b71},) do sytuacji I. Aby jednak obliczy¢ r(bT),)
dla dowolnego b € B potrzebujemy catkowaé po przestrzeni ciagéw dwustronnych 3y,
Twierdzenie 4.7. Na przyklad dla N = 2 uklad (35, 7») mozemy utozsamié¢ z podkowa
Smale’a, Przyktad 3.22. Wtedy ¥y C R? i miare i € Erg(X,,72) mozemy traktowaé
jako rozklad prawdopodobienistwa na R?. Dystrybuanta rozkladu miary Markowa o

11
wektorze poczatkowym p = (%, %) i macierzy stochastycznej P = ( 71 ) jest przed-
2 2

stawiona na Rysunku 4.1(b). Nosnikiem tej miary jest zbiér podkowy, por. Rysunek
3.12. Przy izomorfizmie z Twierdzenia 4.9 mierze tej odpowiada klasyczna miara Can-
tora na przestrzeni ¥, utozsamionej ze zbiorem Cantora, por. Rysunek 4.1(a).

Przyklad 4.11 (Operatory generujace odwzorowania 2"). Zadanie wyznacze-
nia promienia spektralnego wazonego operatora przesuniecia zwiazanego z uktadem
(SY, ), gdzie a(z) = 2, N = 2,3,..., mozna sprowadzi¢ do poprzedniego przy-
ktadu. Rzeczywidcie, traktujac S* jako odcinek R/Z = [0,1) (mod 1) funkcja Cantora
U:Yy — St

o)

U((zn)ren) = Y

k=0

T — 1
NkJrl

(mod 1)
jest ciagla suriekcja (a poza przeliczalnym zbiorem réwniez iniekcja) taka, ze diagram

ZNU—N>2N

Sl L Sl
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“ (b) ﬁp
Fe | | F(xy)

L]

r

Rysunek 4.1: Dystrybuanty miar Markowa na zbiorze Cantora i zbiorze podkowy.

X X

jest przemienny. Stad kazdej mierze n € Inv(Xy,on) odpowiada dokladnie jedna
miara p € Inv(St, o) taka, ze

p(w) =n(¥ 1 (w)), dla borelowskiego podzbioru w C S*.

Odpowiednio$¢ ta ustala bijekcje miedzy zbiorami Erg(Xy, on)\{d1,1,1,.)} 1 Erg(S?, o),

gdzie 0(11,1,.) jest miara Diraca punktu (1,1,1,...) € Xy. W szczegdlnosci Inv(S*, a)

jest sympleksem Poulsena.

Niech teraz T, € L(L?(R)) i A C L(L?(R)) beda takie jak w podrozdziale 3.2. Widmo

algebry A utozsamiamy z okregiem S', operator T, generuje na S' odwzorowanie a.
I. Jesli a € A, to z powyzszych rozwazan oraz Twierdzenia 4.5 wynika, ze

rlaTy) = max exp [ nfa(¥(e)|de

co sprowadza obliczenie r(aT},) do rozwazan z Przyktadu 4.10. W szczegdlnosci, jako,
ze oy-ergodycznej mierze produktowej na Yy = {1, ..., N} danej przez rozkltad jed-
nostajny p = (%, e %) odpowiada unormowana miara Lebesgue’a m na S otrzymu-

jemy oszacowanie
r(aly) > eXp/1 In |a(x)| dm.
s

IT. Podobne wzory mozemy wypisa¢ dla operatoréw b7}, z waga w algebrze roz-
szerzonej B = span {UZOZO Tp_".ATI?}. Utozsamiajac widmo algebry B z N-adycznym
solenoidem S, patrz podrozdziat 3.2, operator T}, generuje na S odwzorowanie F' dane
wzorem (3.5). Odwzorowanie ¥ : Sy — S

oo

U ((2p)pez) = (i x]l\cﬂ;ll (mod 1), ..., > ;’Z;jl (mod 1), ) :

k=0 k=—n
gdzie S traktujemy jako granice odwrotna lim(S, a), pél-sprzega uklady (Xy, o)
oraz (S, F'). Dla kazdego b € B zachodzi zatem

r(b1,) =  max exp/ﬁ In |a(¥(x))| dp.
) XN

n€Erg(SN o N
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Przy izomorfizmie z Twierdzenia 4.9 mierze Lebesgue’a na okregu S' odpowiada miara
m na Solenoidzie S, ktéra lokalnie jest miara produktowa miary Lebesgue’a z miarg
Cantora. Wyjasnijmy to w przypadku, gdy N = 2. Rozwazmy podzbior 2-adycznego
solenoidu S przedstawiony na Rysunku 4.2(a), gdzie a jest katem wycinka mierzo-
nego jako czes¢ kata pelnego unormowanego do 1. Iteracje torusa wzgledem odwzo-
rowania (3.5) tworza na jego przekroju ,ser Cantora”, patrz Rysunek 4.2(b). Zatem
w naturalny sposob rozwazany zbior mozemy utozsamié¢ z iloczynem kartezjanskim
la1,as] x C odcinka o dlugosci a, ze zbiorem Cantora C. Miara m na wyréznionym
podzbiorze pokrywa sie z produktem miary Lebesgue’a na [a, as] z miara Cantora na
C (dystrybuante miary Cantora przedstawia Rysunck 4.1(a)).

Rysunek 4.2: Miara naturalna na solenoidzie.

W szczegdlnosci mamy oszacowanie
r(bT,) > exp / In|a(z)| dim,
S

gdzie m jest opisana wyzej miara naturalna na solenoidzie.

Przyklad 4.12 (Operatory generujace odwzorowania logistyczne). Niech A
oraz Ty, A € (0,1], beda takie jak w rozdziale 2. Wtedy widmo A mozemy utozsa-
mi¢ z odcinkiem [0, 1]: A = C([0,1]), a operator Ty generuje na [0, 1] odwzorowanie
logistyczne ay(x) = 4 \x(1 — x). Przypomnijmy, iz A1, Ag, ... , jest ciagiem wartosci
parametru A, w ktérych nastepuje pierwsza kaskada bifurkacji podwojenia okresu a;
oraz przyjmujemy oznaczenia A_; = 0, A\g = i 1 Ao = limy, o Apr.

I. Niech a € A. Dla A € (\,_1, A\s], n € N, mamy nastepujace orbity okresowe

{O}, {le}, {wgyl,wm}, ey {w2n7171, ...7(.U2n71’2n71}.

Kazdej orbicie {war 1, ..., war o } odpowiada miara ergodyczna 2%((5%,6’1 +...+ 5w2k’2k),
a punktowi stalemu 0 odpowiada miara Diraca dy. Dla A < A, wszystkie miary
ergodyczne sa tej postaci. Zatem jesli A € (0, Aw), to istnieje n € N takie, ze \ €
(An_1, Ap] 1 formuta (4.2) przyjmuje postaé

r(aTy) = max {|a(0)], max 3/|a(we 1) - awyror)| }- (4.5)

0<k<n—1




92 B.K. KWASNIEWSKI

Wraz ze wzrostem parametru A od 0 do Ao, sympleks Inv([0, 1], «vy) ulega stopniowe;
komplikacji. Sympleks Inv([0, 1], .y, ) posiada 2" punktéw ekstremalnych i mozna go
traktowaé jako $ciane sympleksu Inv([0,1], avy,,,) posiadajacego 2" punktéw eks-
tremalnych. Analogia miedzy ciagiem {Inv ([0, 1], a,\, ) }nen oraz ciagiem symplekséw z
konstrukeji Poulsena [Pou61] nie jest przypadkowa, gdyz dla parametru A € [\, 1] sy-
tuacja przypomina te z poprzednich dwu przyktadow. W szczegolnosci dla A = 1 zbior
miar niezmienniczych wzgledem odwzorowania oy (z) = 4x(1 — z) ma strukture sym-
pleksu Poulsena, co mozna zauwazy¢ np. pét-sprzegajac uktad (S1, o), gdzie a(z) = 22,
z uktadem ([0, 1], ), patrz [Dev89, Str. 51|, por. Przyktad 4.10. Podobna sytuacja
bedzie miala miejsce dla parametru A przyjmujacego ktéras z wartosci ciagu { i, fnen
zdefiniowanego w ustepie 2.4.1. Ciekawym faktem zauwazonym w 1947 roku przez S.
Ulama i J. von Neumanna [UN47], jest istnienie (dokladnie jednej) ai-ergodyczne;
miary absolutnie ciagtej wzgledem miary Lebesgue’a, ktéra dana jest przez gestosé

1
f(z) = ———, z €0, 1].
my/x(l — )

W szczegdlnosci, mamy wiec oszacowanie

! Inja(z)]

0 my/z(l—x)

r(aTy) > exp dx.

0

Rysunek 4.3: Miara naturalna na B-J-K continuum.

IT. Niech b € B. Jedli b jest postaci b = ag + Sa,T + ... + S"a, 1", ar, € A, n € N,
to zgodnie z Twierdzeniami 4.7, 4.5 promien spektralny operatora 07 pokrywa sie
z promieniem spektralnym operatora aTy z odpowiednia waga a nalezaca do A. Na
og6t, by obliczy¢ r(bT)) musimy calkowaé po przestrzeni rozszerzonej X, opisanej w
rozdziale 2. Jesli np. A € (0, A\so) = Upen(An—1, An], to promien spektralny wyraza sie
wzorem

r(bTA):maX{|B(6)|, max 2{‘/|13(@2k,1)-....B(@2k72k)|} dla A€ (M1, A,

0<k<n—1
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gdzie 0 jest koricem promienia R, a Wor ; 83 punktami continuum wezowego X
opisanymi w Twierdzeniu 2.9. Analogicznie otrzymujemy oszacowanie na r(b7)) w
przedzialach parametru A obejmujacych okna stabilnych orbit okresowych o okre-
sach nieparzystych oraz nastepujace po nich kaskady bifurkacji, por. ustep 2.4.2. Po
m-tej bifurkacji nastepujacej po oknie orbity stabilnej o okresie 2n 4 1, czyli dla
Ae (A ,Af];ll], n > 0, m € N, mamy

r(bTy) > max {’b( I oorax | 2k(2n+1\7’b(@2k(2n+1)> 1) o b(@ok (2041 28204 1)) }»
gdzie 0 jest koricem promienia R, a Wak(2n41),; S& punktami continuum Com (ay, 1) Opi-
sanymi w Twierdzeniu 2.14. Z Twierdzenia Szarkowskiego (Twierdzenie 2.7) wynika,
ze odwzorowanie ay, gdzie A € (A, )\m +1] posiada nieskonczenie wiele orbit okreso-
wych. Zatem na ogdt powyzszej nierownosci nie mozemy zastapi¢ réwnoscia.

Aby otrzymaé oszacowanie promienia spektralnego r(b7)) zauwazmy, ze na B-J-K
continuum X, (Rysunek 2.2) istnieje naturalna miara m zdefiniowana w nastepujacy
sposéb. Utozsammy wycinek X; postaci przedstawionej na Rysunku 4.3 z iloczynem
kartezjariskim [a, b] X C odcinka ze zbiorem Cantora i niech m bedzie (na kazdym takim
wycinku [a, b] X C) miara produtkowa miary Lebesgue’a na [a, b] z miara Cantora na C.
Alternatywnie utozsamiajac B-J-K continuum z granica odwrotna lim (X, ar), gdzie
ar jest odwzorowaniem tréjkatnym, por. uwagi na stronie 30, m mozemy zdefiniowac
jako @p-niezmiennicza miare na (h_m(X ,ar) taka, ze

m(® ' ([a,b)) =b—a,

por. Twierdzenie 4.9. Parafrazujac wynik S. Ulama i J. von Neumanna mozemy po-
wiedzie¢, ze na B-J-K continuum X; istnieje dokladnie jedna a;-ergodyczna miara
absolutnie ciagta wzgledem miary m, dana przez gestosc¢

T ) = 1
@) =100) = =y

ktorej wykres przedstawia Rysunek 4.4. Daje nam to oszacowanie

fej(:l,

1“|B(~)| dm, beB
Yomfe@)(l-2@) |

Jesli A osiaga wartosc p,, zdefiniowana na stronie 39, to przestrzen X, jest suma
2" —1 promieni oraz 2" kopii By, B, ..., Bon B-J-K continuum, patrz Twierdzenie 2.12,
por. Rysunek 2.12. Oznaczajac przez m;, zdefiniowana powyzej, miare naturalna na
continuum B;, dla b € B otrzymujemy oszacowania

r(bT1) > exp

1n|b )I

- Hexp/l my ey dii;,

r(b7,) > max {[pO)], max 3/|b(@aey) - o (@) ).

0<ks<n—1

gdzie 0 = (0,0,0...) € X, a Wok ; sa punktami opisanymi w Twierdzeniu 2.12.
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Rysunek 4.4: Gesto$¢ Ulama-Von Neummana na: odcinku (a); B-J-K continuum (b).

Wyjasnimy teraz zwiazek otrzymanej przez nas zasady wariacyjnej ze znana for-
muta [Hal82, Problem 91| wyrazajaca promieni spektralny klasycznego operatora prze-
suniecia z waga.

Przyklad 4.13 (Klasyczne operatory przesuniecia z waga). Niech aTy, a € A,
bedzie klasycznym operatorem przesuniecia z waga dzialajacym w jednej z przestrzeni
?(N), p € [1,00], ¢(N) lub ¢(N), por. Przyklad 1.20. Operator Ty generuje na widmie
B(N) algebry A odwzorowanie «, gdzie a(n) = n+ 1 dlan € N C S(N), por.
Przyktad 3.3. Zbior Ay, = Nyeny @ (B(N)) pokrywa sie z narostem 5(N) \ N i kazda
a-niezmiennicza miara skupiona jest na ((N) \ N. Innymi stowy, funkcjonat ¢, €

(C’(B(N))* odpowiadajacy mierze p € Inv(8(N), a) spelia warunki

||§bu|| = Cbu(l) =1, ¢u(a © O‘) = ¢u(a)a

czyli traktowany jako funkcjonal na rzeczywistej przestrzeni £3°(N) jest granica Bana-
cha. Co wiecej kazda granica Banacha jest tej postaci. Zatem oznaczajac przez BLim
zbior granic Banacha otrzymujemy nastepujaca formule

r(aly) = ¢£I113aL}i(m exp ¢ ({In |a(n)|}nen) - (4.6)

W tym kontekscie wazna klase tworza tak zwane ciqgi niemal zbieine, czyli ta-
kie elementy a € ((N) dla ktérych wartosé ¢(a) nie zalezy od wyboru granicy
Banacha ¢ € BLim. Ciagami niemal zbieznymi sa np. ciagi zbiezne, ciagi okre-
sowe oraz kombinacje liniowe takich ciagéw. Ogélnie G.G. Lorentz [Lord8| poka-
zal, ze a = {a(n)}neny € ((N) jest niemal zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag
{an}nen C 4 (N) ciagéw srednich a, (k) := L 3277 a(k+1) jest zbiezny w przestrzeni
(¥ (N) do ciagu stalego. Dla dowolnego ciagu a € ¢(N) o wyrazach nieujemnych
twierdzenie to wynika z faktu, ze

n—1
max ¢(a) = lim sup — alk +1).
¢>€BLim¢( ) n=co keg n ; ( )
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Zatem dla dowolnej wagi a € A wzér na promieni spektralny, patrz (4.6), przyjmuje

postac
n—1
r(aly) = lim sup (| [] |a(k + )],
=0 LeN i=0

por. [Hal82, Problem 91]. Jesli waga a € A jest taka, ze ciag {ln|a(n)|}nen jest
niemal zbiezny, to we wzorze (4.6) wystarczy zastosowaé¢ dowolnie wybrana granice
Banacha; dla najbardziej znanej granicy Banacha, jaka jest granica srednich Cesaro

otrzymujemy wtedy r(aTy) = lim, . {/II7Zy la(k)].

Przypomnijmy, iz w przypadku odwzorowania pelnego o : X — X punkt zp € X
nazywa sie nieblqdzacym [Wal82], [Sz182], jesli dla jego dowolnego otwartego otoczenia
U istnieje n takie, ze o ™(U) N U # ) (definicja ta ma sens réwniez dla odwzorowan
cze$ciowych i wynika z niej, ze punkt niebtadzacy jest elementem A). Zbidr punktow
nieblqdzacych bedziemy oznaczmy przez Q(«). Jest to domkniety, a-niezmienniczy
zbiér [Wal82, Tw. 5.5], a co wazne nosnik kazdej a-niezmienniczej miary zawarty jest
w Q(a) [Wal82, Tw. 6.15].

Przyklad 4.14 (Operatory generujace homeomorfizmy okregu). Rozwazmy
operatory, o ktérych mowa w punkcie i) Stwierdzenia 3.25. To znaczy niech

(LY@ F(HD), € [1(0),00)

()0 = WO F@) (S0)(0) = {0 £ ¢ 0.(0)).

beda operatorami dzialajacymi w przestrzeni E = LP(R, U {0}), p € [1,00], gdzie
v RyU{0} — R U{0} jest ciagla monotonicznie rosnaca funkcja spelniajaca warunki

Y+ 1) =~(t) + 1, te Ry, 7(0) > 0.

Niech A C L(E) bedzie algebra operatoréw mnozenia przez ciagle funkcje okresowe
o okresie 1, ktérej widmo utozsamiaé bedziemy z okregiem S*. Wtedy operator T,
generuje na widmie A zachowujacy orientacje homeomorfizm o : St — S*.

I. Niech a € A. W zaleznosci od liczby obrotu 7(a) homeomorfizmu « zachodza
nastepujace przypadki, por. Twierdzenie 3.27.

1. Jesli 7(a) = ™, gdzie ™ ulamkiem nieskracalnym, to zbiér punktéw niewedru-

jacych Q(«) sklada sie z punktéw okresowych o okresie n i jedynymi miarami
a-ergodycznymi sa miary postaci

1
,ux = g(éx + 6&(2?) ‘I‘ (Sanfl(x)),

gdzie x € Q(a). Zatem promien spektralny operatora a7}, wyraza sie jako mak-
simum po srednich geometrycznych

3=

n—1
r(al,) = max exp/ In|a(z)|dps, = max [H |&(ai(xo))|]
S1 20€Q(ar) =0

20€Q ()
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2mm
n

W szczegolnosci, jesli v jest przesunieciem o 7, to « jest obrotem o kat
wtedy

, a

a(t+k)’r. (4.7)

n

1
n—1 ) n n—1
r(aT,) = max [H la(xg - e%nm) ] = max lH
)

1
o es k=0 te [0 k=0

n

2. Jedli 7(«) jest liczba niewymierna, to o nie posiada punktéw okresowych i jest
pél-sprzezone z obrotem O.(o) 0 kat 277 (a) [FKS87, Tw. 3], tzn. istnieje ciagla
suriekcja ¢ : St — S taka, ze diagram

st g

‘| J¢

SIMSI

jest przemienny. Zachodza dwa podprzypadki [FKS87, Tw. 4],[BS03, Tw. 7.1.9].

(a) Jesli Q(a) = ST, to ¢ jest homeomorfizmem i tym samym « jest topolo-
gicznie sprzezone z ©,(,). Stad oraz z faktu, iz jedyna miara ergodyczna
wzgledem O,y jest miara Lebesgue’a p otrzymujemy

r(al) = exp [ nfa(o™ (@))ldp (4.8)

(b) Jesli Q(a) # St to Q(a) jest doskonatym zbiorem nigdziegestym. Wtedy
pomijajac przeliczalna ilos¢ punktéw z Q(«) mozna otrzymaé podzbidr
0 (a) C Qa) taki, ze ¢ : Qi(a) — S! jest bijekcja. Stad, podobnie jak
powyzej, istnieje tylko jedna miara a-ergodyczna v i jest ona powiazana z
miara Lebesgue’a pu wzorem

pw)=v(@ (), wcs

(miara v jest skupiona na zbiorze nigdziegestym Q(«)). W konsekwencji
r(aT,) = exp /S1 In|a(z)|dv. (4.9)

Wspomnijmy, iz metode konstrukcji dyfeomorfizméw okregu o niewymiernej
liczbie obrotu i nigdziegestym zbiorze punktow niebtadzacych podal w 1916
roku P. Bohl [Boh]. Dzisiaj konstrukcja ta nazywana jest przyktadem (czy tez
kontrprzyktadem) Denjoy, gdyz jest ona zwiazana z popularnym Twierdzeniem
Denjoy [Den32], ktére méwi, ze jesli dyfeomorfizm o ma ograniczona wariacje i
nie posiada punktéw okresowych, to jest tranzytywny: Q(a) = S*.

I1. Niech b bedzie elementem algebry rozszerzonej B = Span {U;’O:o S;LAT;}, por.
Twierdzenie 3.26, podrozdzial 3.5.2. Jesli b jest postaci

b=ao+ SpaiTy+ ... + Sya, 1T, (4.10)
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to b jest operatorem mnozenia przez funkcje ciagla oraz okresowa o okresie 1 na
kazdym z przedzialéw [0,7(0)), [v(0),~%(0)), ..., [¥"~(0),~™(0)), [y"*(0), +00). Z jed-
nej strony, promient spektralny r(b7") jest catkowicie zdeterminowany przez funkcje
Zk o Gp 0 a7k , Twierdzenie 4.5, a z drugiej przez wartosci funkcji b na podzbiorze

= {00} x S1 widma X algebry B, patrz Twierdzenie 3.26. Twierdzenia 4.5, 4.7
prowadza do tej samej formuty, gdyz

n

> (an—k(e2m‘t>>

k=0

~

= b(o0, ™) = b(t) dla t € [v"(0),400).

W konsekwencji dla operatora b € B postaci (4.10) mamy
r(bT,) = r(b,T,), gdzie b,(t) :=b(t ++"(0)), b, €A,

co sprowadza problem do przypadku juz rozpatrzonego. Ogdlnie, dla dowolnego b € B,
maja zastosowanie wzory otrzymane w przypadku I, przy czym w miejsce funkcji @
na okregu S! nalezy rozpatrywaé funkcje b na okregu {oo} x S' C X.

Przyklad 4.15 (Operatory generujace przesuniecia na torusie). Rozpatrzmy
operatory rozwazane w podrozdziale 3.5.3. Niech h = (hy,...,hy) € Ri i niech

fit—h), t—heRL

d
" L heEt teRd.

(TH(E) = fE+h),  (SHE) :{

beda operatorami dzialajacymi w przestrzeni E = LP(RZ), p € [1,00]. Widmo al-
gebry A C L(FE) operatoréw mnozenia przez okresowe funkcje ciagle o okresach e;,
i = 1,...,d, utozsamiamy z torusem T¢. Operator T generuje na widmie algebry A
przesuniecie a : T — T¢ o wektor h.

Oznaczmy przez 3, domkniecie trajektorii punktu z € T 3, = {ak(x); k € Z}. Zbiér
0 jest podrozmaitoscia wymiaru n rownego pomniejszonej o jeden ilosci liniowo nie-
zaleznych nad Q liczb spoéréd 1, hy, he, ..., hy, por. [FKS87]. Zatem torus T¢ rozpada
sie na sume rozlaczna zbioréw ., a kazdy z nich jest nosnikiem dokladnie jednej a-
ergodycznej miary pu, — zbiér G, ma naturalng strukture zwartej grupy topologicznej
z dzialaniem of(x) - a™(x) := o**™(x), a u, jest miara Haara tej grupy. Wszystkie
miary a-ergodyczne sa tej postaci.

I. Dla a € A otrzymujemy zatem wzor

r(aT) = maxexp [ mlay)ldu(y).
x Bx

W szczegdlnosei, gdy d = 2 oznacza to, co nastepuje:

L Jesli hy = -1 hy = 2, gdzie liczby n;, m; sa wzglednie pierwsze, ¢ = 1,2,
to kazdy punkt z € T? jest okresowy o okresie bedacym najmniejsza wspdlna
wielokrotnoscia NWW (my, my) mianownikéw my, ms. Zatem

zE€T?

r(aT) = max l ]j |&(ai($))|] M= NWW(mm).
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2. Jedli hy = >, hy ¢ Qi n, m sa wzglednie pierwsze, to 3, jest suma n okregéw
réwnoleglych do okregu {1} x ST i
(zo +2 t) ’ dt.

3. Jedli hy ¢ Q, hg = i n, m sa wzglednie pierwsze, to 3, jest suma n okregdw
réwnoleglych do okregu S x {1} i
(t to -+ >’dt

4. Jesli hi,hy ¢ Qi hy, hy s3 wymiernie zalezne, to istnieje utamek ™ nieskracalny
taki, ze nhy = mhsy. Wtedy kazda orbita (3, jest okregiem potozonym pod katem
2 do okregu S* x {1} oraz

Inr(aT) - /1
nr(al) = max Z[Ol)n

 toel0 2o

Inr(aT) - /1
nr(aT’) max Z[Ol)n

toe[

T) = 1
r(aT) tgg%}i)eXp [0,1) "

a(to + nt, mt)‘ dt.

5. Jesli hy, hy & Qi hy, hy sa wymiernie niezalezne, to 8, = T?, x € T?, a stad
1,1
r(al) = exp// ln‘a(t, 3)‘dtds.
0Jo

I1. Niech b € B = span {U;>, S"AT™}. Widmo X algebry B sklada sie z ciagu
parami homeomorficznych d-wymiarowych rozmaitosci Xy, N € N, zbiegajacych do
d-wymiarowego torusa X, = {00} x T?, patrz Twierdzenie 3.32. Dla operatora b €
B postaci b = a9 + Sa.T + .... + S"a, " podobne rozwazania jak w przykladzie
poprzednim prowadza do wniosku, ze

r(bT) = r(b,T), gdzie b,(t) :==0b(t+nh), b, € A.

Natomiast ogdlnie, wzory otrzymane w przypadku I pozostaja prawdziwe, przy czym
nalezy catkowa¢ funkcje b na torusie X, = {oo} x T¢.

Uwagi do rozdziatu 4

Zasade wariacyjna typu (4.2) wyznaczajaca promieni spektralny automorfizmu z waga
ad : A — A, a € A, funkcyjnej algebry Banacha A, otrzymat A. K. Kitover [Kit79].
Niezaleznie, A. V. Lebedev [Leb79] wykazal, iz taka formula dany jest promien spek-
tralny operatora a1 : E — FE w przestrzeni Banacha FE, gdzie a jest elementem
funkcyjnej algebry Banacha A, a T jest odwracalng izometriq taka, ze TAT ' = A.
Formalnie slabszy rezultat Kitovera, w Swietle Stwierdzenia 4.1, jest wynikowi Lebe-
deva rownowazny. W tym rozdziale badalismy formuly wariacyjne podobnej natury
dla promienia spektralnego operatoréw wazonego przesuniecia a1’ generujacych nieod-
wracalne uklady dynamiczne. Na podstawie rezultatow rozdziatu 1 oraz Stwierdzenia
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4.1 otrzymalismy ogolne zasady wariacyjne dwoch typow: na wyjsciowej przestrzeni
X (Twierdzenie 4.5) oraz na przestrzeni rozszerzonej X, (Twierdzenie 4.7).

Zasadnicza czes¢ dowodu Twierdzenia 4.9 jest wersja twierdzenia Kolmogorowa o
istnieniu miary. W przypadku granic odwrotnych twierdzenie to jest dobrze znane,
jednakze zadne, dostepne autorowi zrédla nie podaja dowodu tego faktu, por. [FKS87,
str. 206, [DJO5, Lem. 3.2]. Co wiecej zrédia te przemilczaja np. regularno$é rozwaza-
nych miar, ktéra zdaje sie by¢ tu istotna.

Formuly analogiczne do tychze oméwionych w przykladzie 4.14, jako promien
spektralny wazonego operatora kompozycji z homeomorfizmem okregu na przestrzeni
C(S'), otrzymal w swojej rozprawie doktorskiej A. V. Lebedev [Leb80], por. [AL94,
Przyktad 5.11].






Rozdzial 5

Zbioér moduléw wartosci
spektralnych wazonego operatora
przesuniecia

Zaczynajac od niniejszego rozdziatu, krok po kroku, przedstawimy kompletny opis
widma wazonych operatoréw przesuniecia al'. W tym rozdziale pokazemy, ze kazdej
spojnej sktadowej zbioru

lo(aT)| :=={|A] : A € o(aT)}

odpowiada domkniety, a-niezmienniczy podzbiér w widma X algebry wag A taki, ze
konice spdjnej sktadowej |o(aT’)| wyrazaja sie przez formuly wariacyjne typu (4.1),
(4.2) (otrzymane w poprzednim rozdziale), na zbiorze w. W przypadku, gdy widmo
operatora al’ jest niezmiennicze ze wzgledu na obroty wokot zera, patrz podrozdzial
6.2, rezultat ten daje pelny opis widma o(aT).

W obecnych rozwazaniach fundamentalnym jest Twierdzenie 5.1 mowiace, ze rzut
Riesza odpowiadajacy izolowanej spdjnej sktadowej zbioru |o(aT')| nalezy do algebry
A. W podrozdziale 5.3 oméwimy gorne oszacowania ilosci sktadowych zbioréow postaci
|o(aT)| dla wszystkich wag a jednoczesnie oraz poréwnamy takie oszacowania dla wag
w algebrze A oraz algebrze rozszerzonej B = span {U;>, S"AT"}.

5.1 Przynalezno$¢ rzutu Riesza do algebry wag

W obecnym podrozdziale zaktadamy, ze a7 jest abstrakcyjnym operatorem przesu-
niecia na przestrzeni Banacha E| z waga w algebrze Banacha A C L(E) izomorficznej
z algebra funkcji C'(X):

A= C(X).

Przez (X, «) oznaczamy czesciowy uklad dynamiczny generowany przez 7' na widmie
algebry A. Podzbior w C X bedziemy nazywaé¢ a-niezmienniczym, jesli

a tHw)=wnAy,

por. uzupemienia C. Podstawowa role w obecnym rozdziale bedzie peli¢ ponizsze

101
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Twierdzenie 5.1. Niech o(aT) N S' = 0. Wtedy rzut Riesza

1
P=o— [ (A\=aT)'ax
o Jon A D)

odpowiadajacy czesci widma o(aT') lezacej wewnatrz kola D?* = {z € C: |2| < 1} jest
elementem algebry A. Doktadniej P = X, € C(X), gdzie w jest domknieto-otwartym,
a-niezmienniczym podzbiorem X takim, Ze

{reX:a(z) =0} Cw, X\wC Ax.

Dowéd. Z definicji rzutu P, patrz np. [RS90], podprzestrzenie Fy = PE i Fy =
ker P sa zachowywane przez operator al' oraz

o(aT|g) C{z € C:|z| < 1},
o(al|g,) C{z€C:|z| > 1}.
Stad istnieje ng € N oraz € > 0 takie, ze

|(aT) ]| < (1 —¢)llel| dla kazdego e; € Ey, gdy n > ng, (5.1)

|(aT)"es]| > (1 +¢)|lez]| dla kazdego ey € Ey, gdy n > ny. (5.2)

Dowéd twierdzenia oprzemy na nastepujacych dwu lematach.

Lemat 5.2. Podprzestrzenie Ey i Ey sq niezmiennicze ze wzgledu na dziatanie wszyst-
kich operatorow lezqcych w algebrze A.

Dowdd. Niech e € F i ropatrzmy rozklad e = e; + e; na sktadniki z odpowiednich
podprzestrzeni e; € E;, i = 1,2. Wtedy

[(@T)"e[| = [[(aT)"(ex + e2)[| = [[(aT)"es|| — [[(aT)"ex.
Warunki (5.1), (5.2) implikuja, ze w przypadku, gdy ey # 0, mamy
i [[(aT)"e] = oo,
a w przypadku, gdy e; = 0
Tim [[(aT)"e] = lim_ |[(aT)"es]| = 0.
W szczegdlnoscei, podprzestrzen F; jest wyznaczona przez nastepujacy warunek
¢ € By <= lim (aT)"e = 0. (5.3)

Ustalmy teraz operator b € A. Przestrzen F; jest niezmiennicza ze wzgledu na dzia-
tanie operatora b, gdyz dla dowolnego e € E; mamy

[(@T)"bel| = [|6"(b)(aT)"el| < [Ib]|[|(aT)"el| — 0,
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co w $wietle (5.3) oznacza, ze be € Ey, czyli bE, C Ej.

Aby wykazaé, ze przestrzen E, rowniez jest niezmiennicza ze wzgledu na dzialanie
operatora b rozpatrzmy operator sprzezony (aT)* do aT. Skoro o(aT) N St = 0, to
o((aT)*) N S' = 0 i na przestrzeni dualnej E* mamy odpowiedni rozktad spektralny:

gdzie
o((aT)|e.) C{z € C: |z <1},

o((aT)|g,,) C{z€C:|z] > 1}.

Analogicznie jak powyzej pokazuje sie, ze przestrzen Ep, jest niezmiennicza ze wzgledu
na dziatanie operatora b*, to jest b*Ej, C Ey+. Znanym ogélnym faktem, patrz np.
[AL94, Lemat 7.3|, jest, iz podprzestrzenie spektralne F;, E;., i = 1,2, powiazane sa
relacjami

E, = E,, Ey="FE..

W szezegdlnosei dla kazdego es € Ey oraz ef € Fi, mamy ef(ez) = 0 i korzystajac z
inkluzji b* Eq, C Ey+ dostajemy

0= (b%€3)(e2) = €j(be),
czyli bey € Fy. Stad bE, C Fy i dowdd lematu jest zakoriczony. [ |
Lemat 5.3. Podprzestrzenie Ey © Ey sq zachowywane przez operatory T i S.

Dowéd. Na mocy Lematu 5.2 operator T'S = 6(1) € A zachowuje podprzestrze-
nie £y i FEy. Zatem jedli, TE; C E;, to réwniez SE; C E;, i = 1,2. Wystarczy wiec
pokaza¢, ze TE; C E;, v = 1,2. Wykazemy tu tylko inkluzje TFy C E;, gdyz wtedy
inkluzje T Fy C E,, podobnie jak w drugiej czesci dowodu Lematu 5.2, mozna otrzy-
ma¢ przechodzac do przestrzeni dualnej E*.

Przypomnijmy, iz zwarta przestrzenn Hausdorffa jest przestrzenia normalna [Rud98,
Tw. 2.7], mozemy wiec zastosowaé twierdzenie Tietzego [Kur97] by wykazaé istnienie
funkcji a, € C(X), k = 1,2, ..., speliajacych nastepujace warunki:

i) lax(2)] < 1,

i) ac(r) = 40 gdy Ja()| > 1.

Wtedy limy_, aga = |a|. Na mocy Lematu 5.2 oraz niezmienniczosci E; wzgledem
aT mamy [ag(aT)|Ey C arEy C By, k=1,2, ..., Stad
(|a|T)E; C E;. (5.4)

Niech e € Fj i niech Te = e + eq, gdzie e; € E;, © = 1,2. Pokazemy, ze ey = 0.
Z jednej strony korzystajac z (5.4) mamy (|a|T)e = |ale; + |ales C Ey, natomiast z
drugiej Lemat 5.2 implikuje, ze |ale; € E;, i = 1,2. Zatem |a|es = 0.
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Dalej, stosujac lemat Urysohna [Kur97], [Rud98|, znajdziemy funkcje ¢ € C(X),
k=2,3,..., takie, ze

. . 0, gdy la(z)| < %,
0<pp <1, Pr(x) = ‘A< ) o
1, gdy |a(z)] =
Oznaczamy przez |a| funkcje dana wzorem
ali(z) = ¢ @@ gdy fa(z)] > 5
% gdy la(z)| > 1.
Wtedy |alr, € A jest elementem odwracalnym w A. Stad, ze |a|or = |a|ppr oraz

lales = 0 mamy
|alk(prez) = (lalpr)ez = @i(lale2) = 0.
Korzystajac z odwracalnosci |alj, otrzymujemy, ze pres =0, k= 2,3, ....
Jako ze na podprzestrzeni Fy operator a1’ jest odwracalny, istnieje wektor e3 € Fs
taki, ze aTe3 = eg. Z konstrukcji funkcji ¢ mamy limy_ .., ora = a. Zatem

eo = al'e3 = lim praTles = lim @res =0,
k—o0 k—o0

co konczy dowod lematu. |
Dalszy ciag dowodu Twierdzenia 5.1. Dla skrécenia zapisu ustalmy n > ng i
oznaczmy operator [} 0%(a)6™(1) € A litera b, czyli

n—1
b:= [ 6"(a)é
k=0

Na mocy Lematu 5.2 mamy wtedy bE; C E;, 1 = 1,2.

Operatory T" i S™ sa wzajemnie sprzezonymi czesciowymi izometriami (Stwierdzenie
1.21) oraz T"E; C E; i S"E; C E; (Lemat 5.3). W szczegélnosci T"E; = T"S"E;, a
stad

Ibll5, = ||H6’“ )T"S" |, —||H6k JT"|5, = (D)5, i = 1.2,

por. dowéd Stwierdzenia 4.1. Biorac dodatkowo pod uwage warunki (5.1) i (5.2) otrzy-
mujemy, ze

bl < (1 —e). (5.5)
Analogicznie na przestrzeni F, istnieje operator odwrotny do b oraz
[0l < (5.6)
2 (1+¢)

co wynika stad, ze dla dowolnego wektora e € Fy oraz liczby n > ng mamy

| H 0*(a)d" (Lell = | H M) T"(S"e)|l = [[(aT)"(S"e)|
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> (L+e)llS™ell = (1 +&)llell

gdzie réwnosé ||S"e|| = ||e|| otrzymujemy z odwracalnosci 7" na Ej.
Warunki (5.5), (5.6) implikuja, ze

o(b) = o (ble,) Ua(ble,),

gdzie
o(blg,) C{z€C:|z| <1}, o(blg,) C{z€C:|z| > 1}.

Niech P’ bedzie rzutem odpowiadajacym funkcji charakterystycznej X, zbioru

w={reX:|bz)| <1}

Jako ze P' € A= (C(X), to podprzestrzenie F| := P'E, E} := ker P’ sa zachowane
przez operator b € A. Ponadto

o(0]g,) = o(blg),  o(ble,) = o(blg).

Pokazemy, ze w istocie E; = E., i =1, 2.
Zalozmy, ze e = ey + eq, €; € Ez, i =1,2 oraz ey # 0. Wtedy

[6™ell = (6™ (e1 + e2)

| = [[6™ex + 0™ eal| = [|b™e2]| — [[0™eal]. (5.7)

Dzigki nieréwnosciom (5.5), (5.6) mamy lim,, . [|[™e1]] = 0, lim,,— [[0™e2|| = oo.
Zatem podprzestrzen FE; jest wyznaczona przez warunek

ec By < lim e =0.

m—00

Ten sam warunek wyznacza podprzestrzen E}, wiec £y = F.
Aby wykaza¢ réwnos$¢ Ey = E) zalézmy nie wprost, ze istnieje €}, € E} taki, ze e, ¢ Fy
(przypadek E, ¢ E} rozpatruje sie catkowicie analogicznie). Wtedy €}, = ey + ey gdzie
e; € E; oraz e; # 0. Skoro b : Ef, — El, jest operatorem odwracalnym, to dla kazdego
m > 0 istnieje e4(m) € EY taki, ze

b™ey(m) = €.
Niech e5(m) = ei(m) + ea(m), gdzie e;(m) € E;. Z réwnosci 0(b|g,) = o(b|g;) mamy

lim ey(m) = 0. (5.8)

m—0o0

7 drugiej jednak strony
e1 4 e = ey = bMeq(m) = b"er(m) + b™ex(m)

i skoro O™ FE; C E;, i = 1,2, to otrzymujmy, ze b™e;(m) = e;, i = 1,2. Zatem warunki
(5.5), (5.6) oraz fakt, iz e; # 0 implikuja, ze

lim |le;(m)]| = oo, oraz Jim lea(m)|| = 0.

m—00
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Stad
les(m)]| = ller(m) + ea(m)[| > [lex(m)|| = [lea(m)|| — o0, przy m — oo,

co prowadzi do sprzecznosci z (5.8).
W konsekwencji E; = E!, i = 1,2, czyli

P=P c A

By zakoriczyé dowdd przypomnijmy (Lemat 5.3), ze operator T komutuje z P oraz
zauwazmy, ze TS(1 — P) = (1 — P), gdyz Ey = TSE; = (1 — P)E. Stad

5(P) =TPS=PTS = P(S(l)’ Cth, Xa=1(w) = Xw " XA1 = XwnAqs

Y{(1-P)=T1-P)S=TS1-P)=1-P, czyli, Xa—1(X\w) = XX\w-

Z réwnosci a1 (X \w) = xx\» wynika, ze X \ w C A,. Natomiast inkluzje {z € X :
a(x) = 0} C w otrzymujemy wprost z okreslenia zbioru w i elementu b. [ |

5.2 Opis zbioru |o(aT)

Stosujac Twierdzenie 5.1 do odpowiednio przeskalowanego operatora a7’ otrzymu-
jemy, ze rzut Riesza odpowiadajacy czesci widma o(aT’) lezacej wewnatrz kota o
dowolnym promieniu lezacym poza |o(aT')| nalezy do algebry A = C(X). W szcze-
gélnosci kazdemu domknieto-otwartemu podzbiorowi |o(aT')| odpowiada domknieto-
otwarty a-niezmienniczy podzbiér X. Dokladniej mamy

Twierdzenie 5.4. Niech I C [0,7(aT)] bedzie zbiorem sktadajacym sie z lewych punk-
tow koricowych spdjnych sktadowych zbioru |o(aT)|. Wtedy istnieje podziat {w;}icr
przestrzent X na a-niezmiennicze, domkniete zbiory takie, Ze

i) jesli0 € I, to X \ A U{z:a(x) =0} C wy,
ii) jeslii € I\ {0}, to w; C Ao N{x:a(x) #0}.

Ponadto dla kazdego domknieto-otwartego podzbioru A zbioru |o(aT)|, spektralnemu
rzutowi Riesza Py odpowiada funkcja charakterystyczna x, € C(X), gdzie w =

Uiea wi-

Dowdd. Niech U bedzie spdjna sktadowa zbioru |o(aT")|. Wtedy U jest albo punk-
tem, albo domknietym przedziatem, czyli U = [ig, jo|, gdzie ewentualnie ig = jo.
Zalézmy najpierw, ze ig # 0 i wybierzmy przedzialy [l,,,7,], n € N tak, aby punkty
koricowe [, 7,, n € N, nie lezaly w |o(aT)| oraz

U = [io, jol = ) [lns ).

neN

Rozwazmy rzuty Riesza P, ,, odpowiadajace czesciom widma lezacym w pierscieniach
{z € C:l, < |2| < rp}. Z Twierdzenia 5.1 wynika, iz P, ,, = Xu,,, € C(X)
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dla pewnego domknieto-otwartego, a-niezmienniczego, niepustego zbioru wy, ,, C X
zawartego w A, N {z : a(x) # 0} i takiego, ze o™ (wy, ) = wi,, - Stad zbidr

wig = () Wi C Ao N {2 a(z) # 0}

neN

jest domkniety, a-niezmienniczy i niepusty (jako przekrdj scentrowanej rodziny zbio-
réw domknietych).
Niech teraz U = [0, jo] i niech [0,r,], n € N, beda przedzialami takimi, ze r, ¢
lo(aT)| oraz lim, o 7, = jo. Rozwazmy rzuty spektralne P, odpowiadajace cze-
$ciom widma o(aT") lezacym w kotach {z € C : |z| < r,}. Zgodnie z Twierdzeniem
5.1 dla kazdego n € N, By, = Xwo., € C(X), gdzie wy,, jest domknieto-otwartym
a-niezmienniczym, niepustym podzbiorem X zawierajacym X \ A, U {z : a(x) = 0}.
Zatem zbior

wo = ] Wourn

neN

jest domkniety, a-niezmienniczy, niepusty i zawiera X \ A U {x : a(x) = 0}.
Jasne jest, ze zdefiniowane powyzej elementy rodziny {w;}:c; sa parami rozlaczne.
Natomiast nie jest oczywiste, ze suma |J;c;w; wypelnia cala przestrzen X. Aby to
wykazaé rozwazmy dla kazdego i € I\ {0} rosnacy ciag {{{)},cn liczb nielezacych w
lo(aT)|, taki, ze lim,, o I¥) = i. Polézmy

n

Wir@r) = [ W ary
neN

gdzie w6 . jest domknieto-otwartym zbiorem zadanym przez rzut Riesza P

(aT) ,r(aT)
odpowiadajacy czesci widma o(aT') lezacej w pierscieniu o promieniach () i 7(aT).
Dla i = 0 polézmy wo,@ury = X i zalézmy nie wprost, ze istnieje zo ¢ Ujeswi.
Oznaczmy przez ig kres gérny zbioru {i € I : 29 € w; @y} C [0,7r(aT)]. Z definicji I
oraz ig wynika, ze ig € I. Skoro zg ¢ wi, = Npen Wi, rms 10 To & Wi, dla pewnego
no, gdzie l,, <ig < ry,. Wezmy teraz i € I takie, ze l,, < ¢ oraz 19 € w; y(a7). Wtedy
Ty € Wir(aT) \Wlno Fng = Wrpgr(aT), CO prowadzi do sprzecznosci z wyborem 4. [ |

Korzystajac z Twierdzenia 5.4 mozna otrzymaé¢ warunki na odwracalno$é¢ ope-
ratora aT. Wiasnos¢ ta zalezy od postaci otoczki Y = hull(J) ideatu J = {a € A :
STa = a} lub réwnowaznie widma algebry A, = ST AG(1—-ST)A, por. Stwierdzenie
1.26.

Stwierdzenie 5.5. Operator aT' jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy a(x) # 0,
x € X oraz X1 = Ay (czyli X = Ay orazY = 0). W szezegdlnodci aT jest odwracalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy odwracalne sq oba operatory a oraz T.

Dowdd. Jedli a(z) = 0 dla pewnego = € X, lub X # A; (skad X # A), to na
mocy Twierdzenia 5.4, 0 € o(aT’). Ponadto, jesli Y # 0, to ST # 1 i T posiada nie
trywialne jadro, por. Twierdzenie 1.12. Z drugiej strony jesli zalozymy, ze a(z) # 0,
x € X oraz X, = Ay, to a jest operatorem odwracalnym (gdyz element a € C(X) jest
odwracalny) oraz T jest odwracalna izometria, gdyz T'S = ST = 1, por. Stwierdzenie
1.26. |

Stosujac Twierdzenie 5.4 oraz rezultaty z podrozdziatu 4.1 otrzymujemy
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Twierdzenie 5.6 (Opis |0(aT)|). Niech aT bedzie abstrakcyjnym operatorem prze-
suniecia na przestrzeni Banacha E z waga w algebrze Banacha A, Definicja 1.19.
Niech A= C(X) i niech (X, «) bedzie czesciowym uktadem dynamicznym generowa-
nym przez T na widmie algebry A. Niech I bedzie zbiorem sktadajacym sie z lewych
punktow konicowych spdjnych sktadowych zbioru |o(aT)| i dla kaZdego i € I niech i,
bedzie prawym koricem spdjnej sktadowej |o(aT)| do ktdrej nalezy i, tj.

o(aT)| = Ui, is].

i€l

Jesli {w;}ier jest podzialem przestrzeni X na domkniete a-niezmiennicze zbiory z
Twierdzenia 5.4, to

i = min : exp/ In |a(x)| du, iel\{0},

HEETg(w;,o
ir = max _exp [ In|a(z)|dy, iel.
nEErg(wi,0) wi

Dowdéd. Ustalmy ¢ € I\ {0} i niech {l,}nen, {7n}nen, beda odpowiednio niema-
lejacym oraz nierosnacym ciagiem nieujemnych liczb lezacych poza |o(aT)| takich,
ze

A=t T =t
Dla kazdego n € N rzut Riesza P, ,, odpowiadajacy czesci widma a1’ lezacej w
pierscieniu {z € C : I, < |z| < r,} nalezy do algebry Ai P, ,, = Xe,., € C(X),
patrz Twierdzenie 5.1. Zbiory {wy, r, }nen tworza ciag zstepujacy i N,en Wi, rm = Wi-
Ustalmy n € N. Twierdzimy, ze

I, < min exp/ In|a(z)|dp < 1, (5.9)
HEETg(wiyy 1y 1) Wip rm

iy < max exp In|a(x)| dp < ry. (5.10)
HEErg(Wiyy rpy st) Wit

Rzeczywiscie, na przestrzeni L, ,, = P, », I/ operator a1’ jest odwracalny, a stad

.. _1\ 1
i) € lo(aTs,,,,)|  [r((aTls,,) ") (@1, )| © Qo).
Ponadto,w swietle Twierdzenia 4.5 mamy

r(all, )= max oxp [ Infat)|de

HEEXE(1py 1y

ln,rn

co dowodzi (5.9). Natomiast nastepujacy rachunek
(aT|Eln,Tn>_1 - T_la_1|Eln,7‘n = Sa/_1|Eln7Tn = STSG/_1|EZH7TH
=Sa7'TS = Sa™'TS|g, .,

Whniosek 4.8 oraz Twierdzenie 4.5 implikuja, ze

T((CLT|E1”,M)_1) = max : exp/w In|a ()| dp

HEErg(Wi,, iy ¥

ln,mn
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-1
= max exp—/ In |a(x)| dp = ( min exp/ ln|d(x)|du> :

pEErg(Wi, iy 00 i pEErg(Wi,y iy )

In,rn
co dowodzi (5.10).

Dla kazdego n € N niech p, € Erg(wy, ,,, ) bedzie miara, dla ktérej realizuje sie
minimum w (5.9), a v, € Erg(wy, ,,,«) miara, dla ktérej realizuje si¢ maksimum
w (5.10). Ciagi {n nens {Vntnen C Inv(X, ) posiadaja w *-stabej topologi punkty
skupienia, powiedzmy g, 19 € Inv(X,a). Nosniki miar pug, vy zawarte sa w w; =
Nnen Wi, s Wi€C flo, Vo € Inv(w;, o). Z relacji (5.9), (5.10) wynika, ze

i=lmexp [ ) du, =exp [ Infa(@)] du,
Wl rn Win,rn

ir = lim exp In |a(x)| dv, = exp In |a(x)| dvy.
Win,rn Win,rn

Zatem, por. Uwaga 4.6 i), mamy

min  exp /
pEETg(wi,a) w

max exp [ In|a(z)|du > exp In|a(z)|dvy = iy,
uEErg(wi,a) Wi Win,rn

Infa(e)| dp < exp [ nfa(e)|dpo = i

i Win,rn

co w swietle (5.9), (5.10) daje teze dowodzonego twierdzenia dla i # 0. Dla ¢ = 0
wystarczy powtoérzy¢ powyzsze rozumowanie rozwazajac w miejsce rzutéow P, ., rzuty
spektralne P, odpowiadajace czesciom widma a7 lezacym w kotach {z € C : |z| <
o} [ |

Przedyskutujmy teze powyzszego twierdzenia na najprostszym mozliwym przy-
ktadzie jakim jest standardowy operator mnozenia.

Przyktad 5.7. Niech A bedzie algebra operatoréw mnozenia przez ciagi ograniczone
na przestrzeni E = (P(N), p € [1, 00| i niech T bedzie operatorem identycznosciowym.
Wtedy element a € A mozemy traktowaé jako abstrakcyjny wazony operator przesu-
niecia a1 = a, gdzie T' = 1 generuje na widmie algebry A ukltad (5(N), «), o = id.
Niech teraz D C Ry U {0} bedzie dowolnym zbiorem zwartym. Ustawiajac w ciag
a = (a(0),a(1),...) dowolny przeliczalny i gesty podzbiér D otrzymujemy, ze a € A
oraz
o(aT) = |o(aT)| = D.

Z Twierdzenia 5.6 wynika, ze istnieje podzial {w;};c; przestrzeni (N) na podzbiory
domkniete takie, ze rodzina {D;}ic;, gdzie

D; ={te R, U{0}: géiwn&(:c) <t < maxa(z)}. iel,

TEW;

jest podzialem D na spéjne sktadowe. Na odwrét, jesli a € A i {D;}ier jest podziatem
na spéjne sktadowe zbioru
D= la(n)],
neN
to |o(aT')| = D i zbiory

w; ={n €N:a(n) € D;} C B(N)
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tworza podzial {w;};e; przestrzeni S(N) na (a-niezmiennicze) podzbiory domkniete.
Zauwazmy jednak, ze nie kazdy podzial przestrzeni §(N) na domkniete a-niezmien-
nicze podzbiory mozna otrzymaé¢ w ten sposob. Na przyklad, gdyby operatorowi a
odpowiadat podzial 5(N) sktadajacy sie ze zbioréw jednoelementowych, to operator
a generowalby algebre A = C(5(N)), co z kolei oznaczaloby, ze przestrzen 5(N) jest
metryzowalna, a nie jest to prawda.

5.3 Oszacowania ilosci spojnych sktadowych |o(aT)]
niezalezne od wagi a

W $wietle Twierdzenia 5.6 liczba spdjnych sktadowych zbioru |o(aT')| jest niewieksza
niz maksymalna moc podziatu przestrzeni X na domkniete podzbiory a-niezmiennicze.
Do analizy wiekszosci rozpatrywanych przez nas przykladéw wystarczy jednak naste-
pujacy bezposredni wniosek z Twierdzenia 5.1.

Twierdzenie 5.8. Jesli X posiada skoriczong liczbe 28 domknieto-otwartych zbioréw
a-niezmienniczych, to ilosé spdjnych sktadowych |o(aT)| nie przekracza k.

Dowdd. Jesli ilos¢ spdjnych sktadowych |o(aT')| przekraczalaby k, to w szcze-
gblnodci istnialoby k + 1 takich skladowych, ktére datoby sie rozdzieli¢ krzywymi za-
mknietymi. W Swietle Twierdzenia 5.1 odpowiadaloby im wtedy k41 roztacznych nie-
pustych domknieto-otwartych, a-niezmienniczych podzbioréw X. Biorac sumy tychze
zbioréw otrzymalibyémy 25! réznych domknieto-otwartych, a-niezmienniczych pod-
zbiorow X. ]

Operator a7, a € A, mozemy rozwazaé zarowno jako abstrakcyjny wazony ope-
rator przesuniecia z waga w algebrze A jak i w algebrze B = span {U;>, S"AT™"}.
Zatem stosujac Twierdzenie 5.6 mozemy szacowaé ilos¢ sktadowych |o(aT’)| zaréwno
za pomoca wyjsciowego ukladu (X, a) jaki i rozszerzonego, odwracalnego uktadu dy-
namicznego (X, &) generowanego przez T na widmie B, por. Twierdzenie 1.23. Aby
porownac otrzymane w ten sposéb wyniki przydatne beda nastepujace oznaczenia.

Definicja 5.9. Niech (X,a) bedzie czesciowym ukltadem dynamicznym. Rodzine
wszystkich podzialéw {w;}ier przestrzeni X na a-niezmiennicze, domkniete, niepu-
ste zbiory, takie, ze

X\ A C wijy, dla pewnego i € I, (5.11)

bedziemy oznaczaé przez P(X,«). Natomiast najwieksza liczba kardynalna postaci
{witier| = |11, gdzie {w;}ier € P(X, «) bedziemy oznaczaé przez N (X, a).

Mozna pokazaé (uzupehienia, Twierdzenie C.4), ze kazdemu podzialowi {w;}ies
przestrzeni X na domkniete zbiory a-niezmiennicze, odpowiada podziat {@; }ier prze-
strzeni X na domkniete zbiory @-niezmiennicze takie, ze w; = ®(@;), i € I, gdzie
P jest rzutem (1.22). Z drugiej strony, dla pewnego podziatu {&;}ic; przestrzeni
X na domkniete zbiory a-niezmiennicze moze si¢ zdarzy¢, iz ®(@;) N ®(w;) # 0,
i # j (por. Przyklad C.5). Uwaga ta zdawalaby sie wiec sugerowaé nier6wnosé



RoOZPRAWA DOKTORSKA 111

N(X,0) < N(X,a). Tymczasem jednak warunek (5.11) ,,wymusza” nieréwnos¢ prze-
ciwna N(X,a) > N(X,a). Rémica miedzy N(X,a) i N(X,a) zalezy jedynie od
zbioru Y.

Twierdzenie 5.10. Niech (X,&) bedzie naturalnym rozszerzeniem ukladu (X, )
zwiqzany z domknietym zbiorem'Y D X\A_y, Definicja 1.52. Kazdy podzial {&;}ic €
P(X, &) zadaje warunkiem

wZ:(I)((:)Z), iEI,

podziat {w; Yicr € P(X,a) i odpowiedniod¢ ta ustala inickcje P(X, &) w P(X,a). Po-
nadto, jesli Y zawarty jest w nagmniejszym, domknietym, a-niezmienniczym zbiorze
zawierajacym X \ Ao (w szczegolnosci jesli Y = X \ A_y ), to powyzsza odpowiednio$é
jest bijekcja.

Dowdéd. Z Twierdzenia C.4 wynika, ze podziatowi {@; }ier € P(X, &) odpowiada
rodzina {w;}ie; sktadajaca sie z domknietych zbioréw a-niezmienniczych. Oczywiscie
Uierws = X, gdyz @ jest suriekcja. Skoro X \ Ay C w;, dla pewnego 19 € I, to
inkluzja <I>(X \ Ay) DX \ A pokazuje, ze X \ Ay, C wy,. Aby wykazaé rozlacznosé
zbioréw {w; }ier ustalmy indeksy 4,5 € I i zalézmy, ze v € w; Nw;. Jesli z ¢ A, to
O (x) C X\ Ay C @y, astad @; = W; = Wy, czyli ¢ = j. Jesli natomiast v € A,
to potézmy w = {an(z) : n € N}. Zbiér w C A, jest domkniety oraz a(w) C w.
Zatem zbiory

D, ={i = (z0,21, ... %0, ..) € X 1 2, € W}, n €N,

tworza zstepujacy ciag niepustych zbioréw domknietych, skad N,,cy Dp # 0. Ponadto,
a-niezmienniczos¢ zbioréw w;, w; implikuje, ze w C w; N w;. Biorac wigc pod uwage
rownosé .
ﬂDn:(wxwxwx...)ﬁX
neN
oraz zaleznos¢ (C.1) zbioréw &;, @; od zbioréw w;, w; otrzymujemy, ze N,eny Dn C
w; Nwj, astad i = j.
By pokazaé¢ druga czesé tezy zalézmy, ze Y jest zawarty w kazdym domknietym,
a-niezmienniczym zbiorze zawierajacym X \ A, i niech {w;}ie; € P(X, ). Wtedy
X\ Ax CY Cuwj, dla pewnego ig € I. Twierdzenie C.4 zapewnia istnienie podziatu
{@i}ier przestrzeni X na domknigte, a-niezmiennicze zbiory, takie ze ®(&;) = wj,
i € I. Jedynym co potrzebujemy pokaza¢ jest inkluzja X \ A, C Wi, Jesli jednak
T = (xg,71,...) € X\AOO, to albo 7 ¢ Ao i wtedy ®(Z) = 79 € X \ Ao C wp, czyli
T € Wy, albo T ¢ A_ i wtedy T = (xg, 21, ..., 2,0, ...), gdzie x,, € Y C wy, czyli
o= a"(r,) €Ewo 1T € &y,. Zatem )?\ A, C Wi, 1 dowdd jest zakonczony. [ |

Whniosek 5.11. Dia dowolnego domknietego zbioru 'Y D X \ A_; mamy
N(X.a)=N(Xi ap) <N (X, a),

gdzie (X4, ay) jest uktadem opisanym w Stwierdzeniu 1.26. W szczegdlnosci, jesli aT
jest operatorem przesuniecia z waga w algebrze A = C(X) takim, ze {a € A: STa =
a} = Cy(X), to ilos$¢ sktadowych zbioru |o(aT)| nie przekracza liczby N(X,a) =
N(Xy,ay).
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Dowéd. Réwnosé N'(X, @) = N (X, oy ) wynika z Twierdzenia 5.10. By wykazac
nieréwnos$¢ N (X4, ay) < N (X, «) weZmy podzial {w]}ier € P(Xy, ay) przestrzeni
X, =Y UA_; zauwazmy, ze dla pewnego ig € I mamy w; = Y Uwj,a_,, gdzie
A1\ Ax Cwiya , C A_;. Polézmy

wio = X \ A_l U u}i07A71

Wtedy X\ Ay C wj, i a-niezmienniczos¢ w;, implikuje a-niezmienniczosc w;,. Kladac
w; = wi, dla i # i, otrzymujemy podzial {w; };e; bedacy elementem P(X, ). Jasnym
jest, ze w ten sposéb skonstruowali$my réznowartosciowe odwzorowanie z P (X, a )
w P(X,a), zachowujace ilos¢ elementéw w podziatach. Teraz wystarczy zastosowaé
Twierdzenie 5.4. | -

Zauwazmy, ze im wigkszy jest zbior Y, tym mniejsza jest liczba N(X,a) =
N (X, ay). W szezegdlnosci jesli Y = X, to zawsze N (X, ap) = N(X,a) = 1.

Przyklad 5.12. Niech T, Sy beda operatorami przesuniecia na przestrzeni Fy =
?(N), p € [1,00] i niech Ay C L(FEp) bedzie algebra operator6w mnozenia przez ciagi
stale. Ustalmy n > 0 i poldézmy

E:Eo@@Eo, A:Ao@@Ao, T:TN@@TN, S:SN@@SN
— —_— — —

n n n n

Wtedy operator T' € L(FE) generuje na widmie algebry A C L(E) uktad dynamiczny
(X, ), gdzie X ={z1, ...,z }ia(z) =z, i=1,...,n

Qan Oxg 6.1’3 an

Na widmie algebry A, generowanej przez A i rzut ST, operator T generuje uktad
(X4, o), gdzie Xy ={x1, ..., xn,y1, o Y} 1 a{z, i) =2, i =1, ...,m:

. Y1 . Y2 . Y3 .« Yn

Cim G (G (e

Wprost z Definicji 5.9 mamy, wiec
N(X,a)=n, N(Xy o) =1

Warto tu wspomnieé, ze dla dowolnego a = a1 ® ... ® a,, € A widmo operatora aT
ma dokladnie jedna spdjna skltadowa, a doktadniej
o(alT)={r e C: |\ <r(al)}, gdzie r(aT) = max la;|.
Wage a abstrakcyjnego wazonego operatora przesunigcia mozna rozwazaé jako

element réznych algebr wag i jak pokazuje Przyklad 5.7, aby oszacowania z Wniosku
5.11 bytly sensowne, nalezy rozpatrywa¢ odpowiednia algebre.
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Przyklad 5.13. Niech a bedzie, tak jak w Przykladzie 5.7, operatorem mnozenia
w przestrzeni E = (P(N), p € [1,00], rozpatrywanym jako abstrakcyjny operator
przesuniecia z waga w algebrze operatoréw diagonalnych A; = C(5(N). W ogdlnosci
liczba sktadowych zbioru |o(a)| nie przekracza

N(B(N),id) = [BN)| = 2%,
Ale jesli, na przyktad, operator a mnozy przez ciag (1, %, %, ...), to mozemy rozpatry-
waé go jako operator z waga w algebrze A; = C(N) operator6w mnozenia przez ciagi
zbiezne, a wtedy liczba

pokrywa sie z iloscia sktadowych widma o(a).

Uwagi do rozdziatu 5

W przypadku, gdy T jest odwracalng izometrig taka, ze T AT~ = A opis rzutu Riesza
odpowiadajacego sktadowej zbioru |o(aT')| otrzymat A. V. Lebedev w [Leb79], [Leb80],
gdzie skonstruowal on rowniez suriektywne przyporzadkowanie spojnych sktadowych
zbioru |o(aT)| spéjnym sktadowym M («, V' (a)) widma pewnej algebry A(«, V(a)) C
A, patrz [AL94, Tw. 7.2, 7.7]. Wykazane w tym rozdziale Twierdzenie 5.1 jest uogol-
nieniem odpowiedniego rezultatu A. V. Lebedeva na przypadek rozpatrywanych przez
nas operatoréw generujacych (na ogét) nieodwracalne uktady dynamiczne. Istotnie zas
rézni sie nasze podejscie do szacowania ilosci spdjnych sktadowych zbioru |o(aT')|. W
Twierdzeniu 5.4 skonstruowaliSmy bijekcje miedzy w spéjnymi sktadowymi |o(aT)],
a elementami {w; };c; podziatu przestrzeni X, co umozliwito nam w Twierdzeniu 5.6
opis zbioru |o(aT)|.

W dowodzie Twierdzenia 5.10 opieraliSmy sie na rezultatach dotyczacych relacji
miedzy zbiorami a-niezmienniczymi i a-niezmienniczymi otrzymanymi przez autora
w pracy [Kwa05’], por. uzupekienia C.






Rozdzial 6

Widmo wazonych operatorow
przesuniecia w przestrzeni Hilberta

W tym rozdziale zakonczymy pierwszy, istotny etap badan nad widmem abstrak-
cyjnych wazonych operatoréw przesuniecia a1, a € A. Mianowicie, przedstawimy
tu pelny opis widma o(aT"), przy zalozeniu, ze operatory a1 dzialaja w przestrzeni
Hilberta, a uklady dynamiczne przez nie generowane sa topologicznie wolne. Glow-
nym narzedziem, ktérym bedziemy sie postugiwaé, oprécz rezultatow z poprzed-
nich rozdzialéw, jest Twierdzenie o Izomorfizmie. Twierdzenie to w zastosowaniu
do operatoréow a7, a € A, implikuje kolowa symetrie widma o(aT') oraz réwnosé
o(aT) = oes5(aT). Co wiecej, jak pokazemy na przedstawionych przyktadach, w na-
turalnych sytuacjach widmo operatora a7 jest spdjne, a wiec jest kotem lub pierscie-
niem.

6.1 Uklady topologicznie wolne i Twierdzenie o
Izomorfizmie

W tym rozdziale H bedzie przestrzenia Hilberta, A C L(H) C*-algebra, T' € L(H)
czesciows izometria, a C* (A, T') bedzie oznaczaé C*-algebre generowana przez A i T.
Topologiczna wolnosé, z grubsza rzecz ujmujac, jest wlasnoscia uktadu (X, o) gwa-
rantujaca, ze wszystkie C*-algebry postaci C*(A,T'), gdzie T generuje na widmie A
ustalony uktad dynamiczny (X, a), sa parami izomorficzne. Wtasnos¢ ta, nie tylko im-
plikuje, iz algebra C*(.A, T') posiada pewne wilasnosci uniwersalne (jest izomorficzna z
algebra kowariancji, por. uzupekienia), lecz réwniez daje bardzo silne narzedzie do jej
badania. Przypomnijmy, iz w klasycznym przypadku, gdy « jest homeomorfizmem,
uklad (X, ) nazywa sie topologicznie wolnym, jesli kazdy zbiér punktéw okresowych o
ustalonym okresie ma puste wnetrze, patrz [Ant96], [AL94|, [ELQO02], [Leb05]. Poniz-
sza definicja, wprowadzona przez autora w [Kwa05’, Definicja 5.12], jest uogélnieniem
tego pojecia na przypadek czesciowych nieodwracalnych uktadéw dynamicznych.

Definicja 6.1. Niech (X, «) bedzie czesciowym uktadem dynamicznym i niech
F,={zeA,:a"(z) =z} dlan € N;.

115
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Uklad (X, «) bedziemy nazywaé topologicznie wolnym, jesli dla kazdego n € N | kazdy
niepusty podzbiér otwarty U C F,, przecina niepusto pewien cykl

{:L'O,xh "'In—l} C an O./(l’k) = Tk+1 (mod n)> k= 07 s T ]-7

dla ktdrego istnieje ujscie, to jest taki punkt y € A\ F,,, ze a(y) € {xo, z1,...}, patrz
Rysunek 6.1.

- .
Tp—1

¢« ————— > o

/
y xN.;».

X X2

Rysunek 6.1: Poduktad ({y,zo, ...,z 1}, @) topologicznie wolnego uktadu (X, «),
ktory istnieje dla kazdego niepustego podzbioru otwartego U C F,.

Nastepujaca charakterystyke topologicznej wolnosci wykorzystamy w dowodzie
Twierdzenia 8.6, por. tez [ELQO02], [Leb05].

Lemat 6.2. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
i) uktad (X, ) jest topologicznie wolny

i) dla kaZdego niepustego otwartego podzbioru U C X i liczby n > 0 istniejq: liczba
m € N oraz niepusty otwarty podzbior V-C A,, takie, Ze

a™(V)cU, "V NN )NV =0, k=0,1,..,n—1.

Ponadto, jesli a jest roznowartosciowe, to powyzisze warunki sg rownowazne nastepu-
jacemu

ii1) dla kaZdego niepustego zbioru otwartego U i liczby n € N istnieje otwarty nie-
pusty podzbiér V. C U, taki, ze zbiory o*(V N Ay), k =0,...,n — 1, sq parami
roztgczne.

Dowdd. i)= ii). Jesli U \ Up_, Fx # 0, to i) zachodzi dla V = U \ Up_, Fy oraz
m = 0. W przeciwnym razie U C Up_; Fx, a stad Int (U N Fy,) # 0, dla pewnego
ko = 1,...,n. Z definicji topologicznej wolnosci istnieje oraz y € A; \ Fy, taki, ze
a™(y) € Int (U N Fy,) dla pewnego m = 1, ..., ko. Wystarczy teraz wybraé¢ otwarte
otoczenie V C A, \ Fy, punktu y takie, ze (V) C U N Fy,.
ii)= 1i). Niech U C F}, bedzie niepustym zbiorem otwartym. Z zalozenia dla dowolnego
N > 0 istnieje m € N oraz niepusty zbiér otwarty V' C A,, taki, ze «"(V) C U i
a™F(VNA )NV =0, dlak =0,1,..., N—1. Biorac N wieksze niz n otrzymujemy,
ze VNFE, =01iw szczegélnosci m > 0. Wezmy dowolny yo € V, oznaczmy x;, :=
a™*(yy), k = 0,...,n — 1, i niech mg = 0,...,m — 1 bedzie najwicksza liczba taka,
ze &' (yo) ¢ F,. Wtedy punkty {zo,x1,...,2,1} C F, tworza cykl, ktéry posiada
Lujscie” y .= o™ (yo) € Ay \ F,,. Stad uklad (X, «) jest topologicznie wolny.
iii)= ii). Wystarczy potozy¢ m = 0.
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i)= iii). Z réznowartosciowosci a wynika, to kazdy zbiér F,, ma puste wnetrze. Zatem
dla kazdego niepustego, otwartego zbioru U mamy U ¢ Up_, Fj i kladac V := U \
Ur_; F otrzymujemy iii). [ |

Zwiazek miedzy topologiczna wolnodcia uktadu (X, a) i jego naturalnego rozsze-
rzenia (X, @), ktéry doprowadzit autora w [Kwa05’] do Definicji 6.1, w obecnym nieco
szerszym ujeciu staje sie bardziej subtelny. Dokladniej, z [Kwa05’, Tw. 5.12] wynika,
ze uklad (X, @) jest topologicznie wolny wtedy i tylko wtedy, gdy topologicznie wolny
jest uktad (X, ) opisany w Stwierdzeniu 1.26; natomiast w naszych rozwazaniach
para (X, a4 ) nie jest jednoznacznie wyznaczona przez (X, «) — zalezy od zbioru Y.
Na przyktad, niezaleznie od wyjsciowego cze$ciowego uktadu dynamicznego (X, a),
ktadac Y = X, uklad (X, «,) zawsze jest topologicznie wolny, por. Stwierdzenie
1.26. W ogdélnosci mozemy jedynie powiedzieé, co nastepuje.

Stwierdzenie 6.3. Niech (X, ) bedzie uktadem dynamicznym, Y D X\ A_y zbiorem
domknietym, a (X1, ) uktadem opisanym w Stwierdzeniu 1.26. Wtedy

i) jesli uktad (X, ) jest topologicznie wolny, to (X, ay) jest topologicznie wolny,

ii) jesli Y = X \ A_y i uklad (X, ay) jest topologicznie wolny, to (X, «) jest
topologicznie wolny.

Dowdd. Punkt 7) jest oczywisty. By wykazaé i) zalézmy, ze Y = X \ A_; i niech
(X4, ) jest a (X, «) nie jest topologicznie wolny. Wtedy, istnieje otwarty niepusty
podzbiér U C F, = {z € A, : a"(z) = x} taki, ze a *(U) C F,,dla k =1,...,n.
W szczegélnosci zbior V = P2y a*(U) jest otwarty oraz V = a~}(V) = a(V) C
F, € A_y. Na mocy topologicznej wolnosci uktadu (X, a, ) istnieje y € Y taki, ze
a(y) € V. Z konstrukcji V, mamy y € Vizatemy € VNY C A1 NX\A_ lezy
na brzegu zbioru A_;. Stad, jako ze V jest otwartym otoczeniem y, otrzymujemy
V\A_; #0, co jest absurdem. |

Powyzsze stwierdzenie oraz wspomniany wyzej rezultat [Kwa05’, Tw. 5.12] zasto-
sowany do ukltadu (X, ,a,) daja

Twierdzenie 6.4. Naturalne rozszerzenie (Xv , @) czesciowego uktadu dynamicznego
(X, ), zwigzane ze zbiorem Y jest topologicznie wolne wtedy tylko wtedy, gdy uktad
(X4, ) jest topologicznie wolny. W szczegdlnosci

i) jesli uktad (X, @) jest topologicznie wolny, to ()?, &) jest topologicznie wolny,

i) jesli Y = X \ A_y, to topologiczna wolnosc¢ ktoregokolwick z uktadow (X, ),
(X4, ay), (X,a) implikuje topologiczng wolnosé pozostatych.

Ponizej przedstawione twierdzenie, w dalszej czesci pracy, wielokrotnie postuzy
nam do badania wlasnosci spektralnych abstrakcyjnych operatorow przesuniecia z
waga. Twierdzenie to jest przeformutowaniem Twierdzenia B.2 zamieszczonego w uzu-
pelnieniach.

Twierdzenie 6.5 (Twierdzenie o Izomorfizmie). Niech (X, «) bedzie uktadem
dynamicznym, Y D X \ A_; zbiorem domknietym takim, zZe uktad (X, ) jest topo-
logicznie wolny. Jesli dla i = 1,2, A; jest C*-algebra operatorow na przestrzeni Hil-
berta H;, T; € L(H;) jest czesciowa izometriq i istnieje izomorfizm m; : C(X) — A,
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taki, ze

Timi(a)T7 = m(d(a)),  T;T; € A

oraz

hull({e € C(X) : T Timi(a) = mi(a)}) =Y,

gdzie 6 : C(X) — C(X) jest endomorfizmem, ktérego odwzorowaniem dualnym jest
a, to przyporzagdkowanie

T, +— T, mi(a) — me(a), a€ C(X),

przedtuza sie do izomorfizmu C*(Ay,Ty) = C*(As, Ts). W szczegdlnosci obie algebry
C*(A;,T;), i = 1,2, sq kanonicznie izomorficzne z algebrg kowariancyi C*(X, a;Y),
patrz Definicja A.4.

6.2 Spektralne konsekwencje Twierdzenia o Izo-
morfizmie

W tym podrozdziale, tak jak w poprzednim, ustalamy przestrzen Hilberta H, C*-
algebre A C L(H) oraz czesciowa izometrie T € L(H) generujaca na widmie A
czesciowy uklad dynamiczny (X, ). Ponadto jako stale zalozenie przyjmujemy tu, ze

uktad (X, ay) jest topologicznie wolny,

gdzie (X, ) jest czesciowym ukladem dynamicznym generowanym przez T' na wid-
mie algebry A, = C*(A,T*T) = T*TA® (1 — T*T)A. W szczegdlnosci, powyzsze
zalozenie jest automatycznie spetione jesli uktad (X, «) jest topologicznie wolny, por.
Stwierdzenie 6.3, i mozemy stosowaé¢ Twierdzenie o [zomorfizmie.

6.2.1 Niezmienniczos¢ widma ze wzgledu na obroty

Pierwszym zastosowaniem Twierdzenia o Izomorfizmie jest

Twierdzenie 6.6. Niech V € A’ bedzie czesciowq izometrig taka, ze TT* < VV*
ora V*V. Wtedy odwozorowanie

Av(T)=VT, Av(a)=a, ac A,
przediuza sie do izomorfizmu z C*(A,T) na C*(A,VT). W szczegolnosci

i) operator Z'r]Xm:O T, ,I", gdzie a, , € A, jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,
gdy odwracalny jest operator SN g, T dla kazdego N € St

n,m=0

ii) dla kazdego b € B = span{U,eny T AT™} widmo o(bT") operatora bT' jest nie-
zmiennicze ze wzgledu na obroty wokdt zera.
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Dowdd. Z jednej strony, skoro (VT)a(VT)* = VTaT*V* = TaT*VV* = TaT",
to operator VT generuje na A ten sam endomorfizm, co operator T'. Z drugiej storny
mamy (VT)*(VT) = T*V*VT = T*V*VTT*T = T*T. Zatem na mocy Twierdzenia
6.5, A przedtuza sie do izomorfizmu. Bioragc V = Al gdzie A\ € S! otrzymujemy
podpunkt i). Podpunkt ii) wynika stad, ze operator A — bT" = A(1 — A710T) jest
odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy odwracalny jest element 1 — b7 [ |

Powyzej wykazang niezmienniczo$é widma o(aT) ze wzgledu na obroty mozna
rowniez otrzymacé przy stabszych zalozeniach, stosujac np. Twierdzenie B.3, patrz
Whniosek A.8. Jednakze ponizsze rezultaty wyjasniajace, typowe dla operatoréw wa-
zonego przesuniecia zjawisko koincydencji widma o(aT") z widmem istotnym o.ss(aT),
por. [Ant96], [AL94], korzystaja z Twierdzenia o Izomorfizmie w jego pelnej mocy.

6.2.2 Koincydencja widma z widmem istotnym

Przypomnijmy, iz widmem istotnym o.ss(b) ograniczonego operatora liniowego b w
przestrzeni Banacha nazywamy zbiér tych wartosci A € C, dla ktérych operator b— A1
nie jest operatorem Fredholma. Aby wyjasni¢ zwiazek miedzy widmem oraz widmem
istotnym w obecnie rozwazanej sytuacji oznaczmy przez K oznacza ideal operatoréw
zwartych w C*-algebrze L(H) i przywolajmy znany fakt, patrz np. [Ant96, Twierdze-
nie 8.3], ktéry méwi, ze dla dowolnej C*-algebry D C L(H) nastepujace wlasnosci sa
rownowazne

a) kazdy operator Fredholma w D jest odwracalny,
b) DN K ={0}.

Okazuje sie, ze algebra C*(A,T) spelia réwnowazne warunki a), b), wtedy i tylko
wtedy, gdy spelia je algebra A, = C*(A, T*T).

Twierdzenie 6.7. Jesli A, N K = {0}, to C*(A,T)NK = {0} i w szczegolnosci
0 (b) = 0ess(b), be C*(AT).

Dowdd. Rozwazmy odwzorowanie ilorazowe g : C*(A,T) — C*(A,T)/K. Skoro
A NK=0,t0q: AL — q(A,) jest izomorfizmem. W szczegdlnosei

{ae A:T"Ta=a} ={a€ A:q(T)q(T)q(a) =q(a)}
i dla kazdego a € A mamy

9(T)q(a)q(T) = ¢(TaT") = q(6(a)).

Stad oraz z Twierdzenia 6.5 (rozpatrujac C*(A,T)/K jako algebre operatoréw na
pewnej przestrzeni Hilberta) otrzymujemy, iz g jest izomorfizmem, co koriczy dowdd
twierdzenia. [ |

Uwaga 6.8. Przy stabszym zalozeniu A N K = {0} powyzsze twierdzenie przestaje
by¢ prawdziwe. Na przyktad dla klasycznego operatora przesuniecia Ty w przestrzeni
H = (*(N) (Przyktad 1.13) i algebry A = {\1 : A € C} C L(H), operator Ty generuje
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na widmie A, uklad topologicznie wolny, por. Przyktad 3.20, oraz AN K = {0}.
Natomiast, znanym faktem jest i nie nietrudno sprawdzi¢, ze

O'(TN) = D2 7& Uess(TN) = Sl.

Teza Twierdzenia 6.7 tu nie zachodzi, bowiem A, N # {0}, A, zawiera np. rzut
1 — T{Tw na podprzestrzen jednowymiarowa,.

Jako wniosek z T'wierdzenia 6.7 oraz faktu, ze widmo przemiennej C*-podalgebry
L(H) zawierajacej niezerowe operatory zwarte, musi posiada¢ punkty izolowane (patrz
np. [AL94, Stw. 14.6]) otrzymujemy

Twierdzenie 6.9. Jesli przestrzen X nie posiada punktow izolowanych, to
0(b) = 0ess(b), be C*(AT).

Przypomnijmy, por. Stwierdzenie 1.26, ze X, = YUA 4, gdzie Y jest domknietym
podzbiorem X zawierajacym X \ A_;. Oczywiscie przestrzen X, nie posiada punktéw
izolowanych wtedy i tylko wtedy, gdy zaden ze skladnikéw prostych Y, A_; takowych
punktéw nie posiada. Natomiast, jesli (X, «a) jest dowolnym czeSciowym ukladem
dynamicznym takim, ze wnetrze A_; nie jest puste, to zawsze istnieje domkniety
podzbiér Y C X zawierajacy X \ A_; i posiadajacy punkt izolowany: np. Y =
X\ A_;U{xo}, gdzie zq € Int (A_4).

Kolejna wersje Twierdzenia 6.7 mozna otrzyma¢ w przypadku, gdy H = LZ(Q),
dla pewnej przestrzeni z miara (€2, %, u). Wiadomo bowiem [Ant96, Tw. 8.4], ze al-
gebra operatoréw mnozenia przez funkcje z L7 () na przestrzeni L7 (€2) nie zawiera
niezerowych operatoréw zwartych wtedy i tylko wtedy, gdy p jest miara bez atomowa.

Stwierdzenie 6.10. Jesli H = L7(S2), gdzie p jest miarq bezatomowa, A C L(H)
sktada sie operatorow mmnozenia i T*T jest operatorem mnozenia, to

o(b) = Oess(b), b CH(A,T).

Dowéd. Jako ze algebra A, = C*(A,T*T) sklada sie z operator6w mnozenia,
wystarczy zastosowaé¢ [Ant96, Tw. 8.4] oraz Twierdzenie 6.7. |

6.3 Widmo wazonych operatoré6w przesuniecia na
przestrzeni Hilberta

W rozdziale 5, w Twierdzeniu 5.6, dla wazonych operatoréw przesuniecia a7, a € A,
uzyskali$my opis zbioru |o(aT")|. Rezultat ten oraz wyniki poprzedniego paragrafu po-
zwalaja otrzymaé pelny opis widma o(aT") dla operatoréw dziatajacych na przestrzeni
Hilberta i generujacych uktady topologicznie wolne.

Twierdzenie 6.11 (Opis widma o(bT"), b € B). Niech aT bedzie abstrakcyjnym
operatorem przesuniecia na przestrzeni Hilberta H z wagq w C*-algebrze A. Niech
(X, a) oraz (X4, ay) beda ukladami generowanym przez T odpowiednio na widmie A
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oraz widmie A, = C*(A, T*T) i niech (X1, ay) bedzie uktadem topologicznie wolnym.
Dla kazdego elementu b € B = span{U;", T AT"™} widmo

~y~.
iel
jest suma roztacznych pierscieni Py = {\ € C : r; < |\ < r}, i € I\{0}, a

gdy operator bT jest nieodwracalny takze, dysku Py = {\ € C : |\ < rd}, ktdrych
promienie dane $g nastepujacymi wzorami:

i) jesli b jest postaci b = ag + T*a,T + ... + T*™a,T", a € A, to istnieje podzial
{w; }ier przestrzeni X na domkniete a-niezmiennicze zbiory, taki, Ze w; C Ay,
dlaie€ I\{0}, adlaie€ I mamy

r. = ] e 1 E d
i ml(ni’ ) Xp /Z n | | N,
r = e 1 E o~ C d

i Hla(JXi7 ) Xp , n | ak | L.

W szczegdlnosci jesli b = a € A, to

r;, = min ex In|a(z)|dy, r7 = max ex/lnd:c dp.
‘ peEBrg(wi,o) P w; ‘ ( )l a ! pEETg(w;i,o) p w; ’ ( >’ H

i) dla dowolnego b, jesli (j(v, @) jest czesciowym uktadem dynamicznym generowa-
nym przez T na widmie algebry B, to istnieje podzial {@;}icr przestrzeni X na
domkniete a-niezmiennicze zbiory, taki, Ze dla i € I\ {0} mamy @; C Ay, a
dlavr eI

rT = min _ exp/~ In|b(z)|, rf= max exp/N In |b(Z)| dp.
) wi ) wi

nEErg(w;,a uEETg(w;,o

Jesli dodatkowo X nie posiada punktow izolowanych, to widmo o(bT') pokrywa sie z

widmem. istotnym oess(bT):
0(bT) = 0ess(bT).

Dowdd. Pierwsza czesé tezy oraz uwaga o widmie istotnym wynikaja z Twierdzen
6.6 oraz 6.9. Stosujac Twierdzenie 5.6 do algebry B otrzymujemy podpunkt ii). Jesli
b=ao+T*a,T + ... + T"a, T, to dla T = (xg,...) € X oraz x € A,, mamy

~ ~

b(Z) = bz, ..., xn), gdzie b (x),..a(x),z) = i ar(a"*(z))

patrz Twierdzenie 4.7. W $wietle Twierdzenia 5.10 podzialowi {&;}i; z podpunktu
ii) odpowiada podzial {w; };c; przestrzeni X taki, ze ®(&;) = w;. Stad dla @; C Ay 1
kazdej miary i € Erg(&;, &) mamy

[ b@)di= [ 3@ @) i = [ 5(o"(@(@), a(®@).0) di



122 B.K. KWASNIEWSKI

-k

k=

gdzie 1 € Erg(w;, o) jest miara taka, ze u(w) = a(®~(w)). Co wiecej relacja miedzy
[ oraz u ustanawia bijekcje miedzy zbiorami Erg(w;, &) oraz Erg(w;, @) (Twierdzenie
4.9). Zatem dla i # 0 wzory z podpunktu ii) mozna zastapi¢ tymi z podpunktu i). Dla
i = 0 wystarczy powtérzy¢ powyzsze rozumowanie dla zbiordw & N As 1 wp N A,
por. Stwierdzenie 4.4. [ |

Pewna trudnos¢ w zastosowaniu wlasnie wykazanego twierdzenia moze sprawic¢
wyznaczenie niezmienniczych podzbioréw odpowiadajacych sktadowym widma, por.
Twierdzenie 5.4. Przeszkoda ta znika w nastepujacych przypadkach.

7

i ) di /wznj ar (0" (2)) d.

0

Twierdzenie 6.12 (Spdjnosé widma). Jesli przy zaloZeniach Twierdzenia 6.11
spetniony dodatkowo jest jeden z warunkow

a) przestrzenn X nie zawiera wlasciwych domknieto-otwartych podzbioréw a-nie-
zmaenniczych,

b) podzbior A, ma puste wnetrze,

to dla kazdego b € B = span{U;>, T*"AT"} widmo o(bT') operatora bT' jest spdjne,
czyli jest dyskiem lub pierscieniem:

(BT = {{)\ eC:r= <|A<r'},  gdyb oraz T sq odwracalne,
{AeC: |\ <rf}, gdy b lub T nie jest odwracalne.
Dowéd. Przy zalozeniu a) teza wynika z Twierdzenia 5.8, patrz tez Stwierdzenie
5.5. Z zalozenia b) oraz stad, ze X \ Ay, C wy otrzymujmey wy = X, por. Twierdzenie
5.10. |
Zalozenia powyzszego twierdzenia sa na tyle naturalne, ze spetnione sa we wszyst-
kich przykiadach rozpatrywanych w podrozdziale 4.2.

Przyklad 6.13 (Operatory generujace shifty pelne). Niech T, € L(FE) bedzie
operatorem generujacym jednostronny shift pelny (Xy,0n), N > 1, na widmie al-
gebry A C L(E) dzialajacym na przestrzeni Hilberta E = L2(R,), zdefiniowanym
w podrozdziale 3.4.1, por. Przyktad 4.10. Operator T3 jest unitarny. Uklad (Xy, o)
jest topologicznie wolny, a przestrzen Yy nie zawiera punktéw izolowanych, ani wia-
sciwych domknigto-otwartych podzbioréw on-niezmienniczych. Zatem dla kazdego

b € B =span{lU.>, Ty" ATy} mamy
U(bTQ) = O'ess(ng)

i zbior ten jest kotem lub pierécieniem.
I. Jesli b jest postaci b = ag + T*a,T + ... + T*"a,, T", a; € A, to

<rt} gdy S0 ar(a™*(z)) = 0 dla pewnego ,
INeC:r <N <rf},  gdy SF_gan(a™*(x)) # 0 dla kazdego ,
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gdzie
ro = min exp/ ln|z:a;€ k()| dp,

weEErg(XN,oN)
r* = max exp/ ln|Zak k)| dp.
weEErg(XN,oN)

I1. Dla dowolnego b € B mamy

(0Ty) = {AeC: |\ <rf} gdy b(Z) = 0 dla pewnego T € Sy,
2 fAeC:r <\ <rt}  gdy b(Z) # 0 dla kazdego & € Ty

gdzie (X, o) jest dwustronnym shiftem pelnym i
roo= min exp/ﬁ In |b(Z)| dp, r* = max exp/ﬁ In |b(Z)| dp.
uEETg(X¥N,ON) XN HEETg(XN,ON) N
Formuly wariacyjne powyzszego typu zostaly oméwione w Przyktadzie 4.10.

Przyklad 6.14 (Operatory generujace odwzorowania z"). Niech A C L(L*(R))
bedzie algebra, a Ty C L(L?(R)) operatorem unitarnym zdefiniowanym w podroz-
dziale 3.2. Operator Ty generuje na widmie A topologicznie wolny uklad (S!,a),
gdzie a(z) = 2V, N > 1. Sp6jnoéé okregu St implikuje spéjnoéé oraz réwnoéé widm
o (bTy) = 0uss(VT3), dla b € B = span{lU>>, T, "ATy'}.

I. Jesli b jest postaci b = ag + Tya Ty + ... + Ty"a, 13, ap € A, to

o(bTs) = {reC: A <r ], gdy 3o ar(a™*(z)) = 0 dla pewnego =,
2 fAeC:rm <A <rt), gdy Xiogar(e"*(x)) # 0 dla kazdego =

gdzie
r~ = min exp/ ln|Zak k()| dp,

u€Erg(St,a

r* = max exp/ ln|Zak k()| dp.

HEETg(St,a

W szezegdlnosci, widmo o (b75) = 0.s5(b1%) zawiera okrag o srodku w zerze i promieniu
exp [o1 In | X0y an(a™*(z))| dm, gdzie m jest unormowana miara Lebesgue’a na S*,
patrz Przyktad 4.11.

I1. Dla dowolnego b € B mamy

(0T) = {AeC: |\ <rf} gdy b(#) = 0 dla pewnego 7 € Sy,
? AeC:r <\ <rt}  gdy b(Z) # 0 dla kazdego & € Sy
gdzie (S, F) jest N-adycznym solenoidem, patrz Podrozdziat 3.2, i
- . 7 + 7
rT = Meég}l(%ﬂ exp/sln |b(x)| du, rt = uegg&ém exp/sln |b(z)| dp.

W szczegdlnosei, widmo 0(bTy) = 0ess(bTs) zawiera okrag o srodku w zerze i pro-
mieniu exp [51n |b(Z)| dm, gdzie m jest naturalna miara na solenoidzie S opisana w
Przyktadzie 4.11.
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Przyklad 6.15 (Operatory generujace odwzorowania logistyczne). Niech A C
L(L*(R)) oraz Ty € L(L*(R)), A € (0,1] beda takie jak w podrozdziale 2.1. Uktad
([0,1], cen), A € (0, 1] jest topologicznie wolny i przestrzei

0, U1 dlai<,
X+ —
[0, 1] dla A =1,

por. Stwierdzenie 2.1, nie posiada punktéw izolowanych. Dla A < 1 operator T), jest
nieodwracalny i dla b € By = span{U;~, Tx" AT} } mamy

F(bTY) = 0uss(BT2) = {A\ € C 1 |A| < r(bT)},

gdzie promien r(b7)) oméwiony zostal w Przykladzie 4.12. Natomiast gdy A\ = 1
operator T} jest odwracalny i

{AeC:r

< A <rf},  gdy waga b jest odwracalna,
{AeC: |\ <rf}, gdy waga b jest nieodwracalna.

O'(le) = Uess(le) = {

Promienie r—, r* dane sa przez odpowiednie zasady wariacyjne na odcinku [0, 1] lub
B-J-K continuum X, por. Przyklad 4.12. W szczegdlnosci, jesli b = ag + TyaiT) +
e + 17", I, ay, € A, to zachodzi inkluzja

1 n ~ n—Fk
{)\ eC: |\ = exp/0 I | kg k(0™ 7(w))] dx} C o(bT1) = 0ess(bT1),

my/x(l — )

a dla dowolnego b € B mamy

: = ex ln]@(f)] m o =0
{A cC: A= p/’il w\/q)(j)(l ~2G) d } C o (bTh) = 0ess(011),

gdzie m jest naturalna miara na B-J-K continuum X, opisang w Przykladzie 4.12.

W ponizszym przykiadzie pokazemy jak, dobrze znana posta¢ widma klasycznego
operatora przesuniecia z waga, por. [Hal82, Problemy 82, 91], mozna otrzymaé stosu-
jac Twierdzenie 6.11.

Przyklad 6.16 (Klasyczne operatory przesuniecia z waga). Niech aTy be-
dzie klasycznym operatorem przesuniecia z waga a € A, dzialajacym w przestrzeni
Hilberta ¢*(N), por. Przyktady 1.20. Operator Ty jest nieodwracalny i generuje na
widmie algebry A topologicznie wolny uktad (5(N), ), por. Przyktad 3.3. Mimo, ze
przestrzen 3(N) zawiera wlasciwe domknieto-otwarte podzbiory, to Twierdzenie 6.12
pozostaje w mocy, gdyz zbiér A, = S(N) \ N ma puste wnetrze, por. Przyklad 4.13.
Zatem dla a € A mamy

n—1
o(aTy) = {)\ eC: |\ < nh_)noloilég T a(k + )| } :
i=0

gdyz r(aTy) = lim, o SUPjey \’/H’;;Ol la(k + )|, patrz Przyklad 4.13.
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Przyklad 6.17 (Operatory generujace homeomorfizmy okregu). Niech T, €
L(L* (R, U{0})) i A C L(L*(R. U{0})) beda obiecktami rozwazanymi w Przyktadzie
4.14, Stwierdzeniu 3.25 i paragrafie 3.5.2. Operator 75 jest nieodwracalnym wazonym
operatorem zlozenia z rosnacym odwzorowaniem v : R, U{0} — R, U{0} spelniajaca
warunki

Wt+1) =7() + 1, 7(0) >0,

a A sklada sie z operatorow mnozenia przez okresowe funkcje ciagle o okresie 1. Ko-
izometria Ty generuje na widmie A = C(S') zachowujacy orientacje homeomorfizm
a:St— St

Jedli liczba obrotu 7(a) jest niewymierna to uktad (S, ) jest topologicznie wolny, na-
tomiast jesli 7(a) = 2, to uklad (S', a) jest topologicznie wolny wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér Q(«) punktéw okresowych o okresie n ma puste wnetrze, por. Twierdze-
nie 3.27. Niezaleznie jednak od liczby obrotu 7(«) uktad (X, ay) generowany przez
operator Ty na widmie algebry A, = T5To A® (1 — T5T,).A jest zawsze topologicznie
wolny. Rzeczywiscie X, mozemy traktowaé jako sume prosta okregu S* oraz tuku Y
taczacego punkty 11 (1), patrz Stwierdzenia 1.26, 3.25. Kazda orbita a-okresowa
musi przecinaé¢ tuk taczacy a(1) z (1) na okregu S*, a zatem posiada ujscie lezace
na tuku Y, patrz Definicja 6.1. W szczegdlnosci przestrzen X, nie posiada punktéw
izolowanych i na mocy Twierdzenia 6.11, dla b € B = span{U;>, 75"AT3' }, mamy

o(bTy) = 0ess(bT) = {X € C: || < r(0T3)}, (6.1)
gdzie promien r(b13) zostal oméwiony w Przykladzie 4.14.

Przyklad 6.18 (Operatory generujace przesuniecia na torusie). Niech T :
L*(RY) — L*(R%) bedzie operatorem przesuniecia (Tf)(t) = f(t + h), gdzie h =
(h1,...;hn) € RL, i niech A C L(L*(R%)) bedzie algebra operatoréw mnozenia przez
ciagle funkcje o okresach e;, 1 = 1, ..., d, por. paragraf 3.5.3 i przyktad 4.15. Operator
T generuje na widmie algebry A uktad (T%, «), gdzie o : T? — T¢ jest przesunieciem
na torusie T¢ o wektor h. Uktad (T?, «) jest topologicznie wolny wtedy i tylko wtedy,
gdy co najmniej jedna wspétrzedna h; wektora h jest niewymierna. Natomiast uktad
(X4, o) generowany przez T na widmie algebry A, = T*TA® (1 — T*T)A jest
zawsze topologicznie wolny. Rzeczywiscie przestrzen X, mozemy traktowac jako sume
prosta torusa T? oraz zbioru Y = T?\ (hy, 1) X (hy, 1) X ... X (hg, 1) (torusa z wycietym
,oknem”), por. Stwierdzenia 1.26, 3.31. Nietrudno wtedy sprawdzi¢, ze niezaleznie od
postaci wektora h istnieje liczba N € N taka, ze
N
o’ (Y) =T

n=1

Stad kazda orbita okresowa na X, = T?ULY posiada ujscie lezace w Y, por. Definicja
6.1. Zatem skoro X, = T? LY nie posiada punktéw izolowanych, to dla kazdego
b e B =span{U;>,T""AT"}, mamy

0(bT) = 0ess(DT) ={A € C: |A| < r(bT)},

gdzie promien spektralny r(bT") zostal oméwiony w Przykladzie 4.15.
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Uwagi do rozdziatu 6

W rozdziale 5 opisalismy rzut Riesza odpowiadajacy sktadowej zbioru |o(aT’)| (Twier-
dzenie 5.1). Ten wynik oraz zasady wariacyjne otrzymane w rozdziale 4 daja nadzieje
na pely opis widma o(aT’) przy zalozeniu, ze znajdziemy warunki, przy ktérych
widmo operatora a7’ jest niezmiennicze ze wzgledu na obroty wokot zera. W obecnym
rozdziale 6 wyznaczylidémy taki warunek — jest nim topologiczna wolnosé generowanego
uktadu dynamicznego. Dzigki temu otrzymaliémy kompletny opis widma w przypadku
operatoréw dzialajacych w przestrzeni Hilberta.

Pojecie topologicznej wolnosci dla odwracalnych uktadéw dynamicznych, w zwiazku
z generowanymi przez nie C*-algebrami, ma dluga historie, pojawialo si¢ w réznych
pracach i nierozerwalnie laczy sie z twierdzeniami typu Twierdzenie 6.5, zwanymi
Twierdzeniami o Izomorfizmie. Szczegdlowe uwagi na ten temat czytelnik znajdzie
w monografiach [AL94], [Ant96]. Dotychczasowe nieliczne préoby uogélnienia topo-
logicznej wolnosci na przypadek C*-algebr zwigzanych z nieodwracalnymi ukladami
dynamicznymi posiadaja zastosowanie w stosunku do innych algebr, niz rozwazane
w obecnej pracy, por. [EV06]. Przytoczona tutaj Definicja 6.1 zostala wprowadzona
przez autora w [Kwa05'] i jest ona wynikiem analizy zwiazku miedzy uktadami (X, ),
(X, &), por. dyskusja na stronie 117. Definicja 6.1 jest blisko zwiazana z warunkiem,
ktéry implikuje twierdzenia ustanawiajace izomorfizmy C*-algebr zwiazanych z gra-
fami (w szczegdlnosei algebr Cuntza-Kriegera), a ktéry méwi, ze kazdy cykl w grafie
posiada ujscie, por. [Kwa05’, Strona 755], [KLO7”].

Zarowno kotowa symetrie widma jak i zwiazek odwracalnosci z warunkami Fre-
dholma dla wazonych operatoréw kompozycji zauwazylo i za pomoca réznych metod
badato wielu autoréw, patrz np. [Par65], [Nor68], [Rid73], [Leb79], [Leb80], [Kum80],
[SV87], [SD88]. Pierwszym systematycznym opracowaniem podej$cia opartego na teo-
rii C*-algebr, wyjasniajacego ogdlng nature wyzej wspomnianych zjawisk, jest roz-
prawa doktorska [Leb80], gdzie m. in. wykazano Twierdzenie o Izomorfizmie w przy-
padku, gdy a : X — X jest topologicznie wolnym homeomorfizmem, por. [AL94, Wn.
12.17], [Ant96, Tw. 7.1]. Dla operatoréw rozpatrywanych w obecnej pracy Twier-
dzenie 6.5 (w nieco innej, lecz réwnowaznej formie) wykazal autor w [Kwa05’], por.
uzupelnienia B. Na bazie tego twierdzenia oraz rezultatéw z rozdzialéw 4 i 5 udato
sie nam uzyska¢ pely opis widma o(aT’) (Twierdzenie 6.11).

Do zjawiska spdjnosci widma rozwazanych operatorow wrocimy jeszcze w rozdziale
9, patrz uwagi do rozdziatu 9.



Rozdzialt 7

Odwracalnos¢ operatorow w
algebrach generowanych przez
wazone operatory przesuniecia w
przestrzeniach Hilberta.

W poprzednim rozdziale analiza C*-algebry C*(A,T) generowanej przez operatory
al, a € A, dzialajace w przestrzeni Hilberta, doprowadzita nas do opisu widma
tychze operatorow. Jest to technika, ktora mie przenosi si¢ wprost na operatory w
przestrzeniach Banacha i dlatego, poczawszy od tego rozdziatu, przechodzimy do ko-
lejnego (drugiego i zarazem koricowego) etapu naszych badan. W rozdziatach 7 — 9
skonstruujemy ,,most”, ktory postuzy nam jako przejscie od zbadanej juz sytuacji w
przestrzeniach Hilberta do sytuacji w przestrzeniach LP. Pozwoli to m. in. otrzymac
pelny opis widma konkretnych wazonych operatoréw przesuniecia al;, w przestrze-
niach LP, 1 < p < oo. Mianowicie, w nastepujacych rozdziatach, udowodnimy, ze
mozliwe jest sprowadzenie opisu widma o(aT},) do takiegoz zagadnienia dla operato-
réw aTy dziatajacych w przestrzeniach Hilberta L? (Twierdzenie 9.1). Wyzej wymie-
nione rezultaty potrzebuja jednak znacznego rozbudowania stosowanego aparatu, a w
szczegblnosci wymagaja dokladniejszej analizy odwracalnosci elementow C*-algebry
C*(A,T), co jest celem obecnego rozdziahu.

W niniejszym rozdziale rozwazaé¢ bedziemy uniwersalng algebre typu C*(A,T),
ktéra oznaczaé bedziemy przez C*(X,a;Y) (algebra ta jest blizej opisana w uzu-
pelieniach). Po pierwsze zbadamy nieprzywiedlne reprezentacje dyskretne algebry
C*(X, o;Y), pokazujac m. in. ich zwiazek z orbitami rozszerzonego uktadu dynamicz-
nego (X, @). Dzieki temu (poprzez tzw. dyskretyzacje) otrzymamy warunki konieczne i
dostateczne odwracalnosci elementéw algebry C*(X, a; Y'). Po drugie wykazemy nowa
wersje Twierdzenia Wienera dla algebry C*(X, a;Y'), co dostarczy nam informacji na
temat postaci operatoréw odwrotnych do odwracalnych elementéw C*(X,«;Y). Z
otrzymanych wynikéw bedziemy korzysta¢ w rozdziale 8.
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7.1 Algebra kowariancji C*(X,a;Y)

W calym obecnym rozdziale zaklada¢ bedziemy, ze A jest przemienng C*-algebra, a
T jest czesciowa izometria taka, ze zachodza relacje

TAT* C A, T*T € A

oraz dla wszystkich ax € B, k = 0,£1,+2,...,£N, gdzie B = span {U;>, T AT"},
zachodzi nierownos¢ postaci

laoll < : (7.1)

N N
Z a_kT*k + Z aka
k=1 k=0

Wtedy (na mocy Twierdzenia B.3; uzupekienia) C*-algebra C*(A,T) generowana
przez A i T z dokladnoscia do kanonicznego izomorfizmu jest jednoznacznie wyzna-
czona przez tréjke (X, o;Y), gdzie (X, a) jest czesciowym uktadem dynamicznym, a
Y jest domknietym podzbiorem X zawierajacym X \ A_; bedacym otoczka ideatu
J={{a € A: T'Ta = a}. Przyjmiemy oznaczenie

C*(X,o;Y) :=C*(A,T)

i algebre C*(X, a;Y') bedziemy nazywaé¢ (wzgledna) algebra kowariancji czesciowego
uktadu dynamicznego wzgledem zbioru Y (por. Definicja A.4). Przyjmowaé tu takze
bedziemy utozsamienia

A=C(X) oraz B=0C(X),

gdzie X jest przestrzenia opisana w Twierdzeniu 1.28.

Wspomnijmy, ze dla kazdej tréjki (X, «;Y) o wyzej wspomnianych wlasnosciach ist-
nieje algebra C*(X,a;Y) (por. Twierdzenie A.3) oraz dowolna C*-algebra postaci
C*(A,T), gdzie T jest operatorem generujacym na A lub A, = T*TA @ A(1 —
T*T') ukltad topologicznie dowolny jest automatycznie pewna algebra kowariancji, por.
Twierdzenie 6.5.

7.2 Klasyfikacja orbit i reprezentacje dyskretne al-
gebry C*(X, oY)

Niech (X, @) bedzie naturalnym rozszerzeniem (X, o) zwiazanym ze zbiorem Y (De-
finicja 1.32). Kazdej orbicie uktadu (X, @) przyporzadkujemy pewna reprezentacje
dyskretna algebry kowariancji C*(X, a; V'), gdzie przez reprezentacje dyskretna rozu-
miemy nastepujace naturalne uogélnienie definicji dotyczacej klasycznych iloczynéw
krzyzowych [Tom87, Def. 4.1.2].

Definicja 7.1. Powiemy, ze reprezentacja m algebry kowariancji C*(X, «, Y) na prze-
strzeni Hilberta H jest dyskretna, jesli istnieje w H wektor bedacy wektorem wiasnym
dla wszystkich operatoréw 7(a), a € C(X).



RoOZPRAWA DOKTORSKA 129

Orbitg punktu x € X bedziemy nazywaé zbiér

O(@) := |J a*({z} N Ay).
keZ
Zanim przejdziemy do zapowiedzianej klasyfikacji orbit oraz reprezentacji z nimi zwia-
zanych przypomnijmy, ze ® : X — X oznacza rzut na zerowa wspdtrzedna, str. 21,
oraz ~ B ~ B ~ N B
Ao =) Ay, A=) AL, A=A NA_.
neN neN

7.2. Orbity skonczone. Jesli T ¢ (ﬁﬂ,o U A_oo), to powiemy, ze T posiada orbite
skoriczong. W tym przypadku istnieje N € N oraz punkt zg € Y N Ax \ Ay taki,
ze

®(0(%)) = {mo, o), ..., &N (z0)}. (7.2)
Przyporzadkujemy orbicie O(Z) reprezentacje 7y : C*(X,;Y) — L((*(N)) na N-
wymiarowej przestrzeni Hilberta ¢?(N) wyznaczona przez relacje

a(xo) 0 0
() im (:) a(oz(:xo)) (:) e A=C(X), m(T) =Ty
0 0 o a(a¥ " (z))

gdzie Ty jest ,Scietym” operatorem lewostronnego przesuniecia (ang. truncated shift):

01 0 0 0 0O 0 O
0 01 0 1 0O 0 O
Ty:=1|: @ , Sy = Tn)" =] : oo
0 00 1 0 . 1 0 O
0 0 0 0 0O .. 0 1 0

Jednoznaczno$¢ reprezentacji m; jest oczywista. Poprawnos¢ jej okreslenia wynika z
uniwersalnosci algebry C*(X, «;Y), gdyz bezposredni rachunek wykazuje, ze tréjka
(7|4, Tiv, (2(N)) jest reprezentacja kowariantna uktadu (X, ) zwiazana ze zbiorem
{zo} C Y, patrz Definicja A.2 w uzupehieniach. Zatem integruje sie ona do repre-
zentacji algebry C*(X, «;Y'), por. Twierdzenie A.3.

7.3. Orbity dodatnio nieskonczone. Jesli & € AJFOO \ A_.., to powiemy, ze T
posiada orbite dodatnio nieskonczong. Istnieje wtedy punkt zo € Y N A, taki ,ze

d(0(@)) = {wo, ap), ..., " (w0), ... }. (7.3)

Przyporzadkujemy orbicie O(Z) reprezentacje 7 : C*(X,;Y) — L(£*(N)) na prze-
strzeni Hilberta ¢?(N) jednoznacznie wyznaczona przez relacje

a(zo) 0
0 a(a(xg)) 0

0 0 a(0(m)) . |’ ace A, w(T)="Ty,

m(a) == ~
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gdzie Ty € L(¢*(N)) jest standardowym operatorem lewostronnego przesuniecia,
por Przykiad 1.13. Uzasadnienie poprawnosci okreslenia 7 przebiega podobnie jak
w przypadku poprzednim: Tréjka (7|4, Ty, ¢*(N)) jest reprezentacja kowariantna
uktadu (X, ) zwiazana ze zbiorem {x,} C Y. Zatem zadaje ona reprezentacje al-
gebry C*(X, a;Y'), Twierdzenie A.3.

7.4. Orbity ujemnie nieskonczone. Jesli T € A,OO\AJFOO, to powiemy, ze T posiada
orbite ujemnie nieskoriczong. W tym przypadku istnieje ciag (zg, 1, T2, ....) punktéw
z X takich, ze

a(Tpi1) =xp, n €N, oraz  xg € A_ \ Ay (7.4)

oraz

¢(O0()) ={..., T, ..o, T2, T1, T }- (7.5)

Analogicznie jak powyzej przyporzadkujemy orbicie O(Z) reprezentacje algebry ko-
wariancji na przestrzeni £%(N). Mianowicie, niech 7= : C*(X, o;Y') — L(¢*(N)) bedzie
reprezentacja taka, ze

a(xg) 0
0 a(zy) O
O O CL(%Q) s a & .A, 7Tm<T) = SN,

m=(a) :=

gdzie Sy € L(£*(N)) jest standardowym operatorem prawostronnego przesuniecia, por
Przyktad 1.13. Jako, ze Sy jest izometria, tréjka (3|4, Sy, £?(N)) jest reprezentacja
kowariantna uktadu (X, o) zwiazana ze zbiorem pustym. W szczegdlnosci reprezenta-
cja m jest poprawnie okreslona, Twierdzenie A.3.

7.5. Orbity obustronnie nieskonczone. Jedli ¥ € Ay = A_Ooﬂﬁﬂ,o, to powiemy,
ze T posiada orbite obustronnie nieskoniczong (mimo, iz jesli T jest punktem okreso-
wym, to zbidér O(Z) jest skoniczony). W tym przypadku istnieje ciag (xq, z1, zo, ....)
punktéw z X takich, ze

a(Tpy1) = Tp, n €N, Ty € Ao

O(O@)) = {..., Tpy ., To, T1, o, (0), m3), ..., " (w0), ... }.

Niech 7= bedzie reprezentacja algebry C*(X, a, Y) na przestrzeni (%(Z) taka, ze

m=(a)e, = {a(a”(xo))en, n=>0 , a€ A 7(T) =1z,

a(z_y)en, n<0 ’

gdzie {e,}nen jest standardowa ortonormalna baza w (*(Z), a Ty jest odwracal-
nym operatorem lewostronnego przesuniecia: T%ze, := e,_1, n € Z. Podobnie jak w
przypadku poprzednim, tréjka (7|4, Tz, £*(Z)) jest reprezentacja kowariantna (X, «)
zwiazana ze zbiorem pustym Y. Stad okreslenie 7 jest poprawne, Twierdzenie A.3.
Zauwazmy, iz w tym przypadku reprezentacja 7 jest wyznaczona jednoznacznie przez
zbiér O(Z) z dokladnoscia do unitarnej réwnowaznosci.
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Obraz algebry B = C(X) przy wszystkich powyzej zdefiniowanych reprezenta-
cjach sktada si¢ z operatoréw mnozenia. Zatem wszystkie reprezentacje 73, T € X,
sa dyskretne. Poza tym, za wyjatkiem przypadku, gdy punkt z € X jest okresowy,
reprezentacje te réwniez nieprzywiedlne, por. [0’Don75, 2.1 i 3.1]. Z punktem okre-
sowym T € X zwiazemy cala rodzing m;,, A € S1. reprezentacji nieprzywiedlnych.
Zwiazek miedzy reprezentacjami 7 oraz m; \, A € S 1. wyjasnimy w Stwierdzeniu 7.7.

7.6. Orbity okresowe. Niech = € A bedzie punktem okresowym o okresie N, to
jest niech a™(Z) = 7 i a¥(7) # x, dla 0 < k < N. Wtedy zy := ®(Z) jest punktem
okresowym o okresie N oraz

®(0(7)) = {z0o, a(x0), ..., & (z0)}.

Niech A € S'. Rozpatrzmy reprezentacje 75, : C*(X,a;Y) — L({*(N)) taka, ze
75 jest na A = C(X) zadana (formalnie) tym samym wzorem co w paragrafie 7.2,
natomiast m ,(T) jest operatorem unitarnym danym przez macierz

O X 0 ... 0O
0O 0 XN ... O
Tyx:=| ¢+ ¢+
0 0 0 ... X
A0 0 ... 0

Dla kazdego A € S tréjka (75 5|4, Tvx, £2(IN)) jest reprezentacja kowariantna ukladu
(X, ) zwiazang ze zbiorem pustym, a zatem reprezentacja 5 Jest poprawnie okre-

Slona, por. Twierdzenie A.3. Poza tym jest ona nieprzywiedlna, gdyz obrazem m;
jest L(£2(N)).

Stwierdzenie 7.7. Niech 7 € X bedzie okresowym punktem o okresie N. Wtedy
C*(m3(A), Tz) = C(S', L(*(N)))
i dla kazdego \ € S* prazyporzqdkowanie

T3 (a) — WE,,\(Q)> T7 — Ty

przedtuza sie do reprezentacji nieprzywiedinej algebry C*(m+(A),Tz). Ponadto z do-
ktadnosciq do unitarnej rownowaznos$ci kazda reprezentacja nieprzywiedina algebry
C*(m3(A), Ty) jest tej postaci.

Dowéd. Z jednej strony wiadomym jest, patrz uzupehienia i np. [O’Don75], iz
C*(m5(A), Tz) = C*(Xr,, &3 0), gdzie X = {7, a(3),...,a"1(¥)}. Z drugiej strony
C*(X,.,&;0) = C(SY, L(2(N))), patrz [Tom87, Str. 134]. Wystarczy zatem zastoso-
wadé, np. [Tom87, Tw. 4.2.1]. [ |

Dla dowolnej reprezentacji m : C*(X, ;YY) — L(H) mozemy (por. uzupelnienia,
Twierdzenie C.6) przyjaé utozsamienia

(C(X)) =C(Xs),  w(C(X)) = C(Xn),
gdzie X, = hull(C(X) Nkern) i X, = hull(C(X) Nker ) sa zbiorami domknietymi.
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Twierdzenie 7.8. Jesli m : C*(X,a;Y) — L(H) jest reprezentacjq nieprzywieding,
to nastepujgce warunki sq rownowazne

i) ™ jest unitarnie réwnowaina z ktoras z reprezentacji Tz, dla nieokresowego
punktu T € X, lub 7z, A € St dla okresowego punktu 7 € X,

i) przestrzen X, posiada punkty izolowane,
iii) 7 jest reprezentacjq dyskretng.

Dowdéd. Implikacje 1)=ii), iii) sa jasne.
iii)=i). Niech §, € H bedzie wspélnym unormowanym wektorem wiasnym dla wszyst-
kich operatoréw 7(a), a € C(X). Wtedy stan ¢, algebry C*(X, o;Y) odpowiadajacy
wektorowi &, tj. ¢g,(a) = (m(a)éo, o), jest na C' ()7 ) funkcjonatem liniowo-multiplika-

tywnym. Zatem istnieje punkt Ty € X taki, ze ¢g,(a) = a(Zp), a € C(X), a stad
7T(CL)§0 = Cb(f())&), a € O(y)
W szczegdlnoscei dla kazdego n € N

’507 50 S An
07 fO ¢ An

507 %0 € Afn

0 %o ﬁé A_ g 71-(TnT*n)fo = {

(T T")& = {

i jesli m, n € sa takie, ze 7o € A, N A_,,, to dla kazdego a € C’()?) mamy
m(a)m(T")& = m(T")m(T*"aT™)&o = m(T")a(a"(7))§ = a(a™(Zo))m(T™)So,
m(a)m(T"")& = m(T™")m (T aT™™)&0 = a(a™"(Zo))m(T™™)&.

Oznaczmy przez B niezerowe wektory z sposréd rodziny {7 (7")&o bnenU{m(T*™)&o bmen-
Z powyzszych rozwazan wynika, iz elementy 9B sa unormowanymi wektorami wia-
snymi dla wszystkich operatoréw m(a), a € C(X). Przestrzen rozpieta przez te
wektory jest niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie operatoréw = (T), n(T*), w(a),
a € C(X), a zatem jest niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie algebry 7(C*(X, a;Y))
i z nieprzywiedlnosci © wynika, iz B rozpina cala przestrzen H.

Jesli ponadto punkt Ty nie jest okresowy to niezerowe wektory z 8 sa parami ortogo-
nalne, jako wektory wlasne odpowiadajace roznym wartosciom wlasnym dla pewnego
operatora samosprzezonego 7(a) — kazde dwa punkty z X mozna rozdzieli¢ za po-
moca pewnej funkcji a € C'(X) o wartosciach rzeczywistych. Zatem w ym przypadku
B jest baza ortonormalna przestrzeni H i nietrudno spostrzec, ze 7 jest unitarnie
réwnowazne reprezentacji 7y, .

Jesli punkt 7y jest punktem okresowym o okresie IV, to

H; = {¢ € H :m(a)¢ = a(a'(Z))€, dla kazdego a € C(X)},

1=20,..,N — 1, sa niepustymi podprzestrzeniami H i operator T przeksztalca izome-
trycznie H; na H;_1 (moaq n)- Zatem przestrzen G}i]i_ol H; jest niezmiennicza ze wzgledu
na dziatanie algebry 7(C*(X, a;Y")) i z nieprzywiedlnosci m mamy

N-1
H=@ H,.
=0
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Zauwazmy dalej, ze dim(Hy) = 1, gdyz w przeciwnym razie istnialaby nietrywialna
podprzestrzen niezmiennicza H)y C Hy dla operatora unitarnego (T%) : Hy — Hy, a
wtedy H' := @N,! n(T%) H} bytaby nietrywialna podprzestrzenia H niezmiennicza ze
wzgledu na dzialanie 7(C*(X, a;Y)).

Skoro dim(Hp) = 1, to dim(H;) = 1,7 = 1, ..., n, i operator unitarny 7(7%) : Hy — Hy
jest postaci m(T™)ey = yeo, gdzie v € S*. Zatem mozna wybraé baze e, €y, ...ex_1 W
H, e; € H;, tak, ze

7-[-(jw')€f) - Aie—i (mod 0) 77(@)61' = a(&i(fg))ei,

gdzie \" = 7. Baza ta ustala unitarna réwnowaznos¢ reprezentacji m z reprezentacja
7-(-3‘,'07)\. s .

ii)=iii). Jesli Zy jest punktem izolowanym w X, to istnieje a € C(X) takie, ze
a(Tg) = 1 oraz a(z) = 0, dla ¥ € X, \ {Zo}. Wtedy 7(a) jest niezerowym rzutem
ortogonalnym i dla dowolnego b € C'(X) mamy

7(b)m(a) = w(ba) = w(b(ZTo)a) = b(Zy)m(a).

Zatem dowolny niezerowy wektor z m(a)H jest wspélnym wektorem wlasnym dla
wszystkich a € C(X). ]

7.3 Dyskretyzacja jako metoda badania odwracal-
nosci operatorow

W przeciwienistwie do elementu b € C*(X, oY) operatory m=(b), & € X, gdzie 7=
sa reprezentacjami dyskretnymi zdefiniowanymi w punktach 7.2 - 7.5, sa zazwyczaj]
znane, a juz na pewno znacznie mniej ztozone. Jesli na przyklad b = aT, gdzie a €
B, to operatory m(b), T € X, sa po prostu klasycznymi operatorami przesuniecia
z waga dzialajacymi w przestrzeniach (2. Operatory typu m(b) bedziemy nazywaé
dyskretyzacjami operatora b.

Definicja 7.9. Niech a7, a € A, bedzie abstrakcyjnym wazonym operatorem prze-
suniecia na przestrzeni Hilberta H z waga w C*-algebrze A C L(H), niech (X, a)
bedzie uktadem generowanym przez T na widmie A i niech Y bedzie otoczka ideatu
J={a€ A:aT*T = a}. Jesli przyporzadkowanie

T+ T, a—a, a€A, (7.6)

przedhuza sie do izomorfizmu C*(A,T) = C(X,a;Y), to dla kazdego operatora b €
C*(A,T) operatory mx(b), T € X, zdefiniowane w punktach 7.2 - 7.5 bedziemy nazy-
waé dyskretyzacjami operatora b.

Uwaga 7.10. Warunkiem dostatecznym na to, by przyporzadkowanie (7.6) przedtu-
zalo sie do izomorfizmu C*(A,T) = C(X, «;Y) jest np. topologiczna wolnosé¢ uktadu
(X4, ay) (lub tym bardziej ukladu (X, «)) patrz Twierdzenie 6.5. Warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym jest spelienie nieréwnosci (7.1), por. Twierdzenie B.3 w
uzupelnieniach.
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Celem obecnego ustepu jest prezentacja dowodu nastepujacego twierdzenia. Po-
jawiajace sie tu zalozenie o metryzowalnosci X ma swoje zrédlo we Wniosku 7.15
bedacym jednym z krokéw przytoczonego ponizej dowodu.

Twierdzenie 7.11 (O odwracalnosci elementéw algebry C*(X,«;Y)). Jesli
X jest przestrzeniq metryzowalna, to element b algebry C*(X, a;Y) jest odwracalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy odwracalna jest kazda jego dyskretyzacja m(b), T € X.

Biorac pod uwage Twierdzenie 6.5, jako wniosek z powyzszego twierdzenia otrzy-
mamy

Twierdzenie 7.12 (O odwracalno$ci operatoréw w przestrzeniach Hilberta).
Niech aT' bedzie wazonym operatorem przesuniecia na przestrzeni Hilberta H z wagq
w C*-algebrze A i niech (X, «) oraz (X4, ay) beda uktadami generowanym przez T
odpowiednio na widmie A oraz widmie A, = C*(A,T*T). Jesli X jest przestrzeniq
metryzowalna, a (X1, ay) jest uktadem topologicznie wolnym, to

operator b € C*(A,T) C L(H) jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy
odwracalna jest kazda jego dyskretyzacja m(b), T € X.

Koniecznos¢é warunku zawartego w Twierdzeniu 7.11 jest oczywista, gdyz odwzo-
rowania 7z, T € X, sa homeomorfizmami. By pokazaé dostatecznosé tego warunku

x?

postuzymy sie nastepujacym znanym faktem, patrz np. [Leb82, Lemat 1].

Lemat 7.13. Element d C*-algebry D z jedynka jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej reprezentacji nieprzywiedine; m algebry D odwracalny jest operator
m(d).

Z Twierdzenia 7.8 oraz Stwierdzenia 7.7 wynika, ze jesli wszystkie operatory m(b),
7 € X, sa odwracalne, to operator m(b) jest odwracalny dla kazdej dyskretnej repre-
zentacji nieprzywiedlnej 7 algebry C*(X, a;Y'). Nie mozemy w tym momencie jednak
zastosowa¢ Lematu 7.13, bowiem istnieja algebry kowariancji posiadajace reprezenta-
cje nieprzywiedlne niebedace dyskretnymi (np. algebra C*(S!, o), gdzie « jest obrotem
o kat niewymierny, por. [Tom87, Str. 104]). Dlatego potrzebujemy przyjrzeé sie blize;
wlasnie takim reprezentacjom.

Stwierdzenie 7.14. Jeslin : C*(X, ;YY) — L(H) jest reprezentacjq nieprzywieding,
to dla kazdych dwu niepustych, otwartych zbiorow U iV w X, istnieje n € Z takie,
ze

A UNA)NV 0. (7.7)

Ponadto, jesli reprezentacja ™ nie jest dyskretna, to X, C A, = Unez A,,.

Dowéd. Niech 7 : C*(X, ;YY) — L(H) bedzie reprezentacja nieprzywiedlna. By
wykaza pierwsza czes¢ stwierdzenia zalozmy, ze istnieja dwa niepuste zbiory U, V/
otwarte w X takie, ze dla kazdego n € Z, zbiory &"(Uﬂﬁn) i V sa roztaczne. Wtedy
zbior

w:=Ja"(Un A,)

ne”Z
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jest otwartym, niepustym a-niezmienniczym podzbiorem X, roztacznym z V. Zatem
zbiorowi w odpowiada rzut spektralny P(w), nalezacy do stabego domknigcia algebry
m(C(X)) taki, ze

P(w)#0, Pw)#1 oraz TP(w)= Pw)T.

Skoro rzut P(w) komutuje z algebra 7(C/(X)) = C(X,), to w konsekwencji komutuje
on réwniez z algebra 7(C*(X, a,Y')), co daje sprzecznos¢ z nieprzywiedlnoscia 7.

Zal6ézmy teraz, ze T jest reprezentacja nieprzywiedlng taka, ze X, € Ao . Wtedy dla
pewnego ng € N, X, \A o 7£(Z)lubX \Ano # () Zalézmy tu np., e X, \A no Z 0
(przypadek, gdy X, \ A,, # 0 rozpatruje sie analogicznie). Wtedy dla dowolnego
niepustego otwartego podzbioru U przestrzeni X, \ A_,, zbiory a*(U N A,), n =

—ng + 1, —ng + 2, ..., sa parami rozlaczne, a ich suma
oo ~
Wy = U &n(UﬂAn)
n=-—ng

jest otwarta niepusta i a-niezmiennicza. Analogicznie jak w pierwszej czesci dowodu,
na mocy nieprzywiedlnosci reprezentacji 7, widzimy, iz rzut spektralny P(wy) od-
powiadajacy zbiorowi wy jest operatorem identycznosciowym na H, co oznacza, ze
wy = X,. Zatem z dowolnosci WX/bOI“u zbioru U wynika, ze U = X \ A_no jest zbio-
rem jedno-elementowym. Czyli X, posiada punkt izolowany i na mocy Twierdzenia
7.8 7 jest reprezentacja dyskretna,. |

W teorii topologicznych uktadéw dynamicznych warunek (7.7) nieodlacznie wiaze
sie z pojeciem tranzytywnosci. Mianowicie dla homeomorfizmu « : X — X, na prze-
strzeni metrycznej X, warunek (7.7) réwnowazny jest istnieniu punktu = € X takiego,
ze X = {an(x) : n € Z}, patrz [Wal82, Tw. 5.8], [BS03, 2.2].

Whniosek 7.15. Jesli przestrzen X jest metryzowalna oraz w : C*(X,a;Y) — L(H)
Jjest nieprzywieding reprezentacja niebedacq reprezentacja dyskretna, to istnieje punkt
T € Ay taki, Ze

X, ={a"&):nez}.

Teraz jesteSmy gotowi, zeby zakonczy¢ dowdd Twierdzenia 7.11.

Dowdd Twierdzenia 7.11. W swietle Lematu 7.13, Twierdzenia 7.8 i Stwierdze-
nia 7.7 potrzebujemy jedynie pokazaé, ze jesli wszystkie operatory mx(b), T € X, sa
odwracalne i 7 jest nieprzywiedlna reprezentacja niebedaca reprezentacja dyskretna,
to operator 7(b) rowniez jest odwracalny. Jedli 7 jest taka reprezentacja, to na mocy
Whiosku 7.15 istnieje punkt Zy € A, taki, ze X, = {a"(Zo) : n € Z}. Reprezentacje
75, zdefiniowana w punkcie 7.5, mozna traktowac jako zintegrowana reprezentacje
kowariantna ukladu (va &) zwiazana ze zbiorem pustym, por. Definicja A.2, Twier-
dzenie A.3. Wprost z jej definicji wynika, ze spetnia ona warunek (B.1), a zatem mamy

kanoniczny izomorfizm

5, (C*(X, ;. Y)) = C*(X,, &; 0),

patrz Twierdzenie B.3. Analogicznie, reprezentacje m mozna traktowa¢ jako repre-
zentacje zadana przez reprezentacje kowariantng ukladu (X, &) zwiazana ze zbio-
rem pustym. Otrzymujemy stad, por. Twierdzenie A.3, ze istnieje epimorfizm algebry
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75, (C*(X, a;Y)) na algebre 7(C*(X, a;Y)), przy ktérym 73 (b) przechodzi na w(b) i
skoro 75, (b) jest operatorem odwracalnym, to operator 7 (b) jest réwniez odwracalny.

7.4 'Twierdzenia typu Wienera

Przypomnijmy, ze podalgebre A algebry B z jedynka 1 € B, taka, ze 1 € A, nazywa
sie petng podalgebrg algebry B, gdy kazdy element a € A odwracalny w B jest rowniez
odwracalny w A (réwnowaznie widmo kazdego elementu w algebrze A pokrywa sie
z jego widem w algebrze B). Klasyczny rezultat Wienera méwi, ze algebra funkcji
okresowych rownych swojemu rozwinieciu w szereg Fouriera, ktorych ciag wspétezyn-
nikéw jest absolutnie sumowalny, jest pelna podalgebra wszystkich ciaglych funkcji
okresowych, por. [Zel, 9.4.b], [Rud01, 11.6]. Wykazemy, ze analogiczne twierdzenie
zachodzi réwniez dla algebr kowariancji C*(X, «; Y') (i wsp6tezynnikéw Fouriera zde-
finiowanych w Twierdzeniu A.5). Opieraé sie bedziemy na znanej wersji Twierdzenia
Wienera dla algebr Banacha [BP42]. Jesli D jest algebra Bancha, a X przestrzenia
zwarta, to przez C(X, D) oznaczaé bedziemy algebre funkcji ciagtych na X, przyjmu-
jacych wartosci w D.

Twierdzenie 7.16 ([BP42]). Niech D bedzie algebra Banacha z jedynka i niech
F(SY,D) bedzie podzbiorem C(S', D) sktadajacym sie z funkcji postaci

fO) =Y\, gdzie Y |lax| < o0, ar €D, k € Z.

keZ kez
Wtedy F(S', D) jest petna podalgebra C(S*, D).
Pierwszym krokiem jest

Twierdzenie 7.17. Zbior funkcji, o wartoSciach operatorowych, postaci

STa g AT 43T e \PTE, gdzie > |an]| < oo, ay € C(X), keZ,

k=1 k=0 kEZ
stanowi pelng *-podalgebre algebry C(S*, C*(X,a;Y)).

Dowdd. Jasne jest, iz opisany powyzej zbidr jest *-podalgebra C(S?, C*(X, a; Y)).
Niech f(A) = 322, a_p AP T* 4% ap AFT* bedzie elementem tego zbioru i niech f
bedzie odwracalne w C'(S, C*(X, «;Y)). Wtedy na mocy Twierdzenia 7.16 element
f jest odwracalny w podalgebrze F(S',C*(X,a;Y)) algebry C(S',C*(X,;Y)), to
jest

FOTT =D A, gdzie Y |||l <00, bp € CF(X,a3Y).
keZ keZ
Aby zbadaé posta¢ elementéw by, oznaczmy przez D domkniecie w C(SY, C*(X, a;Y))
zbioru:

(7 a AT L g TR Y Ja]| < o0, ar € C(X), k€ Z}.
k=1 k=0 keZ
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Zauwazmy, ze D (jako C*-podalgebra) jest pema podalgebra C(S', C*(X, ;YY) i
skoro f € D, to f~' € D. Ustalmy teraz ko € Z i niech g(\) = 352, d_ AT +
3% o de AFT* bedzie elementem D. Stad, iz g(\) = va(g(1)), gdzie vy jest automorfi-
zmem C*-algebry C*(X, ;YY) opisanym w Twierdzeniu A.6, oraz z Twierdzenia B.3
otrzymujemy

l9llcoestosxavy = 190 lox(x,av) = [ldio |-

Zatem odwzorowanie
di T*, ko >0,

Nko(Q) - {deT*|k0’ kO < O’

jest poprawnie zdefiniowane i przedtuza sie do ograniczonego operatora na D. Dla
unormowanej miary lebesgue’a m na S*, Z jednej strony mamy

[, FOVTAodm() = Ny (F) ),

natomiast z drugiej

/51 f(/\)—l)\—k’odm()\) = Z by /51 )\k—kodm()\) = by,

kEZ

Stad wynika, ze f(\)~! jest postaci

f()\)fl — Z AfkdikT*k + Z )\kdka,
k=1 k=0

dla pewnych elementéw d € C(X), k € Z, takich, ze 3 iez ||di]| < oo, [ |
Teraz wykazemy glowny rezultat tego podrozdziahi, ktory zastosowany do Przy-
ktadu B.4 (uzupehienia) przyjmuje posta¢ klasycznego Twierdzenia Wienera.

Twierdzenie 7.18 (Twierdzenie Wienera dla algebr kowariancji). Zbior ele-
mentow postaci

STa T+ @ T, gdzie > |lar|| < oo, ar € C(X), k € Z,
k=1 k=0

kEZ
stanowi pelng *-podalgebre algebry kowariancji C*(X, a;Y).

Dowdéd. Jasne jest, iz opisany powyzej zbidr jest *-podalgebra C*(X, a;Y"). Niech
b=>%, a_kT*k—f—ZZO:O a T" bedzie elementem tego zbioru, odwracalnym w C* (X, o; V).
Wtedy dla kazdego A € S* element

0) =D A Fa T+ 3 Ma, T
k=1 k=0

jest réwniez odwracalny, patrz Twierdzenie A.7. Zatem odwzorowanie v((b) : S* 2
A — (b) € C*(X,a,Y) jest odwracalnym elementem algebry C'(S*, C*(X, o;Y)) i
na mocy Twierdzenia 7.17 element 7, (b) ™! jest postaci

(b)) =S ATF T £ SN T, gdrie Y ||di]] < 00, di € O(X).
k=1 k=0 kEZ
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Stad operator
oo [e.e]
b =y (b) 7 =D d T+ ¢ TF
k=1 k=0
jest pozadanej postaci. |
Stosujac Twierdzenie 6.5 otrzymujemy kolejna, wazna w kontekscie operatorow
przesuniecia z waga, wersje powyzszego twierdzenia typu Wienera.

Twierdzenie 7.19 (O postaci operatora odwrotnego). Niech a1 bedzie abstrak-
cyjnym operatorem przesuniecia na przestrzeni Hilberta H z waga w C*-algebrze A
i niech uktad (X, o) generowanym przez T na widmie A, = C*(A,T*T) bedzie
topologicznie wolny. Jesli operator postaci

b=> a T+ a,T"  gdzie > |ar|| < o0, ap € B=C*(|J T*AT™),
k=1 k=0

keZ neN

jest odwracalny, to operator b=' jest réwniez powyzszej postaci.

Uwagi do rozdzialu 7

Przedstawiona w podrozdziale 7.2 klasyfikacja dyskretnych nieprzywiedlnych repre-
zentacji algebry C*(X, a;Y) jest uogdlnieniem analogicznej klasyfikacji dla klasycz-
nych produktéw krzyzowych (w przypadku algebry przemiennej i grupy G = Z), por.
[Tom87, podrozdzial 4.1].

Reprezentacje za pomoca operatoréw dyskretnych, zwigzanych z orbitami odpo-
wiednich uktadéw dynamicznych, jako metoda analizowania odwracalnosci operato-
réw funkcjonalnych stuzyly w réznych przypadkach wielu autorom, patrz [AL94, uwagi
do podrozdziatu 21], [Ant96, uwagi do rozdziatu 3]. Idea ogdlnego podejécia, oparta
na badaniu reprezentacji nieprzywiedlnych odpowiednich C*-algebr zwiazanych z au-
tomorfizmami zostala przedstawiona przez A. V. Lebedeva w [Leb82]. W szczegdlno-
Sci gtéwnym rezultatem [Leb82| jest wersja Twierdzenia 7.11 wykazana przy zaloze-
niu, ze T jest operatorem unitarnym generujacym topologicznie wolny homeomorfizm
a: X — X, por. [AL94, Tw. 21.2], [Ant96, Tw. 10.1].

Najprawdopodobniej jako pierwszy Twierdzenie 7.16 [BP42], do wykazania twier-
dzenia typu 7.18, 7.19, zastosowat V. N. Semenjuta [Sem77], ktéry badal operatory
kompozycji z obrotami okregu S* o kat niewymierny. Nastepnie pomyst ten stosowalo
wielu autoréw, do réznych operatoréow, a ogdlne twierdzenia dla C*-algebr i produk-
téw krzyzowych zwiazanych z automorfizmami otrzymal A. V. Lebedev, por. [AL94,
uwagi do podrozdziatu 26]. Twierdzenie 7.18 jest uogdlnieniem wyniku [AL94, Tw.
26.6] dla produktéw krzyzowych, w przypadku algebry przemiennej i grupy G = Z.
Abstrahujac od roli, jaka w klasycznym kontekscie peli twierdzenie Wienera, otrzy-
many tutaj rezultat postuzy nam w nastepnych rozdzialach jako narzedzie w badaniu
odwracalno$ci, umozliwiajace przejécie od operatoréw w przestrzeni L? do operatoréw
w przestrzeniach LP.



Rozdzial 8

Odwracalnos¢ elementéow algebr
generowanych przez konkretne
wazone operatory przesuniecia w
przestrzeniach L”

Gléwnym rezultatem obecnego rozdzialu jest Twierdzenie 8.7, ktére mowi, ze od-
wracalnos¢ operatoréw nalezacych do algebry B, zawierajacej konkretne operatory
wazonego przesuniecia a7, a € A, dzialajace w przestrzeniach LP, 1 < p < oo,
formalnie nie zalezy od p. Dzigki temu twierdzeniu oraz wynikom rozdzialu 6, w
rozdziale 9 otrzymamy peny opis widma operatoréw aT,.

Zmierzajac do Twierdzenia 8.7 poczynimy dwa kroki. Po pierwsze, korzystajac
z udowodnionego w poprzednim rozdziale twierdzenia typu Wienera dla algebr ko-
wariancji (podrozdzial 7.4) pokazemy, ze odwracalnosé elementéw w algebrach ge-
nerowanych przez klasyczne wazone operatory przesuniecia w przestrzeniach P nie
zalezy od p. Po drugie, metoda dyskretyzacji, rOwniez opracowana w poprzednim roz-
dziale (podrozdzial 7.3), sprowadzimy odwracalnosé operatoréw w przestrzeniach LP
do odwracalnosci operatorow w przestrzeniach ¢P. Ten drugi krok wymaga najbardziej
technicznego dowodu niniejszej rozprawy — podrozdziat 8.2.1.

8.1 Odwracalnosé operatoréw w przestrzeniach /7

Niech F bedzie jedna z przestrzeni Banacha P(Z), 1 < p < oo, lub ¢(Z) (przestrzen
dwustronnych ciagéw zbieznych do zera, przy |n| — oo). Oznaczmy przez D(Z) C
L(F) algebre operatoréw mnozenia przez dwustronny ciag ograniczony, a przez Ty
klasyczny operator przesuniecia na F, to jest

I
—~
8
—
@)
~
8
—.
—_
~—
8
—~
N\
~—
~—

Ty(..., x(=1),2(0), z(1), ...)

gdzie kropka nad dana wartoscia wyznacza zerowa wspotrzedna ciagu. Nastepujacy
fakt zostal wykazany w [Leb83].

139



140 B.K. KWASNIEWSKI

Twierdzenie 8.1. Odwracalno$¢ operatora postaci

b="> aTy, gdzie Y |lax|| < oo, ar € D(Z), k € Z,
kEZ kEZ

nie zalezy od przestrzeni na ktorej dziala, to znaczy jest (dobrze okreslony i) odwra-
calny, albo nieodwracalny réwnoczesnie we wszystkich przestrzeniach (P(Z), 1 < p <
00, co(Z).

Wykazemy teraz analogiczne twierdzenie dla operatoréw na przestrzeni ciagdéw
jednostronnych. Mianowicie, niech E bedzie jedna z przestrzeni Banacha (*(N), 1 <
p < oo, lub ¢(N), oznaczmy przez D(N) C L(E) algebre operatoréw mnozenia
przez jednostronny ciag ograniczony, a przez Ty, Sy € L(F) standardowe operatory
przesuniecia na E, patrz Przyktad 1.13. Udowodnimy

Twierdzenie 8.2. Operator postaci
b= a i SE+ > Ty, gdzie D |la|| < oo, ar € D(N), k € Z,
k=1 k=0 keZ

jest (dobrze okreslony i) odwracalny, albo nieodwracalny réwnoczesnie we wszystkich
przestrzeniach (P(N), 1 < p < oo, ¢o(N).

Przypomnijmy, Twierdzenie 7.16, ze podalgebra (S, L(E)) algebry C(S*, L(E))
skladajaca sie z funkcji postaci

FN) =Y X, gdze Y [lax] < oo, ax € L(E), ke Z.

keZ keZ

jest pelma. Oznaczmy przez F(S!, D(N), Sy, Ty) podalgebre C(S!, L(E)) skladajaca
sie z funkcji postaci

FO) =Y a b AFSE+ D" ap AT, gdzie Y |lax| < oo, ax € D(N), k € Z.
k=1 k=0 kEZ

W przypadku, gdy F = ¢*(N), z Twierdzenia 7.17 wynika, ze F(S!, D(N), Sy, Tx)
jest pela podalgebra C'(S*, L(E)). Jednak, aby udowodni¢ ten fakt dla przestrzeni
Banacha, niebedacych przestrzeniami Hilberta, musimy uzy¢ innego argumentu.

Lemat 8.3. Niech E = (?(N), 1 < p < o0, lub E = ¢o(N). Niech v € S bedzie takie,
Ze " # 1 dla wszystkich n € N\ {0} ¢ niech g € D(N) bedzie operatorem mnozenia
przez ciag {V" tnen. Wtedy zbior

M, = {f e C(S" L(E) : gf(Ng~" = f(77'N), A€ S'}
jest pelng podalgebrq C(S', L(E)) oraz
F(S', L(E)) N M, = F(S', D(N), Sy, Ty).

W szczegdlnosci, jako przeciecie dwu petnych podalgebr (S, D(N), Sy, Ty) jest petna
podalgebrg C(S*, L(E)).
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Dowdd. Dowdd faktu, iz M, jest pelna podlagebra C(S*, L(E)) jest prosty. Rze-
czywiscie, jedli f jest elementem odwracalnym w C'(S', L(E)), to dla kazdego A € S*
mamy

gfN g = (gfNg )T =TI
Relacje komutacyjne
9Tn =7"'Tng,  9Sn = 7Sng
implikuja inkluzje F(S', D(N), Sy, Ty) C F(S', L(E)) N M,. By wykaza¢ inkluzje
przeciwna rozpatrzmy f(\) = 302, axA* € F(S', L(E)) N M, i ustalmy ko € N. Jako,
ze ARoSEO € M., i M, jest algebra, to ¢()\) := f(\) AR Sk € M. Przy czym

gpN)g =g apA ATFSkg! Zg (apSE0) gt \k—Fo

keZ kEeZ
oraz
o0
_1)\ Z a/kSkO k: ko __ Z(aksll\i}o,yko—k)Ak—k‘o’
kEZ kEZ

wiec poréownujac wspolczynniki przy odpowiednich potegach A dostajemy
VO arSY = glarSi)g !, kel

Niech {eg }nen bedzie standardowa baza Shaudera w przestrzeni E. Ustalmy dowolne
k € Z i niech ager, = >_12 akl e, akklo) e C. Wtedy

k (ko) k
ko— akSNOe —Za 0~ el, oraz g(akS g ey = ZQMW%
1=0

a skoro Y™ #£ A" gdy m # n, to a(kO)—O gdy ko — k # . Zatem

k
arer — CLI(”S:()) keko ks k’o}k
R0 ko <k
) 0

Stad, dla kazdego k € N, operator ay, jest postaci a = b, T, gdzie b, € D(N), a ope-
rator a_y, jest postaci a_p = b_1.SE, gdzie b_y € D(N). Czyli f € F(S*, D(N), Sy, Ty).
|

Dowdéd Twierdzenia 8.2. Niech b bedzie operatorem z tezy Twierdzenia 8.2.
Rozwazmy funkcje b(A) = Y02, a g A7"SE + 3020 axAPTE okredlona na S*. Jedli
g()\) oznacza operator mnozenia przez ciag {\"}nen, to b(A) = g(A)"tbg(N), a stad
operatory b(A) sa réwnoczesnie, albo odwracalne, albo nieodwracalne dla wszyst-
kich A\ € S'. Jedli sa one odwracalne i E # (*(N), to w $wietle Lematu 8.3,
BN L = 2 b ANTRSE 4 o0 b ARTE gdzie Yies ||br]] < oo, b € D(N). Ja-
snym jest, ze wtedy operator b(1)~! jest operatorem odwrotnym do b, niezaleznie
od przestrzeni F na ktérej dziala. Jesli operator b dziala w przestrzeni E = (>°(N), to
zachowuje on podprzestrzen ¢o(N) C ¢*°(N) i mozna go traktowaé go jako dwukrotne
sprzezenie operatora b|q, . Zatem operator b jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,
gdy odwracalny jest operator b|.,a) i dowdd jest zakonczony. |
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8.2 Odwracalnosé¢ operatoréw w przestrzeniach L’

Niech a7}, bedzie konkretnym operatorem wazonego przesunigcia na przestrzeni LF (€2),
p € [1,00], zwiazanym z czeSciowym ukladem dynamicznym (X, «), patrz Definicja
3.1. Przypomnijmy, ze operator 7, jest czeSciowa izometrig sprzezona z operatorem
Sp, a waga a jest elementem algebry A C L(L%(2)) izomorficznej z C'(X) i operator
T, generuje na widmie A uklad (X, o), por. podrozdziat 3.1. Co wiecej otoczka Y C X
ideatu

J={aecA:S,T,a=a}

nie zalezy od p, tym samym od p nie zalezy posta¢ ukladéow (X, ay) i ()A(/ , () genero-
wanych przez T, odpowiednio na widmie algebry Banacha A, = S, T, A® (1-5,1,)A
oraz algebry Banacha B = span{U,cn S;AT,'}, por. Stwierdzenie 3.5, Stwierdzenie
1.26 i Twierdzenie 1.28.

Oznaczmy przez B, p € [1, 00|, algebre operatoréw postaci

b=> a_kS;f +> akT}f, gdzie > |lax|| < oo, a; € B. (8.1)
k=1 k=0 kEZ

Jesli uktad (X, ) jest topologicznie wolny, to na mocy Twierdzenia 6.5, algebre
B, mozemy traktowac jako podalgebre algebry kowariancji C*(X, a;Y"). Wtedy zde-
finiowane w podrozdziale 7.2 dyskretyzacje m5(b), T € X, elementu b € C*(X, ;YY)
na przestrzeniach Hilberta ¢? maja sens dla elementéw algebry Bs, por. Definicja 7.9.
Rozszerzymy teraz pojecie dyskretyzacji operatora na przypadek elementow algebry
B, dla dowolnego p € [1, o0].

Stwierdzenie 8.4 (Dyskretyzacje operatoré6w na przestrzeniach L?). Zalézmy,
Ze ukltad (X, ay) jest topologicznie wolny oraz niech p € [1,00] 1 T € X.

1) Jesli & ¢ (AJFOO U A,oo), to istnieje punkt ro € Y N Ay \ Ani1 spelniajacy
(7.2) oraz doktadnie jeden ciagly homomorfizm 7 : B, — L({P(N)) taki, ze dla
a € A, m,(a) jest operatorem mnozenia przez ciag {a(a*(zo)) oy i
WE(TP) =T, W5<SP> = SN,
sq scietymi operatorami przesuniecia, por. paragraf 7.2.
2) Jesli & € Ayoo \ A_wo, to istnieje punkt zo € Y N A o spelniajacy (7.3) oraz

doktadnie jeden ciqglty homomorfizm m : B, — L({P(N)) taki, ze m,(a), a € A,
jest operatorem mnozenia przez ciag {a(a®(zo))tren, a

WE(TP) =1k, 7T~<Sp> = Sy,

T

sa (jednostronnymi) operatorami przesuniecia, por. paragraf 7.5.

3) Jesli & € A_oo \ Ajoo, to istnieje ciag (xo,x1, 22, ....) spetniajacy (7.4), (7.5)
oraz doktadnie jeden ciqgly homomorfizm m : B, — L({P(N)) taki, ze m,(a),
a € A, jest operatorem mnozenia przez ciag {a(xg)bren, @

WE(TP> = Sy, WE(SP) =T,

sa (jednostronnymi) operatorami przesuniecia, por. paragraf 7.4.
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4) Jesli T € Ao = A oNAis, toT = (0, 21, Ta, ....), gdzie Tg € Ay, oraz
istnieje doktadnie jeden ciagly homomorfizm 5 : B, — L({?(Z)) taki, ze m,(a),
a € A, jest operatorem mnozenia przez ciag {ax }rez, gdzie a, = a(af(xy)), gdy
k>0, a,=alx_y), gdy k <0, i

(L) =Ty, m:(S,) = (To) ™",
sq (dwustronnymi) operatorami przesuniecia, por. paragraf 7.5.

Dowdd. Algebra Banacha B sklada sie z operatoréw mnozenia i (formalnie) nie
zalezy od p, por. Stwierdzenie 3.5. Biorac dodatkowo pod uwage definicje operatoréw
T,, S, nietrudno sprawdzi¢, ze

|| Z a_kS;,f -+ Z CLkT;Hp = O — || Z a_kS§ + Z akTQkHQ = 0,
k=1 k=0 k=1 k=0
gdzie Y ez llak|| < oo, ar € B. Stad wynika, ze jezeli homomorfizmy 7~ sa poprawnie
okreslone dla p = 2, to sa poprawnie okreslone dla kazdego p € [1,00]. Dla p = 2
homomorfizmy 7 pokrywaja sie jednak z reprezentacjami zdefiniowanymi w podroz-
dziale 7.2. |
Powyzsze Stwierdzenie pozwala rozszerzy¢ nazewnictwo przyjete w Definicji 7.9.

Definicja 8.5. Dla b € B, operatory m;(b), T € X, opisane w Stwierdzeniu 8.4,
dzialajace w przestrzeniach (P bedziemy nazywacé dyskretyzacjami operatora b.

Twierdzenie 8.7 wykazemy opierajac si¢ na rezultatach z podrozdziatow 7.3, 7.4,
oraz ponizszym twierdzeniu, ktorego dowdd jest na tyle obszerny, ze umiescimy, go w
oddzielnym ustepie 8.2.1.

Twierdzenie 8.6 (Warunki konieczne odwracalnosci). Niech p € [1, 00] i niech
uktad (X, ay) bedzie topologicznie wolny.

i) Jesli operator b € B, jest odwracalny w przestrzeni LP()), to wszystkie jego
dyskretyzacje m(b), T € X, sa odwracalne w przestrzeniach (P .

ii) Jesli X nie posiada punktow izolowanych i operator b € B, jest operatorem
Fredholma, to wszystkie jego dyskretyzacje m(b), T € X, sa odwracalne.

Teraz jestesmy gotowi by sformulowa¢ i wykazaé¢ twierdzenie bedace gléwnym
celem obecnego rozdziatu.

Twierdzenie 8.7 (O odwracalno$ci operatoréw w przestrzeniach LP). Jesli
uktad (X, ) jest topologicznie wolny, a X jest przestrzeniaq metryzowalna, to dla
kazdego p € [1,00], B, jest petna podalgebra algebry wszystkich ograniczonych opera-
toréw na przestrzeni L (S2). Ponadto przy ustalonym ciagu wag {ay }rez, C B = C(X)
takim, ze Yz |lak|] < 00, dla rodziny operatoréw postaci

bp:Za_kS;f—i-ZakaEBp, p € [1, 0],
k=1 k=0

nastepujgce warunki sq rownowazne
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1) operatory b, sa odwracalne dla kazdego p € [1, 0],
2) operator b, jest odwracalny dla pewnego p € [1, 0],
3) wszystkie dyskretyzacje operatora b, sq odwracalne dla kazdego p € [1,00],

4) wszystkie dyskretyzacje operatora b, sa odwracalne dla pewnego p € [1, 0.

Jesl dodatkowo X nie posiada punktow izolowanych, to powyzsze warunki sq row-
nowazne nastepujacym dwu

5) operatory b, sq operatorami Fredholma, dla kazdego p € [1,00],
6) operator b, jest operatorem Fredholma, dla pewnego p € [1,00].

Dowdd. Implikacje i 1) = 2), 3) = 4) i 1) = 5), 2) = 6) sa oczywiste. Na mocy
twierdzen 8.1, 8.2 warunki 3), 4) sa réwnowazne i na mocy Lematu 8.6 zachodza
implikacje 1),2),5),6) = 3),4) oraz, przy zalozeniu, ze X, nie posiada punktéw
izolowanych, implikacje 5),6) = 3),4). Wystarczy wiec wykazaé¢ tylko implikacje
3)=1).

Jesli zachodzi warunek 3), to odwracalne sa wszystkie dyskretyzacje operatora b i z
Twierdzenia 7.11 wynika iz operator b, jest odwracalny, a z T'wierdzenia 7.18 operator
by ' jest postaci

by = Z b_pSy + Z biTr,  gdzie Z |bk]| < o0, by € Ca,(X).
k=1 k=0

kEZ

Nietrudno teraz zauwazy¢, ze operator Y32, b_pSk + 33  bp T jest operatorem od-
wrotnym do b, dla kazdego p € [1, 00] U {0}. [ |

8.2.1 Dowdd Twierdzenia 8.6

Niech b € B, i niech T € X bedzie taki, ze 7=(b) nie jest operatorem odwracalnym
w (P. Pokazemy, ze operator b nie jest odwracalny i jesli X, nie posiada punktéw
izolowanych, to b nie jest rowniez operatorem Fredholma.

Ze wzgledu na otwartos¢ zbioru operatoréw odwracalnych oraz zbioru operatorow Fre-
dholma mozemy bez starty ogdlnosci zalozy¢, ze operator b jest postaci (8.1), gdzie
tylko skonczona ilos¢ wspolczynnikéw a. jest rézna od zera, a niezerowe wspotczyn-
niki a, leza w algebrze Banacha By = span{UY_, SPAT?}, dla dostatecznie duzego
N. Namocy Twierdzenia 3.6, aT},, a € By, sa konkretnymi operatorami przesuniecia z
waga zwigzanymi z uktadem ()? N, @n ). Nietrudno spostrzec, ze topologiczna wolnosé
ukladu (X, ay ) pociaga topologiczna wolnosé uktadu ()7 N, ay) oraz X nie posiada
punktéw izolowanych wtedy i tylko wtedy, gdy takowych punktow nie posiada X .
W szczegdlnosci, aby uprosci¢ notacje mozemy przyjac, ze

AZBN? (X—/NJ&N>:(X7Q)7

czyli innymi stowy zakladamy, ze

b=> awSy+ > aTy, gdzie ax€ A, k€Z, ay, =0, dla |k| > J,
k=1 k=0
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SyT, € A oraz uklad (X, a) = (X4, o) jest topologicznie wolny.

Zasadnicza idea dowodu polega na tym by za pomoca odwzorowania ¢ z Definicji 3.1
oraz wektoréw ,,powodujacych nieodwracalnos¢” m=(b) skonstruowaé¢ wektory ,,powo-
dujace nieodwracalnosé” operatora b. W zaleznosci od postaci operatora m=(b), por.
Stwierdzenie 8.4 i podrozdzial 7.2, nalezy rozwazy¢ nastepujace cztery przypadki:

1) Jesli T posiada skoniczona orbite zaczynajaca sie od xg € Ay_1 \ (A1 UAy),
por. paragraf 7.3, to operator m;(b) jest skoficzenie wymiarowy i istnieje unormowany
wektor f = S0 ' \yex nalezacy do jego jadra m(b). Bezposredni rachunek pokazuje,
iz

N N-1 \ N-1 N-1 ,N-1 .
0 = (32 msta-)si + X (et X e = X (3 dacfaen)
=0

czyli
N_ .
> Mage—j) (0 (z9)) =0  dla kazdego j=0,..,N — 1. (8.2)

Niech U bedzie otwartym i niepustym podzbiorem Ay 1\ (A_; UAy) takim, ze zbiér
w = HU)NQ

ma miare skoficzona. Na mocy wyboru U zbiory o/(U), j = 0, ..., N — 1, sa parami
roztaczne. 7 warunku 2) Definicji 3.1 wynika wiec, ze zbiory 77 (w), 7 = 0,..., N — 1,
rowniez sa parami roztaczne. Potézmy

= Shve) = Xk (w)
fo=> Mo =Y N——— e LP(X).

=  uw)r k=0 ‘%’? » M(W)%
Wtedy || full = [[f]| =1 oraz
" N—-1N-1 S] w
be = (Za SZ +Z Tz> Z )\k ( l) )\k ak,j&l)
plw)r =0 k=0 p(w)?

Skoro zp € Anx_1\ (A_1 UAy), to dla dowolnego € > 0, zbiér U mozna wybraé tak,

aby ||bfu]| < e. Rzeczywiscie, warunki (8.2) oraz warunek 1) Definicji 3.1 pozwalaja
przyjac, iz

N-1 '

> Ak ap—j(o’ ()
k=0

max

<=, dlaj=01,.,N—1.

P

Dla p = oo nieréwnos¢ ||bfy|| < e jest jasna. Dla p < oo nieréwnosé ta wynika z
nastepujacego, bezposredniego rachunku

1 N—

N— ' »
Hbe||p—W_0/\Z ax—5 0 9)Si ()| di

)_.

.
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= o = || X A ()] et
_ #(1@ > /U 3 angfa’ ()| (o) < <

Podsumowywujac, niezaleznie od p mamy ||bfy|| < . Pokazalismy zatem, ze operator
b nie jest ograniczony z dotu, czyli nie jest odwracalny.

Jesli dodatkowo X nie posiada punktéw izolowanych, to stosujac powyzsze rozu-
mowanie mozemy wybraé ciag {U, },en parami roztacznych otwartych i niepustych
podzbioréw Ay_1 \ (A_1 UAy) takich, ze lim, . ||bfy, || = 0 oraz || fu, || = 1. Z ciagu
wektoréw { f,, }nen nie da sie wybraé¢ podciagu zbieznego, gdyz

1
HfUn_fUmH =2r 2 17 m#nv (83)

a stad b nie moze by¢ operatorem Fredholma. Rzeczywiscie, gdyby b byl operatorem
Fredholma, to istnialby operator R taki, ze Rb = 1 — K, gdzie K jest operatorem
zwartym. Wtedy mozna by wybra¢ podciag { fu,, tren taki, ze ciag {K fu,, }ren jest
zbiezny do fy, co prowadzi to sprzecznosci, gdyz réwnosé

Tim (fur,, — K fv,,) = lim Rbfu,, =0
implikuje, ze limg_. fUnk = fo.

2) Niech 7 posiada dodatnio nieskoriczona orbite zaczynajaca sie od zg € Ay \
A_4, por. paragraf 7.3.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy 1 < p < co. Wtedy przestrzenie (*(N), L7 ()
sa refleksywne i przechodzac ewentualnie do przestrzeni sprzezonej mozemy zatozy¢,
ze operator m(b) nie jest ograniczony z dotu. Przy tym zalozeniu istnieje ciag { f tnen
wektorow z ¢P(N) spetniajacych relacje:

N(n)
oraz  fp, =Y A™e, dla pewnego N(n) € N.

k=0
Dla kazdego n € N oznaczmy M (n) := N(n) + J, gdzie J € N jest takie, ze azp =0
dla |k| > J. Analogicznie jak w przypadku 1) dla kazdego otwartego, niepustego
podzbioru

SRS

Ifnll =1, [lbzfull” <

U, C AM(n) \ A_l

takiego, ze zbidr w,, := ¢ 1(U,) N Qy ma miara skoriczona polézmy

N(n) Sk
fo.=3S A;")M € 12(9).
k=0 f(wn)?

Zbiory 77 (wy), 5 =0, ..., M(n), sa parami roztaczne, co wynika z réznowartosgciowosci
7 oraz relacji w, C D\ y(D). Zatem || f,.|| = || fall = 1.
Niech £ > 0 bedzie dowolny. Dla kazdego n € N zbiér U,, mozna wybrac tak, aby

p €

> Alae(@ @] | < 370

0<k<N(n)

<

max
zeUy,

> W (@@)] -

0<k<N(n)
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dla j =0,1,..., M(n). Wtedy

M (n) Si( P
n X‘U'n>
lofo, I = || > A g =
=0 0<k<N(n) P \Wn )P

z / > a0 9)Si (x| dp
” 0<k<N(n)
M p
i ~i(e?(2)] dv(x)
j=0 " 0<k<N(n

M(n)
<et 2| X Wa@ @) =+ bl <

j=0  0<k<N(n)

Z dowolnoéci € i n wynika wiec, ze operator b nie jest ograniczony z dotu.
Rozwazmy teraz przypadek, gdy p = 1. Jedli istnieje niezerowy wektor f € ¢}(N)

taki, ze m(b) f = 0, to podobnie jak powyzej mozna utworzy¢ ciag elementéw fy, €
L, (Q) takich, ze || fu,|| = 1 i limy_o bf., = 0. Jesli operator m5(b) jest réznowarto-
sciowy, to mozna rozpatrze¢ operator

e} [ee]
by =) Timz(a—) + > Symy(ai).
i=1 i=0
dzialajacy w przestrzeni co(N). Wtedy (b3)* = m3(b) 1 w szczegdlnosci operator b jest
nieodwracalny. Skoro (b;)* ma trywialne jadro, to b; nie jest ograniczony z dotu. Zatem
istnieje ciag {fn}nen elementéw z co(N) takich, ze ||f,|| = 1 1 limy,—o0o bzfn = 0. Z
pomoca tego ciagu mozna skonstruowac wektory { fu, tnen C Ly () takie, ze || fu, || =

11 limy, oo (b%) fy, = 0. Rzeczywiscie, zatéimy, 7e ||bsfull < 2, fo = Srie) AVey, i
ustalmy dowolny ¢ > 0. Wtedy, skoro by f, = 332 <sz(3> )\(n)aj_k( k(xo)))ej, to

istnieje ciag niepustych otwartych zbioréw U,, C Aprn)\A_1, gdzie M (n) := N(n)+J,
dla ktérych

max

1 )
zely <E+77 j_()al?"'?M(n)v TLEN,

n

S AWai(af(x)

0<k<N(n)

oraz zbiér w, := ¢~ 1(U,) Ny ma miare skoriczona. Ktadac fy, = ZN(n kn Xk (wn) €
L32(2) mamy | fr,|| = 1 oraz

M(n)
1Bl =1 (5 A @k0 007" xaitonl

j=0 0<k<N(n)

1
> )\( (a;_ o o) <€+f

0<k<N(n)

= max essup,,

Stad operator b*, a wiec i b, nie jest odwracalny.
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Niech teraz p = co. Wtedy dla operatora by : ¢o(N) — co(N), gdzie by = m5(b)]cov)
mamy (b;)** = m(b), skad b; jest nicodwracalny. Jesli by jest nieograniczony z dotu,
to analogicznie jak powyzej konstruujemy ciag { fu, }neny C L3°(9) taki, ze || fu, || = 11
lim, o bfy, = 0. W przeciwnym razie operator (b;)* ma nietrywialne jadro, a wtedy
mozna skonstruowaé ciag fu, € L,(€) takich, ze || fy, || = 11 lim, o ¥/ fu, = 0, gdzie

=Y Tia_i+ Y Sja; € L(L,(Q)).
i=1 i=0
Zatem operator b’ jest nieodwracalny, a stad, ze (b')* = b, operator b réwniez jest
nieodwracalny odwracalny.

Jesli X nie posiada punktéw izolowanych, to we wszystkich rozwazanych przy-
padkach zbiory {U, }n,en mozemy wybraé tak, aby byly one parami roztaczne. Wtedy
wszystkie rozpatrywane ciagi { fu, }nen spehiaja relacje (8.3) i w konsekwencji wszyst-
kie rozwazane powyzej operatory w przestrzeniach Lﬁ(Q), p € [1,00], nie sa operato-
rami Fredholma.

3) Niech punkt ¥ = (zg,21,22...) € X posiada ujemnie nieskonczona orbite
koniczaca sie na xg € A_, \ Ay, por. paragraf 7.4.

Analogicznie jak w 2) rozwazmy najpierw przypadek, gdy 1 < p < oo i (prze-
chodzac ewentualnie do operatoréw sprzezonych) ZaléZmy, ze istnieje ciag { fntnen
wektoréw z (P(N) takich, ze ||f,| = 1, ||m3(b) fall? < % oraz f, = Z,]jz(g) A,gn)ek dla
pewnego N(n) € N. Oznaczmy M (n) := N(n) + J, n € N i dla kazdego otwartego,

niepustego podzbioru
Un C Apin) \ Arimy41

takiego, ze zbidér w, := ¢ 1(U,) Ny ma miare skoriczona, polézmy
N(n) (n)—k
ﬂ(wn)
Zbiory v*(w,), k =0, ..., M(n), sa niepuste i parami roztaczne, gdyz w, C D, \ D11,
gdzie D, jest dziedzina 7". Stad || fu, || = || f.ll = 1.
Ustalmy teraz dowolny ¢ > 0. Zbiér U, n € N, mozna wybra¢ tak, aby wartos¢

i V4
S A a; k(@M ()

0<k<N(n)

. p
> At -

0<k<N(n)

LEEUn

byta mniejsza niz % dla kazdego j = 0,1,..., M(n). Wtedy

M (n)

(% ) E e

1
j=0 “0<k<N(n (wn)?

et

Un

1bfu, I” =

> Aa(@M @) dv(a)

0<k<N(n)

<€-|—‘ ‘ Z )\Eﬁn)aj_k<on(")_j(xM(n)))‘p
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1
— e m Ol < e

(Z r(a )T+ S w;f(aosgy) fu
=1 1=0

Z dowolnosci € i n operator b nie jest ograniczony z dotu.

W przypadku, gdy p = 1,00, operator b nie jest odwracalny, co mozna pokazac
rozumujac analogiczne jak w punkcie 2). Podobnie uzasadnia sie réwniez fakt, ze jesli
X nie posiada punktow izolowanych, to b nie jest operatorem Fredholma.

4) Niech punkt T posiada obustronnie nieskoriczong orbite: T = (zg, 21, ..., Tn, ...) €
Xoo, gdzie xg € Ay, por. paragraf 7.5.

Tak jak w punktach 2) i 3) rozpatrzmy przypadek, gdy 1 < p < oo i zalézmy,
ze istnieje Ciag {fn}neN wektoréw z (7(N) takich, ze ||f,|| = 1, [|[75(b) fo|P < L oraz
fn= Zkf k 'e;, dla pewnego N(n) € N. Oznaczmy M (n) := N(n) + J.
Korzystajac z topologlcznej wolnosci uktadu (X, «), na mocy Lematu 6.2 dla kaz-
dego otoczenia otwartego V' C Ajy(n) punktu s, (bedacego M (n)-ta wspélrzedna
ciagu T = (o, 1, ...,...)) istnieje liczba 0 < m(n) < 2M(n) oraz otwarty i nie-
pusty podzbior U, C Aopr(n)+m(n) taki, ze o™ ™(U,) € V oraz U, N a?(U,) = 0,
j = 1,...,2M(n) + m(n). Wtedy ktadac w, = 0 1 (U,) N Q, réznowartodciowosé
v oraz Wybér U, implikuja, iz zbiory 7/ (w,), j = 0,1,...,2M(n) + m(n) sa parami
rozlaczne. Stad dla wektora

N(n) SM(n)+m(n)—k<Xw)
fo, = > A2 "€ LB(X)
k=—N(n) p(wn)

B =

otrzymujemy || fu,, || = || f»|| = 1. Ponadto dla dowolnego ¢ > 0 zbiér U,, (a wlasciwie
zbiér V') mozemy wybraé tak, aby warto$é

p

p

max
$€Un

Z )\(”)aj k M )+m(n)fj(x))

[k|<N(n)

S A4 (@M ()
|[k|<N(n)

byla mniejsza niz 3755 dla kazdego j = 0, %1, ., M (n). Wtedy podobnie jak w

przypadku 3) otrzymujemy

1
Iofu " < e+ lm@) full” < +e

skad wnioskujemy, ze b nie jest operatorem odwracalnym. Jesli X nie posiada punktow
izolowanych, to zbiory {U, },eny mozemy wybraé tak, aby byly one parami rozlaczne.
Wtedy ciagi {fu, }nen speliaja relacje (8.3) i operator b nie jest operatorem Fre-
dholma.

Sytuacje, gdy p = 1, 00 rozpatruje sie analogicznie jak w przypadku 2). |

Uwagi do rozdzialu 8

Dowdéd Twierdzenia 8.2 jest modyfikacja dowodu analogicznego twierdzenia z pracy
[Leb83| przytoczonego tu jako Twierdzenie 8.1.



150 B.K. KWASNIEWSKI

Gléwna idea dowodu Twierdzenia 8.7 pochodzi z pracy [Leb83], gdzie wykazano
analogiczne twierdzenie w przypadku, gdy operator 7, jest odwracalng izometrig, a al-
gebra A jest algebra wszystkich operatoréw mnozenia na przestrzeni L (Q2). Trzeba tu
jednak podkresdli¢, ze opracowanie dowodu Twierdzenia 8.7 wymagato istotnie innych
metod, niz w wymienionej wyzej pracy [Leb83]. Mianowicie, w [Leb83] (podobnie jak
i w obecnej rozprawie) jednym z zasadniczych jest zalozenie o metryzowalnosci prze-
strzeni ideatéw maksymalnych algebry A, ktére jesli A = Lo°(€2) implikuje, iz miara
1 jest skoniczona, co z kolei wyklucza wszystkie rozpatrywane przez nas przyklady.
Wiasnie to zaloZenie o metryzowalnosci (pojawiajace sie w kontekscie tranzytywnosci
topologicznych ukladéw dynamicznych, patrz Wniosek 7.15) spowodowalo potrzebe
wprowadzenia w Definicji 3.1 pewnych warunkéw, ktore umozliwity przeprowadzenie
dowodu Twierdzenia 8.7 w przypadku, gdy A C L°(2) oraz A # L°(Q).



Rozdzial 9

Widmo konkretnych wazonych
operatorow przesuniecia w
przestrzeniach L”

W tym rozdziale zakonczymy ostatni etap naszych badan. Korzystajac z Twierdze-
nia 8.7 przeniesiemy opis widma otrzymany w przypadku operatoréw w przestrzeni
Hilberta (rozdzial 6), na przypadek konkretnych wazonych operatoréw przesuniecia
aT), w przestrzeniach LP, 1 < p < oo. Ponadto, podamy warunki implikujace sp6jnos¢
widma operatoréw a7, a dla operatora 7}, oméwionego w podrozdziale 3.2 przedsta-
wimy konstrukcje wagi a takiej, by widmo o(aT,) byto dowolnym, z géry zadanym
zwartym zbiorem o symetrii kolowe;j.

9.1 Sprowadzenie do widma operator6w na prze-
strzeni Hilberta L°.

Niech aT,, a € A, bedzie konkretnym wazonym operatorem przesuniecia na prze-
strzeni Lﬁ(Q) i .S, jest czesciowa izometrig sprzezong z T,, patrz podrozdzial 3.1.
Wtedy algebry

A =S T,A+ (1= S5,T5)A,

B = span{ | J S, AT}
n=0
sktadaja sie z operatoréw mnozenia i nie zaleza od p € [1, 00| (jesli traktowac je np.
jako podalgebry L (€2)), por. Stwierdzenie 3.5. Przez (X, ay ) oraz (X, &) oznaczamy
czedciowe uklady dynamiczne, ktére operator 7, generuje odpowiednio na widmie

algebry A, oraz na widmie algebry B. Jako wniosek z Twierdzenia 8.7 otrzymujemy

Twierdzenie 9.1. Jesli przestrzen X jest metryzowalna i uktad (X, o) jest topo-
logicznie wolny. Wtedy dla kazdego b € B mamy

o(bT,) = o(bTz), dla kazdego p € [1, 0.

151
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Jesl dodatkowo X, nie posiada punktow izolowanych, to
o(bT},) = 0ess(bT}).

Dowéd. Operatory postaci A1 — b7}, A € C, naleza do algebry B, patrz strona
142. 7 Twierdzenia 8.7 ich odwracalno$¢ nie zalezy od p, a w przypadku, gdy X, nie
posiada punktéw izolowanych, odwracalnosé réwnowazna jest warunkom Fredholma.
|

Stosujac powyzsze twierdzenie mozemy przenies¢ na grunt konkretnych opera-
toréw przesuniecia z waga wszystkie rezultaty z Podrozdzialu 6.3. W szczegdélnosci
mamy

Twierdzenie 9.2 (Opis widma o(bT},), b € B). Jesli przestrzenn X jest metry-
zowalna i uktad (X, ay) jest topologicznie wolny (co zawsze ma miejsce jesli uktad
(X, ) jest topologicznie wolny), to dla kazdego elementu b € B = span{U;~, S;. AT}

widmo
pr) = U P,
el
nie zaleéy odp € [1, 0], a kazda jego spdjna sktadowa jest pierscieniem P; = {\ €
C < A <t} i e T\ {0}, lwb gdy operator bT, jest nieodwracalny, dyskiem
{/\ € C: |\ <rd}, ktérych promienie dane sq nastepujacymi wzorami:

i) Jesli b jest postaci b = ag + Spar Ty, + ... + Sya, T}, ar, € A, to istnieje podziat
{witier przestrzeni X na domkniete a-niezmiennicze zbiory, taki, Ze dla i € 1

mamy
r; = min _exp ln|Zak k()| dp,
pEErg(w;i,o) w;
r7 = max exp [ In| Z x))|dp.
neErg(wi,a) wi

W szczegolnosdci jesli b= a € A, to

r. = min ex Inla(x)|dp, ri = max ex/ln&x du.
’ HGET'Q(OJi,OC) p wj ‘ ( >| M ? MEErg(wi,a) p w;i ’ ( >| ,LL

ii) Dla dowolnego b istnieje podzial {©; }icr przestrzeni X na domkniete a-niezmien-
nicze zbiory, taki, ze dla v € I mamy

r; = min eXp/N In|b(Z)|, rf = max GXP/~ In[b(Z)| dp.
) wi ) wi

peErg(wi,a peErg(wi,a

Jesli dodatkowo Xy nie posiada punktow izolowanych, to widmo o(bT,) pokrywa sie
z widmem istotnym oess(b1)):

o(bT),) = 0ess(bT},).

Dowdéd. Wystarczy zastosowaé¢ Twierdzenia 9.1, 6.11. [
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Uwaga 9.3. W powyzszym twierdzeniu fakt, ze widmo o(b7},) nie zalezy od p €
[1, 00] mozna thumaczyé tym, ze wraz ze zmiang p zmieniamy tu nie tylko przestrzen,
ale tez i posta¢ operatora T),. Dla wazonych operatéw kompozycji (danych wzorem
niezaleznym od p) posta¢ widma na ogdt zalezy od przestrzeni, na ktérej te operatory
dzialaja. Na przykiad dla operatoréow a7}, a € A, z podrozdzialu 3.2 mamy

(T./)(t) = VN f(Nt),  feL’(R)

i dla ustalonego a € A promien spektralny r := r(al),) = const, nie zalezy od p.
Natomiast oznaczajac przez r,(al’) promien spektralny operatora a1 : LP(R) —
LP(R), gdzie T jest (nieunormowanym) operatorem kompozycji:

(TH) = f(NY), [ eL’(R)

otrzymujemy, ze r,(aT’) =1, (aﬁ \”/NT) = ﬁ -r(aly) = o zalezy od p.

Na mocy Twierdzenia 9.2, korzystajac z opiséw zawartych w Przykiadach 6.13 -
6.18, otrzymujemy automatycznie opis widma operatoréw na przestrzeniach LP zwia-
zanych z nastepujacymi uktadami dynamicznymi:

e przesuniecia Markowa (X, on) - Przyktad 6.13

e odwzorowania a(z) = 2V na okregu S! - Przyktad 6.14

e odwzorowania logistyczne a,(x) = 4 \x(1 — z) - Przyktad 6.15

e zachowujace orientacje homeomorfizmy okregu S! - Przyklad 6.17
e przesuniecia na torusie T - Przyklad 6.18

Ponadto we wszystkich tych przyktadach widmo pokrywa sie z widmem istotnym.
Widmo klasycznego operatora przesuniecia z waga - Przyklad 6.16, rowniez nie zalezy
od przestrzeni 7, p € [1,00], na ktérej on dziala. By uzasadnié¢ ten ostatni fakt nie
mozemy jednak uzy¢ Twierdzenia 9.2, gdyz przestrzen G(N) nie jest metryzowalna.
Znajduje tu natomiast zastosowanie Twierdzenie 8.2.

9.2 Wazone operatory przesuniecia o dowolnie za-
danym typowym widmie.

Jasne jest, ze widmo (abstrakcyjnego) operatora przesuniecia z waga moze byé w
0golnosci dowolnym zwartym podzbiorem plaszczyzny zespolonej, por. Przyktad 5.7.
W Swietle Twierdzen 6.11, 9.2 nalezaloby jednak uzna¢, ze typowym widmem jest
zbior, ktorego kazda spdjna skladowa jest pierscieniem, ewentualnie kolem, o srodku
w zerze. By poglad ten byl w pelni uzasadniony, w obecnym paragrafie, przedstawimy
konstrukcje operatora speliajacego zatozenia Twierdzenia 6.11, ktérego widmem jest
dowolny, przez to twierdzenie dopuszczalny, z gory zadany zbiér. Do tego celu ope-
ratora przesuniecia pelniacego wazna role w niniejszej pracy, pojawiajacego si¢ w
Przyktadach 0.3, 4.11, 6.14 oraz w podrozdziale 3.2.
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Zanim jednak przejdziemy do zapowiedzianej konstrukcji oméwimy pokrotce, wy-
kluczajace nasze przedsiewziecie, warunki implikujace spéjnos¢ widma. Przypomnijmy,
ze we wszystkich oméwionych do tej pory przykladach (patrz uwagi na koricu poprzed-
niego paragrafu oraz Przyklady 6.13 - 6.18) widmo operatoréw wazonego przesuniecia
jest spéjne. Spdjnosé widma w tych przyktadach wynika z nierozkladalnosci topolo-
gicznych uktadéw dynamicznych (X, o) generowanych przez rozwazane operatory na
algebrach wag, patrz Twierdzenie 6.12. W przypadku konkretnych wazonych operato-
row przesuniecia spéjnos¢ widma moze by¢ catkowicie zdeterminowana przez operator
przesuniecia — niezalezna od wyboru algebry wag. Takie zjawisko wynika z nierozkta-
dalnosci metrycznego ukladu dynamicznego (€2, i, ).

Definicja 9.4. Niech (€2, X, 1) bedzie przestrzenia z miara i niech v : D — Q, D € ¥,
bedzie odwzorowaniem mierzalnym. Powiemy, ze przestrzen €2 jest u-nierozktadalna
ze wzgledu na v, gdy dla kazdego y-niezmienniczego zbioru w € ¥, czyli takiego, ze

Y w)=wnD
mamy u(w) =0 lub u(Q2\ w) = 0.

Twierdzenie 9.5. Rozwazmy na przestrzeni Lz(Q) operator postaci

(Tof)(t) = {‘

Y

FfG). teD
té D

Jesli przestrzen () jest p-nierozktadalna ze wzgledu na vy, to dla kazdego konkretnego
wazonego operatora przesuniecia al), zbior |o(aT),)| jest spdjny.

Dowéd. Zalézmy, ze a7, jest konkretnym wazonym operatorem przesuniecia z
waga zwiazanym z ukladem (X, «) oraz ze zbidr |o(aT))| jest niespdjny. Wtedy na
mocy Twierdzenia 5.8 istnieje nietrywialny a-niezmienniczy domknieto-otwarty pod-
zbiér U C A,.. Kladac

wi= g (U),

otrzymujemy p(w) > 01 u(2\ w) > 0, patrz Definicja 3.1. Z przemiennosci diagramu
(3.1) mamy w C D oraz

7 W) =7 e T ) =T aTH () = 9T (U) = w.

Zatem w jest zbiorem ~-niezmienniczym, co jest sprzeczne z zalozeniem o nierozkla-
dalnosci. |

Przyklad 9.6. Prosta R jest rozkladalna ze wzgledu na podniesienie v : R — R
dowolnego homeomorfizmu « : S — S'. Jesli T, € L(LP(R)) jest unormowanym
operatorem zlozenia z vy, patrz paragraf 3.5.1, to nie trudno jest skonstruowac opera-
tor mnozenia a na LP(R) taki, ze zbidr |o(aT),)| jest zbiorem niespéjnym. Natomiast
jesli v(0) > 0, to kompresja T}, operatora T, do podprzestrzeni LP(R. ) jest opera-
torem zlozenia z odwzorowaniem 7 : R, — R, wzgledem, ktérego péiprosta R, jest
juz nierozkladalna. Zatem w tym przypadku, dla dowolnego konkretnego wazonego
operatora przesuniecia postaci aT), zbidr |o(aT),)| jest spéjny.
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W swietle Twierdzenia 9.5, dla operatorow przesuniecia z Przyktadéw 4.13 - 4.15,
6.16 - 6.18 nie mozna wybrac¢ algebry wag tak, aby byly spelnione zalozenia Twier-
dzenia 9.2 i widmo wazonego operatora przesuniecia bylto nie spéjne. Mozna to jednak
uczynic¢ dla operatoréw wystepujacych Przykladach 4.10 - 4.12, 6.13 - 6.15. Wybie-
ramy tu operator z Przykladéw 0.3, 4.11, 6.14.

Niech £ = LP(R,), p € [1,00], i niech T € L(E) bedzie unormowanym operatorem
zlozenia z funkcja v(t) = Nt, t € Ry. Wtedy T, jest odwracalng izometria i dla f € E
mamy . .
D, —1
TN = YN N0, (@0 = o= ()

Niech W C C bedzie dowolnym zwartym zbiorem o symetrii kotowej, tj. niech

w =P,
iel
gdzie zbiory P, = {A € C : r; < |\ < r/}, 0<r; <rf,i€ I, sa rozlaczne.
Skonstruujemy teraz operator mnozenia a taki, aby a7}, byt konkretnym wazonym
operatorem przesuniecia spelniajacym zalozenia Twierdzeniu 9.2 takim, ze o(aT),) =
0ess(al,) = W. Konstrukcja przebiega¢ bedzie w trzech krokach.
I. Zauwazmy, ze zbior

|W|:U|R|:U{x€[0,+oo):r;<x<rf}

i€l el

jest zwarty, por. Rysunek 9.1 (a). Podzielmy zbiér indekséw I na dwie czesci od-
powiadajace spéjnym sktadowym zbioru |WW| bedacych odpowiednio odcinkami oraz
punktami

Iyy={iel:r; <r’}, L={iel:r; =r}

)

Zwartos¢ W implikuje, iz zbiér I, jest przeliczalny, natomiast z I, mozemy wybrac
przeliczalny podzbiér 11/7 taki, ze zbior

W' =P, eddel:=IUlL,
el

jest zbiorem gestym w W. W szczegdlnosci zbiér |W'| = U, | P;| posiada przeliczalnag
ilos¢ spojnych sktadowych.
I1. Zdefiniujmy X jako nastepujaca podprzestrzen

X = W[ x{n}U W] x {oo}

neN

przestrzeni produktowej |W| x N. Zbiér X jest domkniety, a wiec zwarty. Odwzoro-
wanie « : X — X okre$lmy wzorami

alz,n) = (x,n—1), n >0, a(z,0) = (x,0), a(z,00) = (z,00)

Uklad (X, «), patrz Rysunek 9.1 (b), jest topologicznie wolny.
III. Aby zdefiniowaé¢ odwzorowanie ¢ : R, — X ustalmy dowolnie wybrany
podzial {[a;, b;) Yierr, a; < b, @ € I, odcinka [1,2). Niech ¢ : [1,2) — |W| przeksztalca
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(b)
Q00 Q0 O
w —_— = = — | x {0}

N — i m — WX 1)
—_— e — W (2)
—_ - - — |W'| x {3}
D — i

OO0 00 O

Rysunek 9.1: Konstrukeja ukladu dynamicznego zwiazanego z wazonym operator prze-
suniecia o z géry zadanym widmie.

liniowo i zgodnie z orientacja odcinek [a;,b;) na odcinek |P;| bez prawego punktu
koncowego. Potézmy
(1) = o(y" (1) x {n}  t €y (@i, b))
o(y7"(t)) x {0}t €"([ai, bi))

Nietrudno spostrzec, ze odwzorowanie ¢ jest poprawnie okreslone, a co wiecej na
zbiorze

gdzie n € N.

Q= (0,2)
jest ono réznowartosciowe i zbiér ¢(£2g) jest gesty w X.

Stwierdzenie 9.7. Przy powyzszych oznaczeniach, niech a € C(X) bedzie rzutem na
pierwszaq wspotrzedna:
a(z,n) =, n € N.

Operator dany wzorem
(aT)(F)(t) = a(p®))YNF(NE), [ e L'(Ry),

jest konkretnym wazonym operatorem przesuniecia zwigzanym z uktadem (X, «), kto-
rego widmo pokrywa sie z zadanym zbiorem W :

o(aT},) = 0ess(aly,) = W.

Dowdéd. Dla powyzej zdefiniowanych obiektéw, warunki 1), 2), 3) Definicji 3.1 sa
spetnione. Uktad (X, a) jest topologicznie wolny i przestrzen X jest metryzowalna.
Na mocy Twierdzenia 9.2 oraz definicji wagi a otrzymujemy, ze

o(al,) = |J{reC: min la(z)] < A < min la(z)|},



RoOZPRAWA DOKTORSKA 157

gdzie {w,};es jest podzialem przestrzeni X na domkniete a-niezmiennicze zbiory. Z
okreslenia funkcji a € C'(X) wynika réwniez, ze dla kazdego j € J istnieja indeksy
Zl(j),ZQ(j) € [ takie, ze
- i +
Tag = minle(@)l,  riy) = maxia(z)]

W szczegdlnosci W C o(aT),); 0 € W wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € o(aT},), patrz
Stwierdzenie 5.5. Aby otrzymaé réwnos¢ W = o(aT),) wystarczy pokazaé, ze jezeli
indeksy 4,7’ € I sa takie, ze

Z={X eC:rf <]\ <r,} CcC\W,
to Z C C\ o(aT,). By to wykaza¢ zauwazmy, ze
Xi={|p[x{n} e X Bl C[0,r]]},  Xo={|P|x{n}€X:|R[C[r;, )}

sa roztacznymi domknieto-otwartymi a-niezmienniczymi podzbiorami X oraz X =
X7 U Xs. Stad operatory mnozenia przez funkcje

Xx; © ¥, XX, 0@

sg wzajemnie dopetniajacymi si¢ rzutami komutujacymi z operatorem a7),. Czyli prze-
strzen £ = LP(R,) mozemy rozlozy¢ na sume prosta podprzestrzeni spektralnych

E=E®E, odd)=o(de)Vo(al)|s)

Restrykcja operatora a7, do podprzestrzeni E;, i = 1,2, jest konkretnym wazonym
operatorem przesuniecia zwiazanym z ukladem (X;, ). Stosujac Twierdzenie 9.2 do
operatoréw a7, : By — E;, i = 1,2, otrzymujemy, ze

lo(aTple)l € [0,7], |o(aTple,)| C [y, 00),

skad Z C C\ o(aT),). Zatem o(aT,) = W.

By otrzymac réwnosé o(aT),) = oess(aT),) wystarczy zastosowaé Twierdzenie 9.2 do
operatora a7, traktujac wage a, jako element wickszej algebry, ktérej widmo powstaje
z X poprzez zastapienie kazdego izolowanego punktu pewnym odcinkiem. |

Uwagi do rozdziatu 9

Sprowadzenie zagadnienia wyznaczenia widma wazonych, odwracalnych operatoréw
kompozycji w przestrzeniach LP do widma takich operatoréw w przestrzeni L?, bylo
gléwnym celem pracy [Leb83], por. uwagi do rozdzialu 8. W tym rozdziale zakon-
czyliSmy nasze badania, dowodzac twierdzenia analogicznego typu, dla operatoréw
generujacych (na ogét) uktady nieodwracalne. Tym samym otrzymaliSmy pehy opis
widma konkretnych wazonych operatoréw przesuniecia w przestrzeniach LP (Twier-
dzenie 9.2).
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Wielu autoréw, w réznych sytuacjach zwracalo uwage na spdjnosé¢ widma wazo-
nych operatoréw kompozycji [Par65], [Kit79]. Zjawisko to w obecnej rozprawie thi-
macza Twierdzenia 6.12 1 9.5. Jednym z wazniejszych przykladéw operatoréw zwia-
zanych z topologicznie wolnymi uktadami dynamicznymi i posiadajacymi widmo nie-
spojne jest konstrukcja V. B. Ryvkina [AL94, Prz. 7.6], ktéra dotyczyla wazonych
operatorow kompozycji z tranzytywnymi homeomorfizmami okregu, dzialajacymi w
przestrzeniach LP(S'). Przedstawiona tu konstrukcje operatoréw na LP(R,), znaj-
dujaca swdj final w Stwierdzeniu 9.7, mozna traktowaé jako odpowiednik przyktadu
Ryvkina w przypadku operatoréw typowych dla niniejszej pracy, por. Przyktad 9.6.



Uzupekhienia: Algebra kowariancji

CHX, oY)

W tym miejscu wprowadzimy i opiszemy obiekty oraz rezultaty pochodzace z réznych
prac, ktorymi postugiwalismy sie w obecnej rozprawie, a ktére dotycza C*-algebry
C*(X,a;Y). Motywacja takiego postepowania jest, po pierwsze wygoda czytelnika,
a po drugie fakt, ze przytoczone wyniki nie sa po prostu cytatami ze zrodel, lecz
ich modyfikacjami (najczesciej niewielkimi uogdlnieniami) przystosowujacymi je do
potrzeb niniejszego tekstu.

A Definicja i struktura C*(X, «;Y)

W 1936 roku J. F. Murray oraz J. Von Neumann [MN36] przedstawili konstrukcje al-
gebr operatorowych, ktora z odwracalnym, metrycznym uktadem dynamicznym wiaze
W=*-algebre. Obecnie konstrukcja ta jest zwana produktem krzyzowym, a jej odpo-
wiednik w teorii C*-algebr wiaze z topologicznym, odwracalnym ukladem dynamicz-
nym (X, a) C*-algebre generowana przez kopie algebry C(X) oraz operator unitarny
generujacy na X homeomorfizm . W tym kontekscie algebra C*(X, a;Y'), ktéra zde-
finiujemy ponizej, jest uogdlnieniem klasycznego produktu krzyzowego dla C*-algebr
na przypadek czesciowego (niekoniecznie odwracalnego) uktadu dynamicznego (X, a).
Wspomnijmy jeszcze, ze algebra C*(X, o;Y) jest nieznacznym uogdlnieniem obiektu
skonstruowanego i zbadanego przez autora w pracy [Kwa05’].

Ustalmy czesSciowy uktad dynamiczny (X, «) i oznaczmy przez (A, d) odpowiadajacy
mu C*-uklad dynamiczny, to jest niech A = C(X) bedzie przemienna C*-algebra, a
0 jej endomorfizmem danym wzorem

ala(x)), x €

. A ae A=C(X). (A.1)

d(a)(z) = {

Charakterystyczng cecha, zaréwno klasycznego produktu krzyzowego, jak i jego uogdl-
nien, jest uniwersalne zachowanie ze wzgledu na reprezentacje kowariantne.

Definicja A.1 (por. [Kwa05’]). Niech H bedzie przestrzenia Hilberta, 7" € L(H) i
niech 7 : A — L(H) bedzie niezdegenerowana (przeprowadzajaca 1 € A na operator
identycznosciowy w L(H)) reprezentacja C*-algebry A. Tréjke (7, T, H) spehiajaca
relacje

Tr(a)T* =m(d(a)), a€ A, T*T € 7(A), (A.2)

159
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bedziemy nazywaé reprezentacjq kowariantng czeSciowego uktadu dynamicznego (X, ).
Jesli ponadto 7 jest reprezentacja wierna, to (w, T, H) bedziemy nazywaé wierna re-
prezentacjqg kowariantng.

Jesli (m, T, H) jest wierna reprezentacja kowariantna ukladu (X, «), to C*-algebra
C*(m(A),T) generowana przez m(A) i T, nie jest wyznaczona jednoznacznie przez
pare (X, a), gdyz (jak zauwazyliSmy juz w rozdziale 1) zalezy ona od ideatu

J={ac A:T"Tn(a) =n(a)},

ktérego otoczka Y = hull(J) moze byé dowolnym domknietym podzbiorem X zawie-
rajacym zbiér X \ A_j, por. Twierdzenie 1.34. Przy czym, jesli reprezentacja 7 nie
jest wierna, to zbiér Y nie musi nawet zawiera¢ X \ A_;. Dlatego posréd reprezentacji
kowariantnych wprowadzimy nastepujace, dodatkowe rozréznienie.

Definicja A.2 (por. [KL07’]). Niech Y bedzie domknietym podzbiorem X (nieko-
niecznie zawierajacym X \ A_j). Powiemy, ze reprezentacja kowariantna (mw, T, H)
uktadu (X, «) jest zwigzana ze zbiorem Y, jesli

Cy(X)={aeC(X):T"Tr(a) = m(a)},
gdzie Cy (X)) jest zbiorem funkcji z C(X) znikajacych na zbiorze Y.

Z kazdym ustalonym typem reprezentacji kowariantnej, gdzie Y zawiera X \ A_j,
zwiazemy C*-algebre C*(X, «;Y'). Autorowi znane sa obecnie trzy rézne, jawne kon-
strukcje takiej algebry, por. [Kwa05’], [KLO7’],[KLO7"], przy czym kazda z nich jest
dosy¢ skomplikowana i nie wnosi nic istotnego do niniejszej pracy. Dlatego, ponizej
zdefiniujemy algebre C*(X, ;YY) w sposéb egzystencjalny, jako pewien obiekt uni-
wersalny.

Twierdzenie A.3 (Algebra kowariancji). Niech (X, «) bedzie czesciowym ukta-
dem dynamicznym i niech Y D X \ A_y bedzie zbiorem domknietym. Wtedy istnieje
C*-algebra C*(A, T) generowana przez kopie algebry A oraz operator T takie, Ze
spetnione sq relacje

(a) = TaT*, acA  TTeA,

Cy(X)={aec A: T"Ta = a}
i kazda reprezentacja kowariantna (w,T, H) uktadu (X, ) zwigzana ze zbiorem za-

wartym w'Y, integruje sie do epimorfizmu (mr X T) : C*(A, T) — C*(w(A),T) jedno-
znacznie wyznaczonego przez relacje

(m x T)(a) = 7(a), a€ A, (mxT)T)=T.

Ponadto C*-algebra C*( A, T) jest przez wyzej wymienione wlasnosci wyznaczona jed-
noznacznie w nastepujacym sensie: jezeli C*(A, T') spelnia podobne relacje (z T w
miejsce T ), to przyporzadkowanie state na A i takie, ze T — T przedtuia sie do

izomorfizmu C*(A, T) = C*(A,T)
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Dowéd. Utozsamiajac algebre C*(A,T) z wzgledna algebra Cuntza-Pimsnera
O(J, E), gdzie J = Cy(X) 1 E jest bimodutem odpowiadajacym C*-ukladowi dyna-
micznemu (A, ) opisanym w [KLO7”, Strona 8|, patrz tez [FMRO03, Przyklad 1.6],
teza wynika z [KLO7”, Wn. 3.5] oraz [FMRO03, Stw. 1.3]. [ |

Definicja A.4. Algebre (wyznaczona z doktadnoscia do izomorfizmu) w Twierdzeniu
A.3 bedziemy oznaczaé przez C*(X,a;Y) i nazywaé (wzgledna) algebra kowariancyi
czesciowego ukltadu dynamicznego (X, ) wzgledem zbioru Y.

Przedstawimy teraz podstawowe fakty dotyczace struktury algebry C*(X, a;Y).
W swietle Twierdzenia 1.28, C*-algebra C*(U,,en T*"7(A)T") generowana przez zbior
Unen 77" 7 (A)T™ nie zalezy od wyboru wiernej reprezentacji kowariantnej (m, T, H)
uktadu (X, o) zwiazanej ze zbiorem Y. W szczegdlnosci algebra ta jest izomorficzna
z C*-algebra

B=C"( U T AT") C C*(X, oY),
neN

gdzie T jest uniwersalnym elementem C*(X,a;Y). Co wiecej, jesli (X, @) jest na-
turalnym rozszerzeniem (X, «) zwiazanym z Y, Definicja 1.32, to mozemy przyjaé
nastepujace utozsamienia

B=C(X), BT"T"=C(A_,), BT"T" =C(A,),
gdzie An jest dziedzina, a A,n przeciwdziedzina czesciowego homeomorfizmu a",
n € N. W terminologii [LO04] C*-algebra B nazywana jest algebrq wspdtczynnikéw
algebry kowariancji C*(X, «;Y), co usprawiedliwia nastepujace

Twierdzenie A.5. Zbior elementow postaci

N N
h = Z a_, T + ay + Z a, T", (A.3)
n=1 n=1
gdzie ay, € B = C’(y), n=0,1,.... N, N € N, tworzy gesta *-podalgebre C*-algebry
C*(X,a;Y). Ponadto wspdtczynniki ay,, w przedstawieniu (A.3) mozna wybrac tak,
by

a_, =a_,T"T" € C(A_,) oraz a, = a, T"T™" € C(A,), (A4)
a wtedy sq one przez b wyznaczone jednoznacznie 1 dla kazdego n € 7. wzor

N,.(b) = a,

zadage liniowq kontrakcje N, - C*(X,a;Y) — C(A,).

Dowéd. Pierwsza czesé tezy wynika z [LO04, Stwierdzenie 2.3|, natomiast druga
z [LO04, Twierdzenie 2.7], por. [ABL05”, 3.5]. Korzystajac z réwnosci C*(X, o; Y) =
C*(X, &) mozna réwniez otrzymaé teze korzystajac z [Exel94|, patrz tez [Kwa05'].
|

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze kazdemu elementowi b € C*(X,a;Y) od-
powiada ciag {N,(b)}nez ,wsplleczynnikéw” nalezacych do algebry B i jak poka-
zuje ponizsze twierdzenie wyznaczaja one element b jednoznacznie. Zatem operatory
{N(b) }rez mozna traktowaé jako uogélnienie wspélezynnikéw Fourier’a, por. Przy-
ktad B.4.



162 B.K. KWASNIEWSKI

Twierdzenie A.6. Dia b € C*(X, ;YY) nastepujace warunki sq réwnowazne
i) b=0;
it) Np(b) =0, n€Z;
i11) No(b*b) =0
Dowéd. Wynika z [LO04, Tw. 2.15], patrz tez [ABL05”, Tw. 3.14]. |

Struktura C*(X, a;Y’) opisana w powyzszych twierdzeniach w istocie zdetermino-
wana jest przez kanonicznie dziatanie na C*(X, «;Y) grupy S'.

Twierdzenie A.7. Na algebrze kowariancji C*(X, o;Y) istnieje dziatanie v : St —
Aut (C*(X, ;YY) grupy S* jednoznacznie zadane przez relacje

V:(a) == a, 7.(T) := 2T, ace A, zeSh

Ponadto algebra B jest zbiorem punktow stalych dzialania v oraz dla b € C*(X,a;Y)
zachodzq wzory

No(b) = E,(0)T™,  N_,(b) = E_,())T", neN,

gdzie
Eo(b) = /S () du(z),  nel,

a p jest unormowang miarg Lebesgue’a na S*.

Dowéd. Traktujac C*(X,o;Y) = C* (X, @;0) jako czesciowy produkt krzyzowy
C(X) z czesciowym automorfizmem indukowanym przez &, wystarczy zastosowaé
[Exel94, Stw. 3.11]. |

Dzialanie v w kontekscie abstrakcyjnych wazonych operatoréow przesuniecia ma
nastepujace znaczenie: Niech a € B i z € S*. Stad, ze 7z jest automorfizmem oraz

aT — 21 = z(afT - 1) = zv:(aT — 1)

widzimy, ze element aT — 1 jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
z € S* odwracalny jest element aT — z1.

Whiosek A.8. Dla kazdego a € B widmo o(aT) elementu aT w algebrze C*(X, a; Y')
jest niezmiennicze ze wzgledu na obroty wokot zera.

B Twierdzenie o Izomorfizmie

Znajomo$¢ warunkéw gwarantujacych réznowartosciowosé epimorfizmu (7 x T') z
Twierdzenia A.3 jest dla niniejszej pracy jedna z zasadniczych kwestii, por. Wniosek
A.8. Twierdzenia prezentujace wewnetrzne warunki tego typu (niezalezne od szcze-
gélnej postaci reprezentacji kowariantnej (7, T, H)) nazywane sa w literaturze Twier-
dzeniami o Izomorfizmie, por. [Ant96], [AL94], [LO04], [ABL05”], [Leb05], [KLOT’],
[Kwa05’]. Dla C*-algebry C*(X, «r; Y') wymagana role pelni pojecie nastepujace, patrz
[Kwa05’, Def. 5.12] oraz podrozdziat 6.1.
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Definicja B.1. Czesciowy uktad dynamiczny (X, o) nazywamy topologicznie wolnym,
jesli kazdy niepusty i otwarty podzbiér U C F,, = {z € A, : a"(z) = z}, n > 0,
przecina niepusto pewien cykl

{x07x17"'xn—1} C Fna O{(._'Ek) = Tk+1 (mod n)» ]{':0,...,71—1,
dla ktérego istnieje punkt y € Ay \ F,, taki, ze a(y) € {xo, 1, ...}, por. Rysunek 6.1.

Jedli uktad (X, ) jest topologicznie wolny, to uktad (X, «y), opisany w Stwier-
dzeniu 1.26, generowany przez operator T na widmie C*-algebry C*(A, T*T) réwniez
jest topologicznie wolny (patrz Stwierdzenie 6.3).

Twierdzenie B.2 (Twierdzenie o Izomorfizmie). Jesli uktad (X, a ) jest to-
pologicznie wolny, to dla kazdej wiernej reprezentacji kowariantnej (w,T, H) ukladu
(X, a) zwigzanej 2 Y epimorfizm (7 x T) : C*(X,;Y) — C*(n(A), T) jest izomorfi-
zmem.

Dowdd. Na mocy Stwierdzenia 1.25 odwzorowanie m przedtuza sie kanonicznie
do izomorfizmu 7 : C*(A, T*T) = C(X;) — C*(A,T*T) w taki sposéb, ze tréjka
(7, T, H) jest reprezentacja kowariantna ukladu (X, ay ) w sensie [Kwa05’], por. De-
finicja A.1. Stosujac [Kwa05’, Tw. 6.11] do reprezentacji (7,7, H) otrzymujemy teze.
[

Czesto przydatna jest rowniez nastepujaca charakterystyka réznowartosciowosci
epimorfizmu (7 x T') obejmujaca dowolne (niekoniecznie topologicznie wolne) uktady
dynamiczne.

Twierdzenie B.3. Niech (7, T, H) bedzie kowariantng reprezentacjq uktadu (X, «)
zwiqzana z Y. Epimorfizm (m x T) : C*(X,a;Y) — C*(w(A),T) jest izomorfizmem
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniona jest nieréwnosé

N N
laoll < I(m x T)(>_ a—y T + ag + > a, T")|| (B.1)

n=1 n=1
dla kazdego a4, € B = C’(X/), n=20,1,...,N, N € N.

Dowdd. Zastosowaé ktérekolwiek z twierdzen: [LO04, 2.13], [ABL05”, 3.6] lub
[KLO7’, 5.4]. |

Jako zastosowanie powyzszego twierdzenia oraz aby ostatecznie wyjasni¢ zwiazek
Twierdzen A.5, A.6, A.7 z klasyczna analiza Fourierowska, rozwazmy prosty przyktad.

Przyklad B.4. Niech H = L?(S"), gdzie p jest unormowana miara Lebesgue’a na
St ={z € C:|z| = 1}. Polézmy

A={A1: A€ C} oraz (Tf)(z)=z2f(z), fe€H.

Operator unitarny 7' generuje na widmie 4 odwracalny uktad dynamiczny (X, a),
gdzie X = {zo}, a(xg) = xo. W szczegdlnosci B = span{U,,ey T AT"} = A =
C. Algebra C*(X, «;0) jest klasycznym produktem krzyzowym i wiadomym jest, ze
C*(X,a;0) = C(S"), [Tom87, Str. 134]. Reprezentacja (id, T, H) spehia nieréwnos$¢
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(B.1), ktéra przyjmuje tu postaé nieréwnosci Cauchy dla wspétezynnikéw rozwiniecia
funkcji analitycznej: dla as,, € C, n=0,1,..., N i z € S' mamy

N N N
|ag| < max| S ap N = max | SNoad = Y a T
zeSt Ty zeSt TN k=—N

Zatem C*(A,T) = C*(X, a; 0) = C(S") i przy utozsamieniach C*(A, T') = C(S') oraz
B = A = C, wspélezynniki { Ni(b) }rez operatora elementu b € C*(A,T) pokrywaja
sie z klasycznymi wspotezynnikami Fouriera funkcji b € C(S?).

C Zbiory a-niezmiennicze i idealy w C*(X, «a;Y)

Pojecie niezmienniczosci wprowadzone przez autora w [Kwa05’, Def. 5.1] (a ktérego
znaczenie thumacza Twierdzenia C.4, C.7) pomoze nam wyjasni¢ zwiazek pomiedzy
a-niezmienniczymi podzbiorami X oraz a-niezmienniczymi podzbiorami X. Jako, ze
pojecie to jest stabsze od rozwazanej w obecnej pracy a-niezmienniczo$ci, nazwiemy
je staba a-niezmienniczoscia.

Definicja C.1. Niech (X, «) bedzie czesciowym uktadem dynamicznym i niech w C
X. Powiemy, ze zbidr w jest stabo a-niezmienniczy jesli

a"(wNA,)) =wnNA_,, dla kazdego n =0,1,2....
Zbiér w nazywamy «a-niezmienniczym, jesli o~ (w) = w N Ay, por. strona 101.

Z jednej strony, tatwo jest podac przyktad zbioru stabo a-niezmienniczego, ktorego
dopelnienie nie jest stabo a-niezmiennicze, patrz Przyklad C.5, z drugiej strony mamy

Stwierdzenie C.2. Niech (X, «) bedzie czesciowym uktadem dynamicznym.

i) Zbior w C X jest a-niezmienniczy wtedy i tylko wtedy, gdy w oraz X \ w sq
zbiorami stabo a-niezmienniczyms.

ii) Podzial {w;}ic; przestrzeni X sklada sie ze zbiordw a-niezmienniczych wtedy i
tylko wtedy, gdy sktada sie ze zbiorow stabo a-niezmienniczych.

Dowdéd. Zatézmy, ze o' (w) = w N A;. Poprzez indukcje dla n > 0 otrzymujemy
a"w)=a "o (w) =a " w)Na T AL) =wn A,

astad wNA_,, = a"(wNA,). Zatem w jest zbiorem stabo a-niezmienniczym. Réwnosé
a M (X \w) =X \wnA,; (ktéra wynika z o' (w) = wN A;) oraz argument podobny
do powyzszego pokazuja, ze zbiér X \ w jest réwniez stabo a-niezmienniczy.
Zalézmy teraz, ze w i X \ w sa zbiorami stabo a-niezmienniczymi. Z réwnosci a(w N
A)=wNA_jia(X\wNA))=X\wnA_; wynikaja inkluzje w N A; C o H(w) i
X\wnNA; CaY(X\w). Stad a™H(w) =wNA;. |

Dla odwzorowan réznowartosciowych pojecia niezmienniczosci oraz stabej nie-
zmienniczosci pokrywaja sie.
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Stwierdzenie C.3. Jesl a jest odwzorowaniem roznowartosciowym, to nastepujgce
warunki sq rownowazne

i) w jest zbiorem stabo a-niezmienniczym
i) w jest zbiorem stabo o~ *-niezmienniczym
iii) w jest zbiorem a-niezmienniczym

Dowéd. Zastosowaé [Kwa05’, Stw. 5.2] oraz Stwierdzenie C.2. |
Z powyzszego stwierdzenia wynika w szczegolnosci, ze kazdy stabo a-niezmienniczy
podzbiér X jest automatycznie a-niezmienniczy.

Twierdzenie C.4. Niech J bedzie ideatem w C*(X, ;YY) oraz niech Z C X, ZcX
bedg domknietymi zbiorami takimi, Ze

Cz(X)=C(X)NJ, CxX)=CX)NnJ,

tj. Z = hull(C(X)NJ), Z = hll(C(X)NJ). Wtedy Z jest zbiorem stabo a-niezmien-

niczym, 7 jest zbiorem a-niezmienniczym oraz
®(Z)=72,  Z=(Zx(ZU{0})x (ZU{0}) x ..)NX, (C.1)

gdzie ® jest odwzorowaniem (1.22), dualnym do zanurzenia A C B. Co wiecej, relacje
(C.1) ustalaja wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé miedzy wszystkimi domknietymsi
zbtorami ai-niezmienniczyma i domknietymi zbioramsi stabo a-niezmienniczyma.

Dowadd. Zauwazmy, ze relacje

TCHX)T* =3(C5(X)) C Cx(X), T CxX)T =6.(C5(X)) C Cx(X),

implikuja, iz &' (Z) = ZNA,. Zatem zbiér Z jest a- niezmienniczy, a ponadto d(Z) =
Z, co wynika natychmiast z definicji Z, Zoraz ®: X — X.

Niech Z bedzie teraz dowolnym domknietym, a-niezmienniczym podzbiorem X oraz
niech 7 : (ID(Z) Wtedy zbiér Z jest stabo a-niezmienniczy, gdyz korzystajac z
réwnosci @"(Z N A,) = Z N A_, oraz przemiennosci diagramu (1.23) dla kazdego
n € N mamy

a"(ZNA,) =a"(@(ZNA,) =d(a"(ZNA,)) =2(ZNAL) =2ZNA,
Domknietoéé Z oczywiscie implikuje domknietosé Z, a réwnosé
O(a"(ZNAL))=0(ZNA,) =ZNA,,

posta¢ odwzorowania &~ " i argument z dowodu z [Kwa05’, Tw. 2.15] pokazuja, ze

7= (Zx(ZU{0}) x (ZU{0}) x ..) N X.
Na odwrot, jesli Z jest dowolnym domkm@tym zbiorem stabo a-niezmienniczym, to
zbiér Z - (Z x (ZU{0}) x (ZU{0}) x ) N X jest domkniety w X i argument
z dowodu [Kwa05’, Tw. 5.5] pokazuje, ze @(Z) — Z. Stad nietrudno spostrzec, ze Z
jest rowniez zbiorem a-niezmienniczym, co konczy dowod twierdzenia. |

Aby zobrazowaé powyzej ustalone relacje miedzy zbiorami niezmienniczymi roz-
patrzmy prosty
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Przyklad C.5. Niech uklad (X, «) bedzie dany relacjami: X = {xg,z1,y1}, A1 =
{z1,y1}, a(y1) = a(z1) = xg, lub réwnowaznie diagramem

./..1'1

Lo~

Y1

Wtedy k}adac fo = (Qio,/ﬂ\f/l, O, ), fl = (;Cl, 0, ), go = (.CCo,yl, O, ), gl = (3/1, 0, ),
naturalne rozszerzenie (X, @) ukltadu (X, o) zwiazane z Y = X \ A_; jest dane rela-

Cja’mi: y: {§07f17g0ag1}7 A1 {1‘1791} ( 1) - fo, 55(@1) = ?70

Zo A

* +— o

Yo 1
Istnieja doktadnie dwa nietrywialne zbiory stabo a-niezmiennicze: 7, = {xo, 1}, Zy =
{x0,11} oraz dwa nietrywialne zbiory G-niezmiennicze: Z, = {Zo, 71}, Z2 = {Jo, 71 }-
Oczywiscie, zaden ze zbioréw Z;, Z5 nie jest a-niezmienniczy.

Stosujac Twierdzenie C.4 do ideatu bedacego jadrem reprezentacji algebry kowa-
riancji otrzymujemy nastepujaca ,,redukcje” takiej reprezentacji.

Twierdzenie C.6 (Redukcja reprezentacji algebry C*(X, «;Y)). Rozwaimy re-
prezentacje m: C*(X,;Y) — L(H). Wtedy X, := hull(C(X) Nkern) jest domknie-
tym, stabo a-niezmienniczym podzbiorem X, a trdjka (g, w(T), H), gdzie

C(X,) = C(X)/Cx.(X) 3 a+ Cx,(X) ™ 7(a).

jest wierng reprezentacjq kowariantng uktadu (X, o|x,.) zwigzana ze zbiorem 'Y N X ;.
W szczegdlnosci mg przedituza sie do reprezentacji g : C*( Xy, ox,; Y NX,) — L(H),
ktorej obrazem jest m(C*(X,a;Y)), a ktora ustala izomorfizmy

C(Xn) 2n(C(X)),  C(Xn)=n(C(X)),

gdzie X, := hull(C(X) Nkern) i (X,,dl|.) traktujemy jako naturalne rozszerzenie
uktadu (X, alx,) zwigzane ze zbiorem Y N X,.

Dowéd. Na mocy Twierdzenia C.4 uklad (X,,d|,) mozemy utozsamié¢ z na-
turalnym rozszerzeniem ukladu (Xi,alx,) zwiazanym z Y N X, a wtedy mamy
C(Xz) C O(X;) C C*(X,a;Y). Nietrudno spostrzec, ze (mg, 7(T), H), gdzie 7g :
C(Xy) — L(H) jest zdefiniowane w tezie, jest wierna reprezentacja kowariantna
ukladu (X, alg ) zwiazana z dopelieniem obrazu &|g . Stad (7r|c(x,), 7(T), H)
jest wierna reprezentacja kowariantna (X, alx,) zwiazana z Y N X,. Reszta wynika
z Twierdzen A.3, 1.28. ]

Twierdzenie C.4 pozwala rowniez tatwo uogdlni¢, bardzo wazne z punktu widzenia
algebr kowariancji, rezultaty [Kwa05’, Tw. 6.4, Wn. 6.6].

Twierdzenie C.7 (Struktura kraty idealéw algebry kowariancji). Niech uktad
(X, ) bedzie taki, ze a mie posiada punktéw okresowych i niech Y bedzie dowolnym
zbiorem domknietym zawierajacym X \ A_y. Wtedy relacje

CxX)=C(X)NJ, CzxX)=C(X)NJ,  Cz(X)=CxX)NC(X)
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ustalajq wzajemnie jednoznaczne odpowiedniosci miedzy ideatami w algebrze kowa-
riancyi C*(X, «;Y); domknietymi, a-niezmienniczymi podzbiorami X oraz domknie-
tymi, stabo a-niezmienniczymi podzbiorami X .

Dowdéd. W swietle Twierdzenia C.4 wystarczy zastosowaé [ELQ02, Tw. 3.5], por.
[Kwa05’, Tw.6.5] |

Whniosek C.8. Jesli X nie posiada nietrywialnych domknietych podzbioréow a-nie-
zmienniczych i (X, «) nie jest cyklem, to algebra C*(X, a;Y") jest prosta.

Dowdéd. Przy powyzszych zalozeniach « nie posiada punktéw stalych wiec na
mocy Twierdzenia C.7 algebra C*(X, «; Y') nie posiada nietrywialnych idealéw. [ |

Jesli (X, a) tworzy cykl, to jest gdy X = {xo,...,0p-1} 1 ®(Zk) = Tpt1(mod n),
k=0,.n—1, wtedy C*(X,;0) = C(S") @ M,, = C(S', M,,), gdzie M, jest algebra
macierzy n X n, por. [Tom87, Str. 134]. Zatem C*(X, a; () posiada nieskoniczenie wiele
idealéw.






Podsumowanie

W przedlozonej pracy badaliémy wiasnosci spektralne ogdlnie rozumianych operato-
row przesuniecia z waga, tj. operatorow postaci al’, a € A, gdzie T jest czesciows
izometria w przestrzeni Banacha, generujaca (na ogét nieodwracalny) czesciowy uktad
dynamiczny (X, «) na przestrzeni idealéw maksymalnych przemiennej algebry Ba-
nacha A. Podstawowym problemem byt calkowity opis widma takich operatoréw,
a najwazniejsze otrzymane wyniki oraz ogdlna struktura przeprowadzonych badan
przedstawiaja sie nastepujaco.

W pierwszym kroku skonstruowalismy ,,odwracalny obraz” dowolnego, niekoniecz-
nie odwracalnego, uktadu dynamicznego (X, a) — w dalszej czesci pracy, przy bada-
niu widma o(aT'), pozwala nam to korzysta¢ z metod oraz idei opracowanych dla
operatorow zwiazanych z odwracalnymi uktadami dynamicznymi. Odwracalny uktad
dynamiczny (X, &), ktérego rzutem jest wyjsciowy uklad (X, «), zdefiniowalismy jako
uktad generowany przez operator 1" na przestrzeni idealéw maksymalnych przemien-
nej algebry Banacha B zawierajacej algebre A. Pely opis ukladu (X, &) przedstawia
Twierdzenie 1.28.

W nastepnym kroku otrzymaliS§my nowe zasady wariacyjne wyznaczajace promien
spektralny operatoréw postaci aT' (Twierdzenia 4.5, 4.7). Najbardziej ogélna z tych
zasad wyraza promieri spektralny r(a1") w terminach calek na przestrzeni X wzgledem
miar a-ergodycznych, gdzie (X, @) jest opisanym w rozdziale 1 rozszerzonym ukladem
odwracalnym.

Geometryczny opis widma o(aT’) zaczynamy (w rozdziale 5) od badania rzutu
Riesza odpowiadajacego czesci o(aT’) lezacej wewnatrz kola o zadanym promieniu.
Udowodniliémy, ze rzut taki nalezy do algebry A i komutuje z operatorem T, czyli
odpowiada mu funkcja charakterystyczna domknieto-otwartego, a-niezmienniczego
podzbioru X (Twierdzenie 5.6). Stad oraz dzieki zasadom wariacyjnym uzyskanym
w rozdziale 4 otrzymalismy calkowity opis zbioru |o(aT’)| w terminach uktadu dyna-
micznego (X, «) (Twierdzenie 5.6).

Uzyskany w rozdziale 5 opis zbioru |o(aT")| oraz technika algebr kowariancji (ogdl-
nie pojetych iloczynéw krzyzowych C*-algebr) pozwolity nam (w rozdziale 6) uzyskaé¢
kompletny opis widma o(aT') dla operatoréw dzialajacych w przestrzeni Hilberta,
generujacych uklady topologicznie wolne. Dodatkowo otrzymalismy tu takze opis
widma istotnego o.ss(aT’), a dokladniej pokazali$émy, ze widmo o(aT’) jest niezmien-
nicze ze wzgledu na obroty wokol zera i jesli X nie posiada punktow izolowanych,
to o(aT) = 0ess(aT) (Twierdzenie 6.3). Wyniki te zamykaja pierwszy istotny etap
naszych badan.

W drugim etapie, rezultaty otrzymane dla operatoréw w przestrzeni Hilberta udato
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nam sie uog6lnic¢ i przeniesé¢ (w rozdziatach 7 - 9) na konkretne operatory przesuniecia
aT, dziatajace w przestrzeniach LE(€2), 1 < p < oo, wykazujac, ze o(aT)) = o(aTz)
niezaleznie od p € [1, oo]. Konicowy wynik zawarty jest w Twierdzeniu 9.2.

Aby uzyskaé¢ Twierdzenie 9.2 wykazaliSmy szereg nastepujacych, réwniez waznych
twierdzen:

e dla operatoréw w przestrzeni Hilberta uzyskaliSmy charakterystyke odwracal-
nosci elementéow C*-algebry C*(A,T) za pomoca operatoréw dyskretnych w prze-
strzeniach % (Twierdzenie 7.12);

e udowodniliSmy nowa wersje twierdzenia typu Wienera dla bezwzglednie zbiez-
nych szeregéw operatorowych w C*-algebrze C*(A,T) (Twierdzenie 7.19);

e wykazaliSmy analogiczna wersje twierdzenia Wienera dla algebr B, p € [1, oo,
zawierajacych konkretne operatory przesuniecia a7}, a € A, w przestrzeniach LF (€2)
(Twierdzenia 8.1, 8.2, 8.7);

e otrzymaliSmy charakterystyke odwracalnosci elementéw algebry B, za pomoca
operatoréw dyskretnych w przestrzeniach 7 (Twierdzenie 8.7).

Powyzej wymienione twierdzenia tworza tacznik (wyjasniajacy zwiazek) pomiedzy
teoria spektralna wazonych operatorow kompozycji w przestrzeniach Hilberta, a od-
powiednia teoria takich operatorow w przestrzeniach LP.

Obok powyzszych rezultatow teoretycznych do wynikéw obecnej rozprawy nalezy
rowniez zaliczy¢ szereg przyktadow ukazujacych nature i gleboki zwiazek rozwazanych
obiektow z pojeciami teorii uktadéw dynamicznych. W tej sferze wykonalismy co
nastepuje.

Pokazalismy, ze dowolny cze$ciowy uktad dynamiczny (X, «) moze byé trakto-
wany jako uklad generowany przez pewien operator T na widmie pewnej algebry
A (Twierdzenie 1.34), a w przypadku, gdy (X, «) jest ukladem jednowymiarowym
przedstawiliémy konkretna konstrukcje takich operatoréw w przestrzeniach LP(R),
p € [1,00] (Twierdzenia 3.12, 3.14).

Otrzymali$my jawny opis przestrzeni idealow maksymalnych X algebry rozszerzo-
nej B oraz dynamiki cze$ciowego homeomorfizmu & generowanego przez T na X, dla
operatorow T’ generujacych na widmie wyjsciowej algebry A takie klasyczne nieodwra-
calne uklady dynamiczne jak: odwzorowania logistyczne (Twierdzenia 2.9, 2.12; 2.13,
2.14); ekspansywne endomorfizmy okregu (Twierdzenie 3.8); jednostronne przesunie-
cia Markowa (Stwierdzenia 3.18, 3.19, Twierdzenie 3.21); odwzorowania na grafach
(przyklady 3.16, 3.17). Rezultaty te m. in. unaoczniaja zwiazek przestrzeni rozsze-
rzonej X z topologicznymi strukturami hiperbolicznych atraktoréw, nierozktadalnych
continuéw oraz uktadéw zwiazanych z kafelkowaniami (ang. tilings).

Przestrzen X posiada réwniez nietrywialna strukture w przypadku, gdy 7" jest nie-
odwracalnym operatorem generujacym odwracalny uktad dynamiczny, co pokazalismy
dokonujac klasyfikacji takich przestrzeni X za pomoca liczb obrotu dla zachowujacych
orientacje homeomorfizméw okregu (Twierdzenia 3.28, 3.29) oraz analizujac strukture
X dla przesunieé na torusie (Twierdzenie 3.32, Przyktad 3.33).

Jesli chodzi o widmo o(aT") operatoréw aT', to w Przykladach 6.13 - 6.18 (patrz
tez strona 153), oméwilisSmy widmo takich operatoréw w przestrzeniach LP(R), p €
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[1, 0], zwiazanych z odwzorowaniami logistycznymi, ekspansywnymi endomorfizmami
okregu, pelnymi przesunieciami Markowa, homeomorfizmami okregu i przesunieciami
na torusie. Przy obliczaniu promienia spektralnego (Przyklady 4.10 - 4.12), ujawni-
lismy Scisty zwiazek spektralnych wlasnosci operatoréw a1’ z ergodycznymi wasno-
$ciami ukladéw (X, ) 1 (X, @).

Na koniec dla operatora T : LP(R,) — LP(R,), bedacego operatorem kompo-
zycji z odwzorowaniem ~y(t) = Nt, skonstruowaliémy operator mnozenia a taki, ze
o(aT) = 0ess(aT) jest dowolnym, z géry zadanym zbiorem zwartym o symetrii koto-
wej (Stwierdzenie 9.7).
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w przestrzeni Banacha, 5
w przestrzeni Hilberta, 5
czesciowy
automorfizm, 4
homeomorfizm, 4
uktad dynamiczny, 3
topologicznie wolny, 115, 163

dyskretyzacija, 133, 143 otoczka podzbioru algebry, 3
funkcja entier, 56 podalgebra
pela, 136
granica podkowa Smale’a, 69
Banacha, 94 podniesienie
Feigenbauma, 31 homeomorfizmu okregu, 71
odwrotna, 13 promien, 36

175



176 B.K. KWASNIEWSKI

przestrzen
p-nierozkiadalna, 154
finalna czesciowej izometrii, 5
idealéw maksymalnych, 1
inicjalna czesciowej izometrii, 5
przesuniecie
Markowa
dwustronne, 64
jednostronne, 64
na torusie, 77
skoniczonego typu, 64
punkt niebtadzacy, 95

radykal, 2
reguly owijania, 61
reprezentacja
kowariantna, 159, 160
zwiazana z Y, 160

solenoid

N-adyczny, 54
sprzezenie

czesciowych izometrii, 5
sympleks

miar niezmienniczych, 85

Poulsena, 88

transformata Gelfanda, 2
twierdzenie
Denjoy, 76, 96
o izomorfizmie, 117, 163
Poincaré, 74
Szarkowskiego, 32

uktad dynamiczny
jednowymiarowy, 55
topologicznie wolny, 115, 163

widmo
algebry Banacha, 1
istotne operatora, 119

zasada wariacyjna, vii, 84
zbior
a-niezmienniczy, 101
maksymalizujacy, 85
punktow niebladzacych, 95
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