
Analiza matematyczna

Lista 4 (funkcji wielu zmiennych, pochodne)

Zad 1. Wyznaczy¢ i narysowa¢ dziedziny naturalne podanych funkcji

a) f(x, y) =
√
x sin y, b) f(x, y) = arcsin

√
y −
√
x, c) f(x, y) = ln(

√
x−√y).

Zad 2. Obliczy¢ granice, je±li istniej¡

a) lim(x,y)→(0,0)
x

x+y
, b) lim(x,y)→(1,−1)

x−1
x+y

, c) lim(x,y)→(0,0)
xy

x2+y2 ,

d) lim(x,y)→(0,0)
(xy)2

x2+y2 , e) lim(x,y)→(0,0)
x2y

x2+y2 , f) lim(x,y)→(0,3)
sin(xy)

x
,

g) lim(x,y)→(0,0)
xy

x−y
, e) lim(x,y)→(1,1)

xy−1
x−y

, f) lim(x,y)→(2,0)
sin xy2

y2+(x−2)2
.

Zad 3. Wyznaczy¢ zbiór punktów, w których funkcja f : R2 → R jest ci¡gªa, gdy:

a) f(x, y) =

{√
x2 + y2 x ≥ 0

2 x < 0
, b) f(x, y) =

{
xy y ≥ x

2 y < x
.

Zad 4. Obliczy¢ pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du funkcji:

a) f(x, y, z) = x5y10 − x3 sin z + y2ez, b) f(x, y) = arcsin y
x
,

c) f(x, y) = x sin(2x+ y), d) f(x, y) = 3
√

2xy, e) f(x, y, z) = xy + zx,

f) f(x, y) = 3xy, g) f(x, y) = y2x, h) f(x, y) =
√
x+

√
y +
√
x.

Zad 5. Obliczy¢ z de�nicji pochodne cz¡stkowe funkcji

a) f(x, y) = 3
√
x3 − y3, w punkcie (x0, y0) = (0, 0)

e) f(x, y, z) = x3+y
x2+y2+z2 , w punkcie (x0, y0, z0) = (0, 0, 0)

Zad 6. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji

a) f(x, y) =
√
x2 + y2, w punkcie (x0, y0) = (0, 0), w kierunku wektora ~v = (1

2
,−
√

3
2

),

b) f(x, y) = sin x cos y, w punkcie (x0, y0) = (0, π), w kierunku wektora ~v = (−1
2
,
√

3
2

).

Zad 7. Korzystaj¡c z reguªy ró»niczkowania funkcji zªo»onej obliczy¢ pochodne cz¡stkowe
wzgl¦dem zmiennych x i y funkcji z = f(u, v), gdzie f(u, v) = euv, u = ln

√
x2 + y2,

v = arctan x
y
.

Zad 8. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji

a) f(x, y) =
√
x2 + y2, w punkcie (x0, y0) = (0, 0), w kierunku wektora ~v = (1

2
,−
√

3
2

),

b) f(x, y) = sin x cos y, w punkcie (x0, y0) = (0, π), w kierunku wektora ~v = (−1
2
,
√

3
2

).

Zad 9. Niech ϕ b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na R. Pokaza¢, »e funkcja

a) z = yϕ(x2 − y2) speªnia równanie ró»niczkowe 1
x

∂z
∂x

+ 1
y

∂z
∂y

= z
y2 ,

b) z = ϕ(x
y
)− x2 − y2 speªnia równanie ró»niczkowe x ∂z

∂x
+ y ∂z

∂y
= −2(x2 + y2).

Zad 10. Obliczy¢ pochodne cz¡stkowe rz¦du drugiego funkcji:

a) f(x, y, z) = x5y10 − x3 sin z + y2ez, b) f(x, y) = arctan x+y
1−xy

,

c) f(x, y) = sin(2x+ y), d) f(x, y) = 3
√

2xy, e) f(x, y, z) = 3xyz,

f) f(x, y) =
√

2xy + y2, g) f(x, y) = ln(x2 + y), h) f(x, y) = arcsin x−y
x
.


