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Podstawy rachunku prawdopodobienstwa
I rok matematyki

Lista nr 5
Zagadnienia zwigzane ze schematem Bernoulliego

Préba Bernoulliego nazywamy doswiadzczenie losowe, w ktérym otrzymujemy jeden z dwéch mozli-
wych wynikéw. Umownie jeden z tych wynikéw nazywamy sukcesem a drugi porazka. Jesli prawdopodo-
bienstwo sukcesu wynosi p, to prawdopodobienstwo porazki wynosi ¢ = 1 — p.

Schematem Bernoulliego nazywamy cigg niezaleznych prob Bernoulliego z ustalonym prawdopodo-
bienstem sukcesu w jednej probie wynoszacym p. Prawdopodobienstwo uzyskania doktadnie & sukcesoéw

w n probach wynosi
n

B, (k) = <k> (1= p)"h

Najbardziej prawdopodobng liczbe sukcesé6w w schemacie n préb Bernoulliego nazywamy ten
wskaznik kg, dla ktérego P, (ko) jest niemniejsze od pozostalych prawdopodobienstw. Wskaznik ten
spelia nieréwnos¢

(n+1)p—1<ky<(n+1)p.

Zagadnienie Pascala polega na obliczeniu prawdopodobienstwa, ze liczba doswiadczen w schemacie
Bernoulliego bedzie réwna n, jedli zatozymy, ze proby przeprowadzamy tak dtugo, az otrzymamy k
sukcesow. Dla ustalonego k i n, k < n, prawdopodobienstwo to wynosi

n—1

Py 3) -

Zadanie o ruinie gracza polega na obliczeniu prawdopodobienstwa ruiny gracza A. Przy czym w grze
bierze udzial dwoch graczy A i B posiadajacych kapitaly poczatkowe odpowiednio a ztib zt (N = a+b).
W pojedynczej kolejce gracz A wygrywa 1 zt (zabiera 1 zt graczowi B) z prawdopodobienstwem p
(0 < p < 1) lub przegrywa 1 zt (oddaje 1 zt graczowi B). Szukane prawdopodobiefistwo wynosi
-2, gdy p = 3,
1

a__ N
Wol—lap— gdy p # .

R, =
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10.
11.

. Uzasadni¢ wzor na prawodopodobienstwo uzyskania doktadnie k sukceséw w n probach Bernoul-

liego.

W urnie mamy N kul, wsréd ktérych M jest biatych N — M czarnych. Losujemy n razy po jednej
kuli, zwracajac ja za kazdym razem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania k kul biatych.

Pewna gra polega na rzucie kostka i moneta. Wygrana wystepuje przy tacznym otrzymaniu piatki
i orta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w trzech grach wygrana nastapi doktadnie jeden raz?

. Co jest bardziej prawdopodobne u zawodnika rozgrywajacego partie z przeciwnikiem o réwnej mu

sile gry:

a) wygranie 3 partii z 4, czy 5 z 87

b) wygranie nie mniej niz 3 partii z 4, czy nie mniej niz 5 partii z 87

¢) wygranie nie wiecej niz n z 2n partii, czy wiecej niz n w tejze liczbie partii”?

d) wygranie nie wiecej niz n z 2n + 1 partii, czy wiecej niz n w tejze liczbie partii”?

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze na 7 rzutéw kostka co najwyzej 3 razy wypadnie liczba oczek
nie mniejsza niz 4.

Rzucamy cztery razy dwiema kostkami. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze co najwyzej trzy razy
otrzymamy sume oczek nie wigkszag od trzech?

Uzasadnié, ze najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw w schemacie n prob Bernoulliego, z
) )
prawdopodobienstwem sukcesu w pojedynczej probie réwnym p, spetnia nieréwnosé

(n+1)p—1<ky < (n+1)p.
Obliczy¢ Bs(k), k=0,1,...,5 dla p= 10,2 oraz dla p = 0, 5.

Wyznaczy¢ takie prawdopodobienstwo sukcesu p w pojedynczej prébie, aby prawdopodobienstwo
doktadnie k sukceséw w schemacie n prob Bernoulliego byto jak najwicksze.

Mamy 4 urny typu A; zawierajace 2 biate i 8 czarnych kul oraz 6 urn typu As o zawartosci 3
kul biatych i 7 czarnych. Losujemy 4 razy po jednej kuli ze zwracaniem. Obliczy¢ najbardziej
prawdopodobnag liczbe kul biatych i prawdopodobienstwo otrzymania tej liczby kul.

Rzucono 77 razy kostka do gry. Jaka jest najbardziej prawdopodobna ilo$¢ wyrzuconych piatek?

Dziato nr 1 w ciggu okreslonego czasu wyrzuca 70 pociskéw z prawdopodobienstwem trafienia do
celu rownym 0, 8, a dziato nr 2 w ciggu tego samego czasu wyrzuca 60 pociskéw z prawdopodobien-
stwem trafienia do celu réwnym 0,9. Dla ktérego z tych dzial najbardziej prawdopodobna ilo$¢
celnych strzatow jest wieksza?
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Uzasadni¢, ze w zagadnieniu Pascala prawdopodobienstwo, ze liczba doswiadczen bedzie rowna n

wyraza si¢ wzorem (Zj) pF(1—p)n .

Gracz wykonuje rzuty moneta tak dtugo, az otrzyma orta. Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia
polegajacego na tym, ze liczba rzutéw nie przekroczy czterech.

Trzy fabryki A, B, C produkujg towar sztukowy tak, ze Fabryka A pokrywa 30% zapotrzebowania
rynku, fabryka B — 50% oraz fabryka C — 20%. Jako$¢ towaru produkowanego przez poszczegdlne
fabryki ksztaltuje sie nastepujaco:

w fabryce A: 80% I gatunku, 18% II gatunku, 2% brakow

w fabryce B: 40% I gatunku, 55% II gatunku, 5% brakéw

w fabryce A: 80% I gatunku, 15% II gatunku, 5% brakow

Kupujemy na rynku w sposéb losowy po jednej sztuce tak dtugo, az otrzymamy dwie sztuki [
gatunku. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze zostanie zakupionych 5 sztuk.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby sukceséw w schemacie n prob Bernoul-
liego z prawdopodobienstwem sukcesu w pojedynczej probie réwnym p.

Wyprowadzi¢ wzor na prawdopodobienstwo ruiny gracza A w zadaniu o ruinie gracza.

Jakie jest prawdopobienstwo, ze w zadaniu o ruinie gracza gra zakonczy sie w skonczonym czasie
(ruing ktoregokolwiek z graczy).

Adam przeznaczyt na gre w kasynie 500 zt. Poniewaz jest ostrozny bedzie stawiat po ztotowce na
czerwone-czarne. P6jdzie do domu, gdy bedzie miat 550 zt, chyba ze wczesniej przegra wszystko.
Jakie ma szanse wygranej

a) w niespotykanej w kasynach gry sprawiedliwej, tj. gdy szansa wygranej wynosi 1/2,

b) grajac w ruletke amerykanska, gdzie szansa wygranej wynosi 18/387

Rozwazy¢ powyzsze zadanie, gdy Adam ma nieograniczony kapital i gra do chwili, w ktorej wygra
b zt.

Pijak (i to pijany) znajduje sie 3 kroki od przepasci. Szansa wykonania kroku w kierunku przepasci
wynosi 1/3, w przeciwnym — 2/3. Jaka jest szansa ocalenia? (Zakladamy, ze pijak spada, gdy
znajdzie sie na krawedzi przepasci)

Gracz ma 20 zt, a na powr6ot do domu potrzebuje 40 zt. W zwiazku z tym rozwaza dwie taktyki:
a) stawianie po ztotéwce na czerowone-czarne az do chwili, gdy uciuta 40 zt;

b) postawienie calej sumy na czerwone-czarne

Ktéra taktyka daje wieksze prawdopodobienstwo sukcesu? (Zaktadamy, ze mamy tu do czynienia
z ruletka amerykanska, gdzie szansa wygranej w pojedynczej kolejce wynosi 18/38)
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