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Teoria miary i catki
Zagadnienia na egzamin 03.02.2011

. Wady calki Riemanna.

Struktury na rodzinach zbioréw: pierscienie, algebry, o-pierscienie, o-algebry oraz poltpierscienie (zwiazki
miedzy nimi i przyklady).

Struktury rodzin generowanych: istnienie i definicja pierscieni, algebr, o-pierscieni i o-algebr generowanych
przez rodziny zbioréw, postaé pierscienia generowanego przez pOlpierscien.

Miara: definicja i przyklady, monotoniczno$é miary, przedtuzanie miary z potpierscienia na pierscien.

. Miary o-addytywne: o-addytywnosé¢, o-subaddytywnosé, ciaglosé (kryterium o-addytywnosci), o-addy-

tywnosé dtugosci.

Lebesguesowskie przedtuzenie miary, krok 1 (miara zewnetrzna): definicja miary zewnetrznej p* i rola
o-addytywnosci p, o-subaddytywnosé p*, pétmetryka zadana przez p*.

Lebesguesowskie przedtuzenie miary, krok 2 (zbiory mierzalne): definicja i kryterium mierzalnosci zbioru,
algebra zbioréw mierzalnych, zbiory miary zero i miary zupelne.

Lebesguesowskie przedtuzenie miary, krok 3: addytywnosé i o-addytywnosé miary zewnetrznej na al-
gebrze zbioré6w mierzalnych, definicja, podstawowe wlasnosci, minimalnosé oraz jednoznaczno$é miary
Lebesgue’a.

Przedtuzanie miar z pierscienia - miary o-skonczone i nieskoriczone: konstrukcja lebesguesowskiego
przedhuzenia miar o-skonczonych, deifnicje miary o-skonczonych i nieskoriczonych.

Miara Lebesgue’a na prostej: przyktady zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a, zbiér Cantora i jego
wlasnoéci, zbiory otwarte i geste, przyktad zbioru niemierzalnego.

Miary Lebesgue’a-Stieltjesa: charakteryzacja miar o-addytywnych na poétpierscieniu odcinkéw potot-
wartych, definicja miary Lebesgue’a-Stieltjesa.

Miary Lebesgue’a-Stieltjesa absolutnie ciagte wzgledem miary Lebesgue’a: definicja i przyktady funkcji
absolutnie cigglych, definicja i charakteryzacja miar absolutnie ciagtych, kryterium absolutnej ciaglosci
miar Lebesgue’a-Stieltjesa wzgledem miary Lebesgue’a.

Miary znakowe (ladunki), rozktad Hahna-Jordana: definicja i przyktady, Tw. Hahna o rozkladzie dziedziny
tadunku (bez dowodu), Tw. Jordana o rozkltadzie tadunku na réznice miar.

Konstrukcja catki Lebesgue’a dla funkcji ograniczonych.
Funkcje mierzalne: charakteryzacje mierzalnosci, przyktady.

Roézne rodzaje zbieznosci:zbieznosé punktowa, jednostajna, prawie wszedzie, wedlug miary oraz relacje
miedzy nimi (m.in. Tw. Jegorowa, Riesza, wedrujacy garb).

Calka Lebesgue’a, konstrukcja ogodlna i podstawowe wlasnosci.

Twierdzenia o przejsciu z granicg pod znak caltki: absolutna ciaglosé i o-addytywnosé calki jako funkcji
zbioru, tw. Lebesgue’a o zbiezno$ci zmajoryzowanej, tw. Leviego o zbieznosci monotonicznej i jego
zastosowania, lemat Fatou (tw. Fatou-Lebesgue’a).

Calka Lebesgue’a dla miar nieskoniczonych: definicja dla miar o-nieskoniczonych oraz konstrukcja (poprzez
tzw. stopniowa komplikacje) dla miar nieskorniczonych.

Twierdzenie Radona-Nikodyma: charakteryzacje tadunkéw absolutnie ciagtych wzgledem miary, liniowa
niezalezno$¢ przestrzeni tadunkéw absolutnie ciagtych i osobliwych, twierdzenie Radona-Nikodyma.

Zastosowania twierdzenia Radona-Nikodyma: wzoér Newtona-Leibniza, zwiazek miedzy catkami wzgle-
dem roznych miar, zamiana zmiennych w calce (w tym cofniecia miary i abstrakcyjne twierdzenie o
zamianie zmiennych).



